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摘 要: 　 F. Smarandach e教授曾提出求最大的正整数 r ,将集合 { 1, 2,… , r }分为 n类 ,使得在每一类中方

程 x y = z ( x > 1, y > 1)无解 . 确立并证明了 r的下界 ,即 r≥ n9.
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　　设 n , r为正整数 ,罗马尼亚数论专家 F. Sma randache教授在文献 [1]的第 57个问题中

提出求最大的整数 r ,使得将集合 { 1, 2, … , r}分为 n个子集 ,在每个子集中 ,方程 xy = z

均无解 . 关于这一问题 ,至今似乎没有人进行研究 ,甚至不知道它的下界是什么 . 本文利用

初等方法讨论了这一问题 ,并证明了下面的:

定理　对上述 r及任意充分大的正整数 n ,我们有估计式 r≥ n
9 .

2　定理的证明
现在我们直接给出定理的证明 ,取 r = n

9 ,并将集合 { 1, 2, … , r} = { 1, 2, … , n9}分

为如下 n类:

第 1类: 1, n
4
, n

4
+ 1, … , n

8
.

第 2类: 2, n
8
+ 1, n

8
+ 2, … , 2n

8
.

第 3类: 3, 2n
8
+ 1 2n

8
+ 2… 3n

8
.

　 

第 n - 4类: n- 4, (n- 5)n8+ 1, (n- 5)n8+ 2, … , (n- 4)n8 .

第 n - 3类: n- 3, (n- 4)n8+ 1, (n- 4)n8+ 2, … , (n- 3)n8 , n
4- 3n3+ 1, … , n

4 - 1.

第 n - 2类: n- 2, (n- 3)n8+ 1, (n- 3)n8+ 2, … , (n- 2)n8 , n
3- n

2+ 1, … , n
4- 3n3.

第 n - 1类: n- 1, (n- 2)n8+ 1, (n- 2)n8+ 2, … , (n- 1)n8 , n
2+ 1, … , n

3- n
2 .

第 n类: n , (n- 1)n8+ 1, (n- 1)n8+ 2, … , n
9 , n+ 1, … , n2.

容易看出此分类可将 n
9个数分完 ,将此分类记为 A .

从分类中可知:

( i )第一类中的任意一个数可写为 ln
4 + m ( 0≤ l≤ n

4 - 1, 1≤ m≤ n
4 ) ,因为

1( ln + m ) = ln + m

而且第一类中不存在两两相等的数 ;又因为在第一类中不等于 1的最小的两个数是 n
4
, n

4
+

1,最大的数是 n
8
, 而



n
4
(n

4
+ 1) > n

8

所以在第一类中方程 xy = z无解 ;

( ii )当 2≤ k≤ n - 4时 ,第 k类中任意一个不等于 k的数可表示为:

(k - 1)n8 + ln + m

其中 0≤ l≤ n
7 - 1, 1≤ m≤ n.

第 k类中最小的两个数是 k , (k - 1)n
8
+ 1, 最大的数是 kn

8
,因为

k [ (k - 1)n
8
+ 1] > kn

8

所以第 k类中方程 x y = z也无解 ;

( iii)第 n类: 在 n , (n - 1)n8 + 1, … , n
9和 n + 1, … , n2中:

因为

n [ (n - 1)n
8
+ 1] > n

9
,

(n + 1) (n + 2) > n
2
,

n (n + 1) > n
2
,

所以在 n类中方程 x y = z仍然无解 ;

用同样的方法可证明在第 n - 3, n - 2, n - 1类中方程也无解 .

综合上述所证 , 如果取 r = n
9 ,且把 { 1, 2, … , r }分为如 A的 n类 ,则在这样的每一类

中方程 xy = z均无解 . 这样关于 Smarandach第 57个问题我们有估计式 r≥ n
9
. 于是完成

了定理的证明 .

利用上面的构造方法我们可以提出下面的:

猜测　对任意给定的正整数 m , 当 n充分大时有估计式

r≥ n
m
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Abstract: 　 Professo r F. Sma randache asks us to find the maximum r such that: the set { 1, 2,

… , r } can be par titioned into n cla sses such tha t no cla ss contains intge rs x , y , z , with x y = z .

The main purpo se o f this pape r is to giv e a low bound estima te fo r r , and prove tha t r≥ n9.
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