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关于 F． Smarandache 简单函数的均值

刘 华
( 商丘师范学院 数学系，河南 商丘 476000)

摘 要: 主要利用解析的方法研究了函数 d( p( n) ) 的均值性质，并给出了它的两个有趣的渐近公式．
关键词: F． Smarandache 函数; 数论函数; 均值; 渐近公式

中图分类号: O156. 4 文献标识码: A 文章编号: 1672 － 3600( 2011) 03 － 0024 － 02

The mean value on F． Smarandache function
LIU Hua

( Department of Mathematics，Shangqiu Teachers College，Shangqiu 476000，China)

Abstract: The mean value on the F． Smarandache function is studied． By using the analytic methods，The asymptotic
poperties of d( p( n) ) are studied，then two interesting asymptotic formulas are obtained．
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0 引言及结论

对于任意的正整数 n，F． Smarandache 函数定义为最小的正整数 m 能够被 n 整除的 m! ，在文献［1］ 中

JozsefSandor 给我们引入了 Smarandache 简单加性函数:

p( x) = min{ m∈ N+ : px ≤ m! }

和

p* ( x) = min{ m∈ N+ : m! ≤ px}

以上两个函数都是定义在实数集上． 从上面的定义很容易看出这样的结论: 对于大于等于 1 的实数 x，当( m
－ 1) ! ＜ px ≤ m! 时 p( x) = m 对于 p( x) 的性质很多专家学者都做过相关的研究，例如［1］［2］． 但是对于

d( p( x) ) 均值的研究还未曾看到，这里 d( n) 为 Dirichlet 除数函数，本文主要利用解析的方法研究了

d( p( n) ) 的渐进性质，并给出了两个有趣的渐近公式，也就是下面我们要证明的定理:

定理 1 设 p 为一个给定素数，对于任意实数 x≥ 1，有

∑
n≤x

d( p( n) ) = x( lnx － lnlnx) + o( x) ．

定理 2 设 p 为一个给定素数，对于任意实数 x≥ 1，有

∑
n≤x

d( p* ( n) ) = x( lnx － lnlnx) + o( x) ．

1 两个简单的引理及定理的证明

本节我们将完成定理的证明，首先我们需要如下引理:

引理 1 对于任意实数 x，有下面结论:



∑
n≤x

d( n) = xlnx + ( 2c － 1) x + o(槡x) ．

这里 c 为 Euler's 常数． 证明参照文献［3］．
引理 2 对于任意实数 x，有下面结论:

∑
x

i = 1

lni
i = 1

2 ln2x + A + o( lnxx ) ．

这里 A 为常数． 证明参照文献［3］．
接下来我们就利用上面的引理来证明定理 ，由 d( n) 及 p( n) 的定义可知

∑
n≤x

d( p( n) ) = ∑
n≤x

∑
ln( m－1) !

lnp ＜ m≤ln( m) !
lnp

d( m)

因为当 n∈ ( ln( m － 1) !
lnp ，ln( m) !

lnp ］时，p( n) = m，又因为 n≤ x 那么区间( ln( m － 1) !
lnp ，ln( m) !

lnp ］中最大的数

也一定小于等于 x，于是我们得到
ln( m) !
lnp ≤ x 即 ln( m) ! ≤ xlnp 结合 Euler 求和公式，即可得到 lnm! 的主项

为 mlnm 并且 mlnm≤ xlnp．

如果 x 足够大，那么 lnm 渐近于 lnx，于是有 m≤ xlnp
lnx ，根据上面的讨论我们可以得到:

∑
n≤x

d( p( n) ) = ∑
n≤x

∑
ln( ( m－1) ! )

lnp ≤n≤ln( m) !
lnp

d( m) = ∑
m≤xlnp

lnx

lnm
ln[ ]p

d( m) + o( xlnp) = ∑
m≤xlnp

lnx

lnm
lnp d( m) + o( x) =

( 1
lnp) ∑

un≤xlnp
lnx

ln( un) + o( x) = ( 2
lnp) ∑

u≤xlnp
lnx

lnu( u) ∑
n≤xlnp

lnx

+ o( x) = ( 2
lnp) ∑

u≤xlnp
lnx

lnu xlnp
uln[ ]x +

o( x) = ( 2x
lnp) ∑

u≤xlnp
lnx

lnu
u + o( x) = ( 2x

lnp) ( 1
2 ( lnx + ln lnp － ln lnx) 2 ) + o( x) = x( lnx －

2ln lnx) + o( x) ．
这样定理 1 就得到了证明．
使用相同的方法就可以证明定理 2．
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