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摘　要：　 对于任意的正整数ｎ，著名的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　ＬＣＭ函数的对偶函数ＳＬ＊（ｎ）＝ｍａｘ｛ｋ∶［１，

２，…，ｋ］｜ｋ，ｋ∈Ｎ｝，ω（ｎ）表示ｎ的不同素因子的个数．利用初等数论和分析的方法研究函数方程

∏
ｄ｜ｎ
ＳＬ＊（ｄ）＋１＝２ω（ｎ）的可解性，并得到了该方程的所有正整数解．
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∏
ｄ｜ｎ
ＳＬ＊（ｄ）＋１＝２ω（ｎ）ｉｓ　ｓｔｕｄｉｅｄ，ａｎｄ　ａｌｌ　ｉｔｓ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｉｎｔｅｇｅｒ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｔｈｉｓ　ｅｑｕａｔｉｏｎ　ａｒｅ　ｏｂｔａｉｎｅｄ．
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对于任意的正整数ｎ，Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　ＬＣＭ函数的定义为［１，２］

ＳＬ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｋ∶ｋ｜［１，２，…，ｋ］，ｋ∈Ｎ｝，
关于它的性质及函数方程有许多学者进行过研究，得到了一些结果．

例如Ｍｕｒｔｈｙ［３］证明了当ｎ为素数时，ＳＬ（ｎ）＝Ｓ（ｎ）．同时还讨论了ＳＬ（ｎ）＝Ｓ（ｎ），Ｓ（ｎ）≠ｎ（＊）的可

解性．这里Ｓ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ∶ｎ｜ｍ！，ｍ∈Ｎ｝为Ｆ．Ｓｍａｒａｎａｃｈｅ函数．之后Ｌｅ　Ｍａｏｈｕａ［４］解决了Ｍｕｒｔｈｙ提出

的问题（＊），得出当且仅当ｎ＝１２或者ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｒｒｐ，（ｐ＞ｐαｉｉ ，ｉ＝１，２，…，ｒ）时（＊）有解．
Ｚｈｏｎｇｔｉａｎ　Ｌｖ［５］讨论了ＳＬ（ｎ）的渐进性质，得到了一个较好的均值计算公式

∑
ｎ≤ｘ
ＳＬ（ｎ）＝π

２

１２
ｘ２
ｌｎ　ｘ＋∑

ｋ

ｉ＝２

ｃｉ·ｘ２

ｌｎｉ　ｘ ＋ｏ ｘ２
ｌｎｋ＋１（ ）ｘ ，

这里ｘ＞１为实数，ｋ为正整数，ｃｉ 为可计算的常数．
而对于任意的正整数ｎ，著名的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　ＬＣＭ函数的对偶函数的定义为

ＳＬ＊（ｎ）＝ｍａｘ｛ｋ∶［１，２，…，ｋ］｜ｋ，ｋ∈Ｎ｝，
由ＳＬ＊（ｎ）的定义我们可以容易推出，ＳＬ＊（１）＝１，ＳＬ＊（２）＝２，ＳＬ＊（３）＝１，ＳＬ＊（４）＝２，ＳＬ＊（５）＝１，

ＳＬ＊（６）＝３，ＳＬ＊（７）＝１，ＳＬ＊（８）＝２，ＳＬ＊（９）＝１，ＳＬ＊（１０）＝２，等等．显然，当ｎ为奇数时，ＳＬ＊（ｎ）＝
１，当ｎ为偶数时，ＳＬ＊（ｎ）≥２．关于这个函数的其他性质，许多学者也进行过 研 究，取 得 了 一 系 列 的 研 究
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成果［５］．

例如Ｃｈｅｎｇｌｉａｎｇ　Ｔｉａｎ［６］研究了函数方程∑
ｄ｜ｎ
ＳＬ＊（ｄ）＝ｎ和∑

ｄ｜ｎ
ＳＬ＊（ｄ）＝（ｎ）的可解性，并得出前者

只有唯一的正整数解ｎ＝１，而后者的正整数解为ｎ＝１，３，１４．此外他还研究了ＳＬ＊（ｎ）的级数和及均值

性［７］，得到了一个很好的结果

∑
∞

ｎ＝１

ＳＬ＊（ｎ）
ｎｓ ＝ζ（ｓ）∑

∞

α＝１
∑
ｐ

（ｐα－１）（ｐｓ－１）
［１，２，…，ｐα］ｓ

和∑
ｎ≤ｘ
ＳＬ＊（ｎ）＝ｃ·ｘ＋ｏ（ｌｎ２　ｘ），

其中：ζ（ｓ）为Ｒｉｅｍａｎｎｚｅｔａ－ 函数．

王妤［８］研究了方程∑
ｄ｜ｎ
ＳＬ＊（ｄ）＝∑

ｄ｜ｎ
Ｓ＊（ｄ），并得出其解为

（１）ｎ为奇数；
（２）当３ｎ时，则ｎ＝２αｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，ｐ１ ≥５，α≥１，αｉ≥０，ｋ≥１，ｉ＝１，２，…，ｋ；
（３）当３｜ｎ时，则ｎ＝２·３α１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，ｐ２ ≥５，α≥１，αｉ≥０，ｋ≥２，ｉ＝１，２，…，ｋ．

同时得到了关于其解的集合Ａ＝ ｛ｎ∶∑
ｄ｜ｎ
ＳＬ＊（ｄ）＝∑

ｄ｜ｎ
Ｓ＊（ｄ），ｎ∈Ｎ｝的一个恒等式：

ｆ（ｓ）＝ζ（Ｓ）１－
１
１２（ ）ｓ ，

这里，ζ（ｓ）为Ｒｉｅｍａｎｎｚｅｔａ－ 函数．

之后我们讨论了函数方程∏
ｄ｜ｎ
ＳＬ＊（ｄ）＝∏

ｄ｜ｎ
Ｓ＊（ｄ）的可解性，并给出了其所有的正整数解．我们的主要

目的是利用初等数论和分析的方法研究函数方程

∏
ｄ｜ｎ
ＳＬ＊（ｄ）＋１＝２ω（ｎ）　　 （１）

的可解性，给出其所有的正整数解［９］．

１　 方程求解

由ＳＬ＊（ｎ）的定义，易知ｎ＝１，２显然不是方程（１）的解．
下面分两种情况进行讨论：
（１）若ｎ＝ｐ≥３为素数，则

ω（ｎ）＝ω（ｐ）＝１，∏
ｄ｜ｎ
ＳＬ＊（ｄ）＋１＝ＳＬ＊（１）·ＳＬ＊（ｐ）＋１＝２，

所以，显然ｎ＝ｐ为素数是方程（１）的解．
（２）若ｎ为合数，那么我们作如下分析：

当ｎ＝２α，α≥１时，易知

ω（ｎ）＝ω（２α）＝１，
而

∏
ｄ｜ｎ
ＳＬ＊（ｄ）＋１＝ＳＬ＊（１）·ＳＬ＊（２）…ＳＬ＊（２α）＋１＝２α＋１，

则２α＋１＝２，即２α ＝１，可得α＝０，这与α≥１矛盾．
所以ｎ＝２α，α≥１不是方程（１）的解．
当ｎ＝２αｐβ 时，α≥１，β≥１，ｐ≥３为素数，此时

ω（ｎ）＝ω（２αｐβ）＝２，

而由ＳＬ＊（ｎ）的定义和性质易得

∏
ｄ｜２αｐβ
ＳＬ＊（ｄ）＋１＝∏

α

ｍ＝０
∏
β

ｎ＝０
ＳＬ＊（２ｍｐｎ）＋１≥２α＋β＋１＞４，

故ｎ＝２αｐβ，α≥１，β≥１，ｐ≥３时，方程（１）无解．
当ｎ＝２αｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ 时，α≥１，αｉ≥１，ｉ＝１，２，…，ｋ，ｋ≥１，ｐｉ≥３为互异的素数．易知
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ω（ｎ）＝ω（２αｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ）＝ｋ＋１，
而

　　　　　 ∏
ｄ｜２αｐα１１ ｐ

α２２ …ｐαｋｋ

ＳＬ＊（ｄ）＋１＝∏
α

ｎ＝０
∏
α１

ｍ１＝０

…∏
αｋ

ｍｋ＝０
ＳＬ＊（２ｎｐｍ１１ｐｍ２２ …ｐｍｋｋ ）＋１≥２

α＋∑
ｋ

ｉ＝１
αｉ ＋１≥

２α＋ｋ·１＋１≥２ｋ＋１＋１＞２ｋ＋１，
所以ｎ＝２αｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ 时，方程（１）也无解．

当ｎ＝ｐα 时，α＞１，ｐ≥３为素数．我们立刻有

ω（ｎ）＝ω（ｐα）＝１，
而有定义知

∏
ｄ｜ｐα
ＳＬ＊（ｄ）＋１＝∑

α

ｍ＝０
ＳＬ＊（ｐｍ）＋１＝１＋１＝２，

所以式（１）成立．
故ｎ＝ｐα 是方程（１）的解．
当ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ 时，αｉ≥１，３≤ｐ１ ＜ｐ２ ＜ … ＜ｐｋ，ｉ＝１，２，…，ｋ，ｋ≥２，由于

ω（ｎ）＝ω（ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ）＝ｋ，

∏
ｄ｜ｐα１１ ｐ

α２２ …ｐαｋｋ

ＳＬ＊（ｄ）＋１＝∏
α１

ｍ１＝０
∏
α２

ｍ２＝０

…∏
αｋ

ｍｋ＝０
ＳＬ＊（ｐｍ１１ｐｍ２２ …ｐｍｋｋ ）＋１＝１＋１＝２，

此时必有２＝２ｋ，即ｋ＝１，这和ｋ≥２矛盾．
所以ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ 时，方程（１）也无解．

２　 结论

综上讨论可知，方程（１）有解当且仅当ｎ＝ｐα，α≥１，ｐ≥３为素数，这样我们就可以给出下面的定理．
定理 　 对于任意的正整数ｎ，函数方程

∏
ｄ｜ｎ
ＳＬ＊（ｄ）＋１＝２ω（ｎ）

有解当且仅当：ｎ＝ｐα，α≥１，ｐ≥３为素数．
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