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摘　要：　研究了Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｔｙｐｅ可乘函数Ｆｍ（ｎ）与Ｇｍ（ｎ）在无ｍ次幂因子数集上的均值分布

性质，利用解析方法及欧拉乘积公式得到了２个渐近公式，从而推广了关于Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｔｙｐｅ可乘

函数的算术性质．
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１　预备知识

一个正整数ｎ叫做无ｍ 次幂因子数，如果它不是２ｍ，３ｍ，５ｍ，７ｍ，…，ｐｍ，… 的积，即它不能被任一素数的

ｍ次幂整除．在自然数集中（除去０和１），去掉２ｍ 的积，去掉３ｍ 的积，去掉５ｍ 的积，去掉所有素数的ｍ次幂

的积，则可以得到无ｍ次幂因子数列．在文献［１］的第３１个问题中，Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ教授要求我们研究这个数

列的性质．关于特殊数列许多学者进行了研究［２－６］，在文献［５］中，将Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｔｙｐｅ可乘函数Ｆｍ（ｎ）和

Ｇｍ（ｎ）定义如下：对任意正整数ｎ，其标准分解式为ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，１≤ｉ≤ｋ，则有

Ｆｍ（ｐαｉｉ ）＝
１，若αｉ ＝ｍｋ

ｐｍｉ，其他
烅
烄

烆 ．
　Ｇｍ（ｐαｉｉ ）＝

１，若αｉ ＝ｍｋ

ｐｉ，其他｛ ．
关于这２个函数，文献［６］给出了２个渐近公式：

∑
∞

ｎ＝１
ｎ∈Ａ

Ｆｋ（ｎ）
ｎｓ ＝ζ

（（ｋ－１）ｓ）
ζ（（ｋ

２－１）ｓ）∏ｐ
１＋

（１－ｐｋ）（ｐ（ｋｓ－ｋ
２ｓ）－１）

ｐ（ｋ－１）ｓ－ｐ（ｋｓ－ｋ
２ｓ（ ）） ，

∑
∞

ｎ＝１
ｎ∈Ａ

Ｇｋ（ｎ）
ｎｓ ＝ζ

（（ｋ－１）ｓ）
ζ（（ｋ

２－１）ｓ）∏ｐ
１＋

（１－ｐ）（ｐ（ｋｓ－ｋ
２ｓ）－１）

ｐ（ｋ－１）ｓ－ｐ（ｋｓ－ｋ
２ｓ（ ）） ．

以下主要利用解析方法研究了Ｆｍ（ｎ）与Ｇｍ（ｎ）在无ｍ次幂因子数集上的均值性质，并给出了２个渐近

公式．
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定理１　 设ｍ≥２，且为正整数，Ａ为无ｍ 次幂因子数集，则有渐近公式

∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ａ

Ｆｍ（ｎ）＝６ζ
（ｍ＋１）ｘｍ＋１

π２ ∏
ｐ

１－ １
ｐｍ＋１＋ｐｍ

－ １
ｐｍ

２

＋ｐｍ
２－（ ）１ ＋Ｏ（ｘｍ＋１２＋ε），

其中ε为任意的正数．
定理２　 设ｍ≥２，且为正整数，Ａ为无ｍ 次幂因子数集，则有渐近公式

∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ａ

Ｇｍ（ｎ）＝ｘ２∏
ｐ

１－ １
ｐ２＋ｐｍ

－ １
ｐ２　ｍ－１＋ｐ２　ｍ－（ ）２ ＋Ｏ（ｘ３

２＋ε）．

２　 定理的证明

首先证明定理１．设

ｆ（ｓ）＝∑
∞

ｎ＝１
ｎ∈Ａ

Ｆｍ（ｎ）
ｎｓ

，Ｒｅ（ｓ）＞ｍ＋１．

由函数Ｆｍ（ｎ）的可乘性，根据Ｅｕｌｅｒ乘积公式［７］，可得

ｆ（ｓ）＝∏
ｐ
１＋Ｆｍ

（ｐ）
ｐｓ

＋Ｆｍ
（ｐ２）
ｐ２ｓ

＋…＋Ｆｍ
（ｐｍ－１）
ｐ（ｍ－１）（ ）ｓ ＝∏

ｐ

１＋ｐ
ｍ

ｐｓ
＋ｐ

ｍ

ｐ２ｓ
＋…＋ ｐｍ

ｐ（ｍ－１）（ ）ｓ ＝
∏
ｐ

１＋ｐ
ｍ

ｐｓ
·１－ｐ

－（ｍ－１）ｓ

１－ｐ－（ ）ｓ ＝ζ（ｓ）∏
ｐ

１－１
ｐｓ
＋ｐ

ｍ

ｐｓ
－ｐ

ｍ

ｐ（ ）ｍｓ ＝

ζ（ｓ）∏
ｐ

１＋ １
ｐｓ－ｍ

－１
ｐｓ
－ １
ｐ（ｓ－１）（ ）ｍ ＝ζ（ｓ）ζ（ｓ－ｍ）ζ（２ｓ－２ｍ）∏ｐ １－ １

ｐｓ＋ｐｍ
－ １
ｐｍ（ｓ－１）＋ｐｓ（ｍ－１（ ）） ，

其中ζ（ｓ）为Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｚｅｔａ函数．

因为｜Ｆｍ（ｎ）｜≤ｎｍ，∑
∞

ｎ＝１

Ｆｍ（ｎ）
ｎｓ ＜ １

σ－ｍ－１
，其中σ＞ｍ＋１是ｓ的实部．根据Ｐｅｒｒｏｎ公式［８］有

　　　∑
ｎ≤ｘ

Ｆｍ（ｎ）
ｎｓ０ ＝ １

２πｉ∫
ｂ＋ｉＴ

ｂ－ｉＴ
ｆ（ｓ＋ｓ０）ｘ

ｓ

ｓｄｓ＋Ｏ
ｘｂＢ（ｂ＋σ０）（ ）Ｔ ＋

Ｏ　ｘ１－σ０Ｈ（２ｘ）ｍｉｎ　１，ｌｏｇ　ｘ（ ）（ ）Ｔ ＋Ｏ　ｘ－σ０Ｈ（Ｎ）ｍｉｎ　１， ｘ‖ｘ（ ）（ ）‖
，

Ｎ 是离ｘ最近的整数，‖ｘ‖ ＝｜ｘ－Ｎ｜．在上式中取ｓ０ ＝０，ｂ＝ｍ＋２，Ｈ（ｘ）＝ｘｍ，Ｂ（σ）＝ １
σ－ｍ－１

，

Ｔ＝ｘ
３
２，则有

∑
ｎ≤ｘ
Ｆｍ（ｎ）＝ １

２πｉ∫
ｍ＋２＋ｉＴ

ｍ＋２－ｉＴ
ζ（ｓ）ζ

（ｓ－ｍ）
ζ（２ｓ－２ｍ）

Ｒ（ｓ）ｘ
ｓ

ｓｄｓ＋Ｏ
（ｘｍ＋

１
２＋ε），

其中Ｒ（ｓ）＝∏
ｐ

１－ １
ｐｓ＋ｐｍ

－ １
ｐｍ（ｓ－１）＋ｐｓ（ｍ－１（ ）） ．

为了估计其主项

１
２πｉ∫

ｍ＋２＋ｉＴ

ｍ＋２－ｉＴ
ζ（ｓ）ζ

（ｓ－ｍ）
ζ（２ｓ－２ｍ）

Ｒ（ｓ）ｘ
ｓ

ｓｄｓ
，

将积分限从ｓ＝ｍ＋２±ｉＴ 移至ｓ＝ｍ＋１２±ｉＴ
，这时函数ζ（ｓ）ζ

（ｓ－ｍ）
ζ（２ｓ－２ｍ）

ｘｓ
ｓＲ
（ｓ）在ｓ＝ｍ＋１处为一级

极点，留数为ζ（ｍ＋１）
１
ζ（２）

ｘｍ＋１　Ｒ（ｍ＋１），即

１
２πｉ∫

ｍ＋２＋ｉＴ

ｍ＋２－ｉＴ
＋∫

ｍ＋１２＋ｉＴ

ｍ＋２＋ｉＴ
＋∫

ｍ＋１２－ｉＴ

ｍ＋１２＋ｉＴ
＋∫

ｍ＋２－ｉＴ

ｍ＋１２－
（ ）

ｉＴ
ζ（ｓ）ζ

（ｓ－ｍ）
ζ（２ｓ－２ｍ）

ｘｓ
ｓＲ
（ｓ）ｄｓ＝ζ（ｍ＋１）

１
ζ（２）

ｘｍ＋１　Ｒ（ｍ＋１）．

注意到

　　 １
２πｉ∫

ｍ＋１２＋ｉＴ

ｍ＋２＋ｉＴ
＋∫

ｍ＋２－ｉＴ

ｍ＋１２－
（ ）

ｉＴ
ζ（ｓ）ζ

（ｓ－ｍ）
ζ（２ｓ－２ｍ）

ｘｓ
ｓＲ
（ｓ）ｄｓ 

　　　　　∫
ｍ＋２

ｍ＋１２

１
２πｉ∫

ｍ＋１２＋ｉＴ

ｍ＋２＋ｉＴ
＋∫

ｍ＋２－ｉＴ

ｍ＋１２－
（ ）

ｉＴ
ζ（ｓ） ζ

（σ－ｍ＋ｉＴ）
ζ（２（σ－ｍ＋ｉＴ））

Ｒ（ｓ）ｘ
ｍ＋２

Ｔ ｄσｘ
ｍ＋２

Ｔ ＝ｘｍ＋
１
２，
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１
２πｉ∫

ｍ＋１２－ｉＴ

ｍ＋１２＋ｉＴ
ζ（ｓ） ζ

（σ－ｍ）
ζ（２（σ－ｍ））

ｘｓ
ｓＲ
（ｓ）ｄｓ ｘｍ＋

１
２＋ε，

因此有

∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ａ

Ｆｍ（ｎ）
ｎｓ ＝６ζ

（ｍ＋１）ｘｍ＋１

π２ ∏
ｐ

１－ １
ｐｍ＋１＋ｐｍ

－ １
ｐｍ

２

＋ｐｍ
２－（ ）１ ＋Ｏ（ｘｍ＋１２＋ε）．

证明定理２．

令ｇ（ｓ）＝∑
∞

ｎ＝１
ｎ∈Ａ

Ｇｍ（ｎ）
ｎｓ

，由函数Ｇｍ（ｎ）的定义及Ｅｕｌｅｒ乘积公式有

　ｇ（ｓ）＝∏
ｐ
１＋Ｇｍ

（ｐ）
ｐｓ

＋Ｇｍ
（ｐ２）
ｐ２ｓ

＋…＋Ｇｍ
（ｐｍ－１）
ｐ（ｍ－１）（ ）ｓ ＝∏

ｐ

１＋ｐ
ｐｓ
＋ ｐ
ｐ２ｓ
＋…＋ ｐ

ｐ（ｍ－１）（ ）ｓ ＝
∏
ｐ
１＋ｐ １

ｐｓ
＋ １
ｐ２ｓ
＋…＋ １

ｐ（ｍ－１）（ ）（ ）ｓ ＝ζ（ｓ）∏
ｐ

１－１
ｐｓ
＋ １
ｐｓ－１

－ １
ｐｍｓ－（ ）１ ．

根据Ｐｅｒｒｏｎ公式，利用证明定理１的方法可以得到定理２的结论．
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