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关于Smarandache-Type可乘函数的方程
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摘要：研究了一类包含Smarandache-Type可乘函数Fk(n)与Gk(n)的无穷级数及其算
术性质, 并利用初等方法及欧拉积公式得到了该级数的两个有趣的恒等式,从而推广了关
于Smarandache-Type可乘函数的算术性质.
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1 引引引言言言

在文[1]中, Smarandache-Type 可乘函数Fk(n) 和Gk(n) 定义如下: 对于任意固定的正整
数n,其标准分解式为n = pα1

1 · · · pαi
i · · · pαr

r , (1 ≤ i ≤ k) 我们有

Fk(p
αi
i ) =

{
1, 如果αi = kr

pk
i , 其他

以及 Gk(p
αi
i ) =

{
1, 如果αi = kr

pi, 其他

显然Fk(n) 和Gk(n) 都是可乘函数. 另外,对于任意固定的正整数k和n, Smarandache ceil
函数Sk(n) 是指

Sk(n) = min{m ∈ N : n | mk}
关于这个函数, 许多人研究了它的均值性质[2-3,6], 如文[2]作者研究了Smarandache ceil 函数的
算术性质,并得到了下面的关系式

(∀a, b ∈ N) (a, b) = 1 ⇒ Sk(a · b) = Sk(a) · Sk(b)

以及Sk(pα) = pd
α
k
e, 此处p为素数, dxe表示大于x的最小整数.事实上, Sk(n) 是一个可乘函数.因

此,如果n = pα1
1 · · · pαr

r 是n的素因子分解式, 我们就可以得到

Sk(n) = Sk(pα1
1 · · · pαr

r ) = p
dα1

k
e

1 · · · pd
αr
k
e

r

此外，对于任意的正整数n, Smarandache k次幂剩余ak(n) 是指满足nak(n)为一个完全k次幂的
最小正整数. 即

ak(n) = min{l | n · l = mk, l ≥ 0,m ∈ N+}
从ak(n)的定义中, 我们发现ak(n)仍是一个可乘函数. 设A 表示满足方程Sk(n) = ak(n)的所
有正整数n的集合. 即A = {n ∈ N, Sk(n) = ak(n)}. 目前, 有许多关于Smarandache ceil函
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数以及Smarandache k次幂剩余函数的均值性质[5], 但对于Smarandache-Type可乘函数的研
究比较少见. 本文的主要目的是利用初等方法及欧拉积公式研究了无穷级数

∑∞
n=1,n∈A

Fk(n)
ns

和
∑∞

n=1,n∈A
Gk(n)

ns 的算术性质, 并且得到了两个有趣的恒等式.
具体地说,也就是证明下面的两个结论:
定定定理理理 1 设k 是一个大于等于2的正整数. 则对于任意的实数s > 1, 有

∞∑

n=1
n∈A

Fk(n)
ns

=
ζ ((k − 1)s)
ζ ((k2 − 1)s)

∏
p

(
1 +

(1− pk)(p(ks−k2s) − 1)
p(k−1)s − p(ks−k2s)

)

其中ζ(s)表示Riemann-zeta函数.
定定定理理理 2 设k 是一个大于等于2的正整数. 则对于任意的实数s > 1, 有

∞∑

n=1
n∈A

Gk(n)
ns

=
ζ ((k − 1)s)
ζ ((k2 − 1)s)

∏
p

(
1 +

(1− p)(p(ks−k2s) − 1)
p(k−1)s − p(ks−k2s)

)

其中ζ(s) 表示Riemann-zeta函数.

2 定定定理理理的的的证证证明明明

我们直接给出定理的证明. 首先, 定义算术函数B(n)为

B(n) =

{
1, 如果n ∈ A

0, 其他

设n = pα1
1 · · · pαr

r 为n的标准分解式.由于Sk(n) 和ak(n) 都是可乘函数, 因此对于函数方
程Sk(n) = ak(n)成立所满足的正整数n, 只需要讨论当n = pi时的情况.
如果i = lk + n, (l ≥ 0, 0 ≤ n < k), 很容易得到

Sk(pi) = pd
i
k
e =

{
pl, 如果n = 0
pl+1, 如果0 < n < k

及 ak(pi) =

{
1, 如果n = 0
pk−n, 如果0 < n < k

因此要使得方程Sk(pi) = ak(pi)成立,当且仅当l+1 = k−n. 即n = k− l−1,也就是i = lk+n =
lk + k− l− 1 = (k− 1)(l + 1). 从而, pi = p(k−1)(l+1), 其中0 ≤ l ≤ k− 1. 因此, 令Re(s) > 1, 利
用欧拉积公式[4] 以及Fk(n)的可乘性质, 得到

∞∑

n=1
n∈A

Fk(n)
ns

=
∞∑

n=1

Fk(n)B(n)
ns

=
∏
p

(
1 +

Fk(p)B(p)
ps

+
Fk(p2)B(p2)

p2s
+ · · ·+ Fk(pk)B(pk)

pks
+ · · ·

)

=
∏
p

(
1 +

k−1∑

l=0

Fk(p(k−1)(l+1))B(p(k−1)(l+1))
p(k−1)(l+1)s

)

=
∏
p

(
1 +

k−1∑

l=0

pk

p(k−1)(l+1)s

)
=

∏
p

(
1 + pk 1− pk(1−k)s

p(k−1)s − 1

)

=
ζ ((k − 1)s)
ζ ((k2 − 1)s)

∏
p

(
1 +

(1− pk)(p(ks−k2s) − 1)
p(k−1)s − p(ks−k2s)

)
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利用同样的方法, 也可以得到

∞∑

n=1
n∈A

Gk(n)
ns

=
∞∑

n=1

Gk(n)B(n)
ns

=
∏
p

(
1 +

Gk(p)B(p)
ps

+
Gk(p2)B(p2)

p2s
+ · · ·+ Gk(pk)B(pk)

pks
+ · · ·

)

=
∏
p

(
1 +

k−1∑

l=0

Gk(p(k−1)(l+1))B(p(k−1)(l+1))
p(k−1)(l+1)s

)

=
∏
p

(
1 +

k−1∑

l=0

p

p(k−1)(l+1)s

)
=

∏
p

(
1 + p

1− pk(1−k)s

p(k−1)s − 1

)

=
ζ ((k − 1)s)
ζ ((k2 − 1)s)

∏
p

(
1 +

(1− p)(p(ks−k2s) − 1)
p(k−1)s − p(ks−k2s)

)

于是完成了定理的证明.
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Abstract: The main purpose of this paper is using the elementary method and Euler product formula to

study the properties of the infinity series involving the Smarandache-Type function, and obtain its two interesting

identities. This generalized the properties of Smarandache-Type function.
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