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摘 要
:

对任意正整数 。
,

著名的 Sm ar a n d ac he 二重阶乘函数 S D F ( )n 定义为最小的

正整数 m 使得 m ” 能够被 n 整除
,

其中二重阶乘函数 。 ” = 1
·

3
·

.5 二 m
,

如果 。

是奇数 ; 。 ” = .2 .4 .6 二 。
,

如果 。 是偶数
.

本文的主要目的是利用初等方法研究函

数 S D F ()n 的值分布性质
,

并给出一个有趣的均值公式
.

关 键 词
:

S m ar an d a e il e
二重阶乘函数 ; 值分布性质 ; 均值 ; 渐近公式

中图分类号
:

0 1 5 6
.

4 文献标识码
:

A 文章编号
:

10 0& 5 5 1 3 ( 2 0 0 8 )0各 0 4 7各 0 4

1 引言及结论

对任意正整数 n ,

著名的 S m ar an d a c h e 二重阶乘函数 S D F ()n 定义为最小的正整数 。 使

得 。 ” 能够被 。 整除
,

其中二重阶乘函数

3
·

5

4
·

6

…
夕刀

…
7几

如果 。 是奇数

如果 。 是偶数

,孟q自r少1.、

一一饥

例如
,

S D f( n) 的前几个值分别是

S D F ( 1 ) = 1
,

S D F (2 ) = 2
,

S D F (3 ) == 3
,

S D F (4 ) = 4
,

S D F (5 ) = 5
,

S D F ( 6 ) = 6

S D F (7 ) = 7
,

S D F (8 ) = 4
,

S D F (9 ) = 9
,

S D F ( 10 ) = 1 0
,

S D F ( 1 1 ) = 1 1
,

S D F ( 1 2 ) = 6

在文 {1
一

21中
,

Sm ar an ed aC il e
教授建议我们研究函数 S D F (n) 的性质

.

关于这一问题
,

一些作

者进行了研究
,

获得了不少有趣的结果
.

例如文 s[] 中
,

证明了对任意实数 x > 1 及给定的正整

数 k
,

我们有渐近公式

艺 (S D F (
。
) 一 p (。 ) )’ -

n <工

广了, 、 _ 3 k 。
_

、 3 2 , 3 、

生立竺乙二一 丰 、 , 竺上二 丰 门 r一二— 、2 4 in x
’

不喇 In ` x
’

一 、 ih 七+ 1二 /
t二二 浴

其中 尸 (n) 表示正整数
n 的最大素因子

,

所有 q “ 二 1
,

2
,

…
,

k) 是可计算的常数
.

其它与 S m

~
d aC h e 二重阶乘函数有关的内容见文 阵司

.

例如
,

文 [’] 研究了 Sm ar an
-

d鱿he 函数 s( n) 的值分布问题
,

证明了下面的结论
:

设 尸 (n) 表示 。 的最大素因子
,

那么对任

意实数 x > 1
,

我们有渐近公式

艺 ( S (。 ) 一 p (n ) ) 2 -

几 <工

2` (昌)
z

3 In x

邑
、 门
子三、

一 ! 一_ 2 _ I

\
工LL 工 /
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其中心(
。

)表示 肤 mn a
nz et a-函数

.

本文的主要 目的是利用初等方法将文 [’ ]中的结论推广到 Smr a an d ach e二重阶乘函

数 SDF ( n )上
,

即就是给出 S D F (司 的一个均值分布定理
.

具体地说也就是证明下面的
:

定理 对任意实数 x > 1
,

我们有渐近公式

艺 (
s D F `n , -

几 < 2

3 + (一飞
“ _ 八 2 5

-
一

丁-一尸 ()n少
一 百

其中 尸 ()n 表示 n 的最大素因子
,

以
。
) 表示 形 e m an n

/ 0 、 _

旦 / 昼 、
广了2 、

.

兰二 、 门 l 兰生 }
’

、 2 / ǹ x
’

一

、`
n Z x

/

z et -a 函数
.

2 几个引理

在给出必要的引理之前
,

我们先将区间【1
,

司分成下列三个子集 A
,

B 和 C 如 下

A 二 { n : 1 兰 n
三

x
,

尸 (n ) >

而
}

刀一 {。
: l 兰 。 三 二

, 。
合

< 尸 (。 ) 三而 }

e 一 {。
:

一 三
。 兰 二

,

尸 (n ) ` 。 合 }

其中尸(n) 表示 n
的 最 大 素 因 子

.

现 在 我 们 将 定 理 的 证 明 分 为
下

面 几 个 简 单 引 理

:

引 理
1 对 任 意 正 整 数

n > 2
,

我 们 有 恒 等 式

i() 如果
2尸 (。 )

·

(11) 如果

n 〔 A 且 2 卞
。 ,

那 么
s D F (n ) = p ( n )

;
如 果

n 任 A 且 2 ! 。
,

那 么 S D F (n ) =

S D F ( n ) =

( 111) 如果

n 二
呷

i p (
。 ) 且 。 〔 B

,

则 当
Z t 。 时 有 S D F (n )

ZP (n )
.

。 = 二 p Z
(
。 ) 且 n 任 B

,

则 当
2 t n

时 有 s D r (n )

= p ( n )
;

当 2 I n
时

= 3p (n ) : 当 2 } n
时

S刀尸 ( n ) = 4 p (。 )
·

证
明

由
Sm ar a n d a hc

e
二 重 阶 乘 函 数 S D F ()n 的定义及性质容易推出这些结论

.

引
理

2 对 任 意 实 数
x
全 3

,

我 们 有 估 计 式

有有

互 (
“ D F (· , - 3+ (一1 )

几

2

、 2

p (几,)
<< X“ n X

尸 (。 )̀ 。 寿

证 明 设
。 = p r
` p
护 … 片

,

表 示

n
的 标 准 素 幂 分 解

,

那 么 当

。
为 奇 数 时 我 们 有

S D F (。 ) = m ax { S D F (p 罗
`

) } 丛
1 <葱< r

- 搜 怒
{ (Z a ` 一 1 )从}

而当 n
为 偶 数 时 有

S D F (
。
) = 1118 X

1 <云< r
{ S D F (2P 梦
`

) } 三要怂 { 2“ `p ` }
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设 叩
一
摺 瑟 { 2仇

衅
则 显 然 有 “ ` i h n.所 以 S D F (n) 《 川 ” n.于是 我们有

艺 (
s D F` n, -

n <忿

3 + (一1 )
n

2 艺
p ,

(
n ) ih Z x

几 <工

<<

n`
、、

!
声/

几尸

尸 (。 )三。 蚕

《
艺 声

in , 二 《
艺 声 艺

1n , 二 -

尸(。 )三。 告
,

尸
2
(。 ) l。

O

(
X
音
`n X

)叩2
兰
工

1

p丛
劣 ,

p ` 二蚤
” `
奔

于 是 证 明 了 引 理 2
.

引
理

3 设 p 表 示 素 数
,

。 是 一 个 正 整 数 且 。 丛 舫
.

那
么

我 们 有

艺

声

-

。 ` , `
了 畜

ZX
晋

? 、 门
厂

X
, 、

。
_ 婆

1 1 _ _ 1 _ _
、 ’
一 t _ 璧自 _ 2 洲佗 r 、 ,

。 , r。 `
又

1 11
二 一

11 1 ` , ` ) \ 了“
`

气

l l l
V 石 ) /

证 明 这 个 渐 近 公 式 可 由 A b el’ , 求 和 公 式 及 素 数 定 理 推 出

.

有 关 内 容 可 参 阅 文
降

9 ]

3 定 理 的证 明

本节我们利用前面三个简单引理来完成定理的证明
.

首 先 由 引 理

1
,

引 理
2 以及 集 合 A

,

B

及 C 的定义我们有

、

l
/、、.矛/

(n(n尸尸艺 (
s D F ( n , -

几 <留

3 + (一1)
n

2

+

2、

l
/

、、 . J
口

几尸

艺

+
艺

3 + (一1 )
n

2
“ ` 书
几任八

“
空
几 任 廿

(
S D F (· , -

、、 .了、 .J户

n几
了占几、浮了.、
尸尸

艺

“ ` 三
牡乞 U

(
S D F (· 卜
吐
岁

竺

(
, D F (· ,一

兴
里

(
, D F`· ,一

华 黔

)
’

)
2 + o

(
· “ `二 ) ( 1 )艺蕊一一

注意到当 n
合

< 尸 (n )三而 时
,

存 在 以 下 三 种 情 况

:

(
a

)
。 = 。

·

p Z
(
n ) 且 。 < p (
。 )

;

(b )
。 一 。

·

, ,
·

尸 (n )且 。 < 。 丢 < , , < 尸 ( n )
, , ,

为 素 数
;

(
e

) n = 二
·

尸 (n ) 且尸(。 ) ` n 告
.

当

。
属 于 情 形 (b )和 c( ) 时

,

显 然
s D F ()n 一到音坐 尸( )n 一 0

.

当

。
属 于 情 形 (a ) 时

,

由
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引 理 1 的 (111) 式我们有

艺
3 + (一 l)

几

2
几

J

I
、

FDS

/

l
、

” ` 三
几妞万

\ 2

p ( n) )
一 艺 (Zp (“ ) )

2

几 <工

。
去

< P() n`
而

艺
(Zp (。 ) ) , 一 4

艺 (2 )

m p Z
三
工 l

m <工丁

艺

, ,

m Z < p Z丛 最

(二
,
)去印 ` 训 不 声

结 合 ( l)
,

(2 ) 及引理 3 我 们 有

轰 (
“ D F `· , - 3 + (一1)

几

2

· (· )

)
’ 一

;
·

;

(; )
·

橇

二 (洗)
其中̀(
。
)表示 iR

e m~ ez t二 函 数
.

于
是 完 成

了
定

理
的 证 明

.
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