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关于 Smarandache 六角形数补数的下部及上部数列
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摘要: 设 n是正整数，u6 ( n) 表示不大于 n的最大六角形数部分数列，v6 ( n) 表示不小于 n的最小六角形数部分数

列，a( n) 和 b( n) 分别是 u6 ( n) 和 v6 ( n) 的补数，研究了下部序列补数 a( n) 及上部序列补数 b( n) 的算术平均值

及几何平均值性质，并给出了几个有趣的均值及公式．
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Abstract: Let n be a positive integer，u6 ( n) be the largest hexagon number less than or equal to n and v6 ( n) be
the smallest hexagon number less than n，a ( n ) and b ( n ) are complement numbers of u6 ( n ) and v6 ( n )

respectively． The arithmetic and the geometric mean value properties of the superior part sequence a( n) and the
inferior part sequence b( n) are studied，and several interesting asymptotic formula for them are given．
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图 1 六边形数的几何形状
Fig． 1 Geometry of hexagon numbers

1 引言与结论

对任意给定的正整数m，我们称自然数 S( m，6) =
m( 2m － 1) ( m = 1，2，…) 为六边形数，因为这些数

S( m，6) 都可以形象的用如图 1 所示六边形图形表示．
因此，六边形数给出了自然数与几何图形的一种内在

联系，自然数 m( 2m － 1) 给出了六边形数的具体表示

形式． 图 1 充分表现了六边形数的几何形状．



1． 1 整数 n 的六角( 边) 形数上、下部分数列及其补数数列及结论

设

u6 ( n) = max{ m( 2m － 1) : n≥ m( 2m － 1) ，m∈ 瓔 * } ，

v6 ( n) = min{ m( 2m － 1) : n≤ m( 2m － 1) ，m∈ 瓔 * } ．
即用 u6 ( n) 表示不大于 n 的最大的六角形数部分，亦称为下部六角形数部分数列; 用 v6 ( n) 表示不小于 n
的最小的六角形数部分，亦称为上部六角形数部分数列． 例如，当六角形数为 1，6，15，28，45，66，91，…，

n( 2n － 1) ，…时

u3 ( 1) = 1，u6 ( 2) = 1，u6 ( 3) = 1，u6 ( 4) = 1，u6 ( 5) = 1，u6 ( 6) = 6，u6 ( 7) = 6，u6 ( 8) = 6，

u6 ( 9) = 6，u6 ( 10) = 6，u6 ( 11) = 6，u6 ( 12) = 6，u6 ( 13) = 6，u6 ( 14) = 6，u6 ( 15) = 15，…，

v6 ( 1) = 1，v6 ( 2) = 6，v6 ( 3) = 6，v6 ( 4) = 6，v6 ( 5) = 6，v6 ( 6) = 6，v6 ( 7) = 15，v6 ( 8) = 15，

v6 ( 9) = 15，v6 ( 10) = 15，v6 ( 11) = 15，v6 ( 12) = 15，v6 ( 13) = 15，v6 ( 15) = 15，…，

并给出结果 m = 2槡 n
2 + O( 1) ( 见文献［1］) ．

称复合函数 a( n) = n － u6 ( n) 为下部六角形数部分数列的补数，复合函数 b( n) = n － v6 ( n) 为上部

六角形数部分数列的补数，即 a( n) ，b( n) 是最大的非负整数，使得 n － a( n) ，n － b( n) 为一形如 m( 2m － 1)

的六角形数． 在文献［2］中，数论专家 F． Smarandach 教授希望研究数列 a( n) 和 b( n) 的性质． 有关六角形

数部分数列的各种性质和有关背景参阅文献［1，3-7］．
1． 2 六角( 边) 形数的新数论函数

令

S6 ( m) = ［a( 1) + a( 2) + a( 3) + … + a( m) ］/m = 1
m∑

m

i = 1
a( i) ，

I6 ( m) = ［b( 1) + b( 2) + b( 3) + … + b( m) ］/m = 1
m∑

m

i = 1
b( i) ，

K6 ( m) = m a( 1) + a( 2) + a( 3) + … + a( m槡 ) = ∑
m

i = 1
a( i)

1
m

，

L6 ( m) = m b( 1) + b( 2) + b( 3) + … + b( m槡 ) = ∑
m

i = 1
b( i)

1
m
．

关于新数论函数 S6 ( m) ，I6 ( m) ，K6 ( m) ，L6 ( m) ，我们还没有看到任何有关研究结果． 本文利用文献

［7］的思想及初等方法研究了这两个数列的均值性质，并给出了两个有趣的渐近公式，同时研究了下列极

限的敛散性:

S6 ( m)
I6 ( m)

，
K6 ( m)
L6 ( m)

，S6 ( m) － I6 ( m) ，K6 ( m) － L6 ( m) ，

即结果:

定理 1 对一任意正整数 n，有渐近式及极限式

S6 ( n)
I6 ( n)

= 1 + O n－ 1
2 ， lim

n→+∞

S6 ( n)
I6 ( n)

= 1．

定理 2 对一任意正整数 n，有渐近式及极限式

K6 ( n)
L6 ( n)

= 1 + O n－ 1
2n ， lim

n→+∞

K6 ( n)
L6 ( n)

= 1， lim
n→+∞

( K6 ( n) － L6 ( n) ) = 0．

定理 3 对一任意正整数 n，有渐近式及极限式

S6 ( n) － I6 ( n) = 4 +槡2n
－ 1
2 + O( 1) ，

lim
n→+∞

( I6 ( n) － S6 ( n) ) = 4， lim
n→+∞

( I6 ( n) － S6 ( n) )
1
n = 1．
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2 引 理

为了完成定理的证明需要以下引理:

引理 1 对于任何实数 n ＞ 1，设 S( m，6) = m( 2m － 1) ，则有渐近公式

m = 2槡 n
2 + O( 1) ．

证明见文献［1］．
引理 2 对于任意实数 x ＞ 1，有下面的渐近公式

∑
n≤x

a( n) = 槡2 2
3 x

3
2 + O( x) ，∑

n≤x
b( n) = 槡2 2

3 x
3
2 + O( x) ．

证明见文献［3］．

3 定理证明

定理 1 及定理 2 的证明:

在引理 2 中取 x = m，则

S6 ( n) = 1
n∑

n

i = 1
a( i) = 槡2 2

3 n
1
2 + O( 1) ，

I6 ( n) = 1
n∑

m

i = 1
b( i) = 槡2 2

3 n
1
2 + O( 1) ，

立刻得到

S6 ( n)
I6 ( n)

=
槡2 2
3 n

1
2 + O( 1)

槡2 2
3 n

1
2 + O( 1)

= 1 + O n－ 1
2 ，

K6 ( n)
L6 ( n)

=
槡2 2
3 n

1
2 + O( 1)

1
n

槡2 2
3 n

1
2 + O( 1)

1
n
= 1 + O n－ 1

2n ，

因此有 lim
n→+∞

S6 ( n)
I6 ( n)

= 1， lim
n→+∞

K6 ( n)
L6 ( n)

= 1． 此外，注意到 lim
n→+∞

K6 ( n) = 1，lim
n→+∞

L6 ( n) = 1，因此

lim
n→+∞

( K6 ( n) － L6 ( n) ) = 0．

证毕．
定理 3 的证明:

对于任何实数 x ＞ 1，令 M 是最大的正整数，且 M( 2M － 1) ≤ x ＜ ( M + 1) ( 2M + 1) ，注意到如果 n 取

遍区间［m( 2m － 1) ，( m + 1) ( 2m + 1) ］，则 a( n) 取遍区间［0，4m］，结合引理1 及文献［8］中 Abel 求和公

式，有

∑
n≤x

a( n) = ∑
M－1

t = 1
∑

S( t，6) ≤n ＜ S( t +1，6)

a( n) + ∑
S( M，r) ≤n ＜ x

a( n) =

∑
M－1

t = 1
( 0 + 1 + 2 + … + 4t) + ( ( S( M，6) + 1) + … + 4M) =

∑
M－1

t = 1
2( 1 + 4t) t + O( M2 ) =

4
3 M( M － 1) ( 2M － 1) + M( M － 1) + O( M2 ) ，
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∑
n≤x

b( n) = ∑
M－1

t = 1
∑

S( t，6) ＜ n≤S( t +1，6)

a( n) + ∑
S( M，6) ≤n ＜ x

a( n) =

∑
M－1

t = 1
( 1 + 2 + … + 4( t + 1) ) + ( ( S( M，6) + 1) + … + 4M) =

∑
M－1

t = 1
2( 1 + 4( t + 1) ) ( t + 1) + O( M2 ) =

4
3 M( M + 1) ( 2M + 1) + M( M + 1) + O( M2 ) ，

I6 ( n) － S6 ( n) = 1
n ∑n≤x

b( n) －∑
n≤x

a( n) =

1
n

4
3 M( M + 1) ( 2M + 1) + M( M + 1) + O( M2 ) －

1
n

4
3 M( M － 1) ( 2M － 1) + M( M － 1) + O( M2 ) =

8
n M2 + M

n + O( 1) ，

又由引理 1 知 m = 2槡 n
2 + O( 1) = 2槡 x

2 + O( 1) ，可得

I6 ( n) － S6 ( n) = 4 +槡2n
－ 1
2 + O( 1) ，

立刻得到: lim
n→+∞

( I6 ( n) － S6 ( n) ) = 4，lim
n→+∞

( I6 ( n) － S6 ( n) )
1
n = 1． 证毕．
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