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关于Smarandache函数S（n）在简单数
序列上的均值研究

白甲志， 黄 炜

（宝鸡职业技术学院 基础部，陕西宝鸡 721013）
摘 要：利用初等方法研究了Smarandache函数S（n）在简单数序列上的均值性质，并得到了两个有趣的渐进公式 .
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On the Mean Value Properties of the Sequence of Simple Numbers for the
Smarandache Function S（n）

BAI Jiazhi， HUANG Wei
（Basic Department Baoji Vocational and Technical College，Baoji 721013，Shaanxi China）

Abstract： In this paper，we use the elementary method to study the mean value properties of the sequence of
simple numbers，and several asymptotic formulas are given.
Key words：Smarandache function S（n）；simple numbers；mean value；asymptotic formula
1 引言及结论

对于任意的正整数 n，著名的Smarandache函数 S(n)定义为［1-6］最小的正整数 m，即：

S(n) = min {m: n|m !,m ∈N}，该数列的前几项为：

1,2,3,4,5,3,7,4,6,5,11,4,13,7,5,6,17,6,19,5,7,⋯ .

从 S(n)的定义和性质，很容易推断，对于任意正整数 n，若它的标准素因数分解式是 n = pα1
1 p

α2
2 ⋯p

αk

k ，则有

S(n) = max1≤ i≤ k
{S(pαi

i )} . 关于这一问题，不少文献［1-20］作过一些研究，得到了很好的结果，例如：文献［2］研究了

Smarandache函数的值分布性质，获得了更深刻的结果：设 P(n)表示 n最大素因数，对于任意整数 x > 1，我们

有渐进公式：

∑
n≤ x

( )S(n) -P(n) 2 =2ζ( 32 )x
32

3 ln x +O( x
32

ln2x
) .

文献［3］研究了函数 Sk( )n 和
Sk( )n
n

的均值，并得到几个有趣的渐近公式，

∑
n≤ x

Sk( )n = ζ( )k + 1
k + 1 ∙xk + 1

ln x +Oæ
è
ç

ö
ø
÷

xk + 1

ln2x
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及

∑
n≤ x

Sk( )n
n

=2ζ( )k + 1
k + 1 ∙ xkln x +Oæ

è
ç

ö
ø
÷

xk

ln2x
.

其中：ζ（n）为Riemann Zeta-函数 .
对任意的正整数 n，Smarandache简单数集 A定义为［9-16］：n的真因子的乘积不超过 n，就称 n为简单数 .

即 A=｛2，3，4，5，6，7，8，9，10，11，13，14，15，17，19，21，…｝. 用 qd( )n 表示小于 n的真因子积，即 qd( )n =
∏
d|n,d < n

d，如 qd( )2 = 1,qd( )3 = 1，qd( )4 = 2，qd( )5 = 1，qd( )6 = 6，qd( )p = 1，… .

在文献［1］中，罗马尼亚数论专家F. Smarandache教授在第 26 个问题中提出了研究简单数序列的性质，

关于这一问题，文献［9-16］中作过一些研究，得到了部分结果 . 本文在前人关于算术函数的均值问题的研

究成果的基础上，主要利用初等的方法研究Smarandache 函数S（n）在简单数序列上的均值性质 . 并得到两

个有趣的渐进公式，即就是我们将证明以下结论 .
定理1 对于任意整数 x≥2，有下面的渐进公式

∑
n≤ x,n ∈ A

Sk( )n = Bxk + 1

( )k + 1 ln x +∑
i = 2

k Ci∙xk + 1

lni x
+O( xk + 1

lnk + 1x
),

其中：B,Ci(i = 2,3,⋯,k)是可计算常数 .
定理2 对于任意整数 x≥2 ，有下面的渐进公式

∑
n≤ x,n ∈ A

1
S( )n

=D ln ln x + E x ln ln x
ln x +Oæ

è
çç

ö

ø
÷÷

x
ln x ,

其中：D，E是可计算常数 .
为了完成定理的证明，我们需要下面几个简单的引理：

引理1［6］ 1）对于任何正整数 αi ，则

S(pαi

i ) <αi pi,
当 αi < pi ，我们有 S(pαi

i ) =αi pi ，这里 pi 是素数 .
2）对于任意正整数n，若它的标准素因数分解式是 n = pα1

1 p
α2
2 ⋯p

αk

k ，则有 S(n) = max1≤ i≤ k
{S(pαi

i )} .
3）设 P(n)是n的最大素因子，如果 P > n ，则我们有：S(n) =P(n)，特别是对于任意的素数p，有 S(pαi) = p .
引理2［12］ 设 x ∈ A，则 n = p,n = p2,n = p3,或 n = pq 4种不同的情形，其中 p,q是不同的素数 .
引理3 设实数 x≥3，p,q是不同的素数，我们有

∑
p≤ x

pk = 1
k + 1 x

k + 1
ln x + 1

( )k + 1 2
xk + 1

ln2x
+Oæ

è
ç

ö
ø
÷

xk + 1

ln3x
.

当k=1可得：

∑
p≤ x

p =12 x2ln x + 14 x2

ln2x
+O( x2

ln3x
)；

当k=0可得：

∑
p≤ n

1= xln x + x
ln2x

+Oæ
è
ç

ö
ø
÷

x
ln3x

.

证明 由引理3 π(x) = xln x + x
ln2x

+O( x
ln3x

)，再由Abel求和公式，我们有：

∑
p≤ x

pk = xk∙π(x) - ∫1xπ(y)kyk - 1dy =
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xk + 1
ln x + xk + 1

ln2x
+Oæ

è
ç

ö
ø
÷

xk + 1

ln3x
- k∫2x yk

ln y dy - k∫2x yk

ln2y
dy +Oæ

è
çç

ö

ø
÷÷∫2x yk

ln3y
dy =

xk + 1
ln x + xk + 1

ln2x
+Oæ

è
ç

ö
ø
÷

xk + 1

ln3x
- k
k + 1 x

k + 1
ln x - k

k + 1 xk + 1

ln2x
+Oæ

è
çç

ö

ø
÷÷∫2x yk

ln3y
dy =

1
k + 1 x

k + 1
ln x + 1

( )k + 1 2
xk + 1

ln2x
+Oæ

è
ç

ö
ø
÷

xk + 1

ln3x
.

引理4［4］ 设实数 x≥3，p,q是不同的素数，我们有

∑
pq≤ x

pq = x2ln x ln ln x + A0
x2ln x + A0

x2

2 ln2x
ln ln x +Oæ

è
ç

ö
ø
÷

x2

ln2x
.

引理 5 设实数 x≥3，p,q是不同的素数，我们有

∑
pq≤ x

p < q

qk = B1
k + 1 x

k + 1
ln x + B2

( )k + 1 2
xk + 1

ln2x
+Oæ

è
ç

ö
ø
÷

xk + 1

ln3x
.

当k=1可得：

∑
pq≤ x

p < q

q =C1
x2ln x +C2

x2

ln2x
+O( x2

ln3x
) .

证明 当 x < 1时，由麦克劳林幂级数我们有： 11 - x = 1 + x + x2 + x3 +⋯+ xm +⋯及引理5

∑
pq≤ x

qk =2∑
p≤ x

æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷∑

q≤ x
p

qk -∑
p≤ q

qk = 2∑
p≤ x

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

1
k + 1

æ
è
ç

ö
ø
÷

x
p

k + 1

ln x
p

+ 1
( )k + 1 2

æ
è
ç

ö
ø
÷

x
p

k + 1

ln2 x
p

+O
æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷æ
è
ç

ö
ø
÷

x
p

k + 1

ln3 x
p

-

ü
ý
þ

ï

ï

1
k + 1

pk + 1

ln p - 1
( )k + 1 2

pk + 1

ln2 p
-Oæ

è
çç

ö

ø
÷÷

pk + 1

ln3 p
= 2 1

k + 1 x
k + 1
ln x ∑

p≤ x

1
pk + 1 ln x

p

+

2 1
( )k + 1 2

xk + 1
ln x ∑

p≤ x

1
pk + 1 ln x

p

+O
æ

è

ç

ç
çç

ö

ø

÷

÷
÷÷∑

p≤ x

xk + 1

pk + 1 ln3 x
p

- 2 1
k + 1∑

p≤ x

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

pk + 1

ln p + 1
k + 1

pk + 1

ln2 p
+Oæ

è
çç

ö

ø
÷÷

pk + 1

ln3 p
=

2 1
k + 1 x

k + 1
ln x ∑

p≤ x

1
pk + 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷1 + ln p

ln x + ln2 p
ln2x

+⋯+ ln2 p
ln2x

+⋯ +

2 1
( )k + 1 2

xk + 1
ln x ∑

p≤ x

1
pk + 1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷1 + 2 ln pln x + 3ln2 p

ln2x
+⋯+m ln2 p

ln2x
+⋯ +O

æ

è

ç

ç
çç

ö

ø

÷

÷
÷÷∑

p≤ x

xk + 1

pk + 1 ln3 x
p

-

2 1
k + 1∑

p≤ x

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

pk + 1

ln p + 1
k + 1

pk + 1

ln2 p
+Oæ

è
çç

ö

ø
÷÷

pk + 1

ln3 p
= 2 1

k + 1 x
k + 1
ln x ∑

p≤ x

1
pk + 1 +

2 xk + 1

ln2x

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1
k + 1∑

p≤ x

ln p
pk + 1 + 1

( )k + 1 2 ∑
p≤ x

l
pk + 1 +O

æ

è

ç

ç
çç

ö

ø

÷

÷
÷÷∑

p≤ x

xk + 1

pk + 1 ln3 x
p

-
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2 1
k + 1∑

p≤ x

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

pk + 1

ln p + 1
k + 1

pk + 1

ln2 p
+Oæ

è
çç

ö

ø
÷÷

pk + 1

ln3 p
= B1
k + 1 x

k + 1
ln x + B2

( )k + 1 2
xk + 1

ln2x
+Oæ

è
ç

ö
ø
÷

xk + 1

ln3x
.

2 定理的证明

定理1的证明 .
根据函数S（n）的定义及其引理2和3可得［15-21］

∑
n≤ x
x ∈ A

Sk( )n =∑
p≤ x

Sk( )p +∑
p2 ≤ x

Sk( )p2 +∑
p3 ≤ x

Sk( )p3 +∑
pq≤ x

p < q

Sk( )pq

∑
p≤ x

pk +∑
p≤ x

p2k + ∑
2< p≤ x3

p3k +∑
p≤ x

∑
p < q≤ x

p

qk .

由引理4可得

∑
p≤ x

pk = 1
k + 1 x

k + 1
ln x + 1

( )k + 1 2
xk + 1

ln2x
+Oæ

è
ç

ö
ø
÷

xk + 1

ln3x
， （1）

∑
p≤ x

p2k = 22k + 1 x
2k + 12
ln x + 22

( )2k + 1 2
x
2k + 12

ln2x
+Oæ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

23x
2k + 12

ln3x
， （2）

∑
p≤ x3

p3k = 33k + 1 x
3k + 13
ln x + 32

( )3k + 1 2
x
3k + 13

ln2x
+Oæ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

33x
3k + 13

ln3x
. （3）

由引理5可得

∑
pq≤ x

qk = B1
k + 1 x

k + 1
ln x + B2

( )k + 1 2
xk + 1

ln2x
+Oæ

è
ç

ö
ø
÷

xk + 1

ln3x
. （4）

由（1）~（4）式我们立即有：

∑
n≤ x,n ∈ A

Sk( )n = Bxk + 1

( )k + 1 ln x +∑
i = 2

k Ci∙xk + 1

lni x
+O( xk + 1

lnk + 1x
)，

其中：B，Ci(i = 2,3,⋯,k)是可计算常数 .

定理2的证明 .

∑
n≤ x,n ∈ A

1
S( )n

=∑
p≤ x

1
p
+∑

p≤ x

1
p2

+ ∑
2< p≤ x3

1
p3

+∑
p≤ x

∑
p < q≤ x

p

1
q
.

由文献［10］我们有：对于任何实数 x > 1，有渐近公式

∑
p≤ x

1
p
= ln ln x + A1 +Oæè ö

ø
1ln x ， （5）

∑
p≤ x

1
p
= 2 ln ln x + A2 +Oæè ö

ø
1ln x ， （6）

∑
p≤ x3

1
p
= 3 ln ln x + A3 +Oæè ö

ø
1ln x ， （7）

而且
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∑
p≤ x

∑
p < q≤ x

p

1
q
= ∑

p≤ x

é
ë
ê

ù
û
úln( )ln x - ln p - ln ln p +Oæ

è
ö
ø

1ln x =

∑
p≤ x

é

ë
ê

ù

û
úln ln x + lnæ

è
ç

ö
ø
÷1 - ln p

ln x - ∑
p≤ x

ln ln p +Oæ
è
çç

ö

ø
÷÷∑

p≤ x

1ln x = E x ln ln x
ln x +Oæ

è
çç

ö

ø
÷÷

x
ln x .

（8）

由（5）~（8）式我们立即有：

∑
n≤ x,n ∈ A

1
S( )n

=D ln ln x + E x ln ln x
ln x +Oæ

è
çç

ö

ø
÷÷

x
ln x ,

其中：D，E是可计算常数 .
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