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摘　要:对任意正整数n ,著名的 Smarandache函数 S (n )定义为最小的正整数m ,使得

n|m! .即就是 S (n )= min{m∶n|m! ,m∈ N} .本文的主要目的是利用初等方法研究

一个包含函数 S(n )的猜想 ,并部分的得到解决 .
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1　引言及结论

对于任意正整数 n ,著名的 Smarandache函数 S (n)定义为最小的正整数 m ,使得 n|m! .即

就是 S (n) = min{m∶m∈ N,n|m! }.从 S (n )的定义 ,我们很容易推断出如果 n = p
T
11 p
T
22… p

T
kk

是 n的标准素因数分解式 ,那么

S(n ) = max
1≤ i≤ k

{S( p
T
i
i ) } ( 1)

例如: S( 1) = 1, S( 2) = 2, S ( 3) = 3, S ( 4) = 4, S ( 5) = 5, S ( 6) = 3, S ( 7) = 7, S ( 8) =

4, S ( 9) = 6, S ( 10) = 5,…… .关于 S (n )的算术性质 ,有不少学者进行过研究 ,获得了不少有

重要理论价值的研究成果 . 例如 , Farris Mark 和 Mitchell Pat rick 在文 [1]中研究了

Sma randache函数的有界性问题 ,得出了函数 S (p
T
)的上下界估计 .即就是证明了:

( p - 1)T+ 1≤ S (p
T
)≤ ( p - 1) [T+ 1+ logpT]+ 1 ( 2)

王永兴教授在文 [2 ]中研究了 S(n )的均值性质 ,给出了该函数均值的一个较强的渐近公式:

∑
n≤ x

S(n ) =
c

2

12
x
2

ln x + O
x
2

ln
2
x

Lu Yaming在文 [3 ]中研究了一个包含 S(n )的方程的可解性问题 ,证明了对任意正整数 k≥

2,方程

S(m1 + m2 + … + mk ) = S (m 1 ) + S (m2 ) + … + S (mk )

有无穷多组正整数解 (m1 ,m2 ,… ,mk ) .

Jozsef Sando r在文 [4]中进一步证实对任意正整数 k≥ 2,存在无限多组正整数 (m1 ,m2 ,

… ,mk )满足不等式:
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S(m1 + m2 + … + mk ) > S (m 1 ) + S (m2 ) + … + S (mk )

同样又存在无限多组正整数 (m 1 ,m2 ,… ,mk )使得

S(m1 + m2 + … + mk ) < S (m 1 ) + S (m2 ) + … + S (mk )

Fu Jing在文 [5 ]中还证明了更强的结论:即就是如果正整数 k和 m满足下面三个条件之一 ,

(a ) k > 2和 m≥ 1均为奇数 ;

( b) k≥ 5为奇数 ,m≥ 2为偶数 ;

(c)任意偶数 k≥ 4和任意正整数 m ;

那么方程

m  S (m 1+ m2 + … + mk ) = S (m1 ) + S (m2 ) + … + S(mk )

有无穷多组正整数解 (m1 ,m2 ,… ,mk ) .

此外 ,徐哲峰在文 [6]中研究了 S (n )的值分布问题 ,获得了一个更深刻的结果 .即就是证

明了下面的定理:

设 P (n )表示 n的最大素因子 ,则对任意实数 x > 1,我们有渐近公式:

∑
n≤ x

( S(n ) - P (n ) ) 2 =
2Y

3
2

x
3
2

3 ln x
+ O x

3
2

ln2x

其中Y(s )表示 Riemann zeta-函数 .

本文的主要目的是研究一个包含 Sma randache函数 S (n )的猜想 ,并部分的得到解决!具

体地说也就是对任意正整数 n,我们讨论和式

∑
d|n

1
S( d ) ( 3)

是否为整数?并猜测仅有有限个正整数 n使得 ( 3)式为整数 .进一步我们有下面的

猜想　对任意正整数 n ,∑
d|n

1
S (d )

为整数当且仅当 n = 1, 8.

虽然目前我们还不能证明这一猜想 ,但是我们对它的正确性是深信不疑的!本文中我们利

用初等方法证明了支持这一猜想的几个结论 ,具体地说也就是对一些特殊的正整数 ,我们证明

了下面的:

定理 1　当 n为无平方因子数时 , ( 3)式不可能是正整数 .

定理 2　对任意奇素数 p及任意正整数T,当 n = p
T且T≤ p时 , ( 3)式不可能是正整数 .

定理 3　对于任意正整数 n ,当 n的标准分解式为 p
T
1
1  p

T
2
2… p

T
k- 1
k - 1  pk且 S (n ) = pk时 , ( 3)

式不可能是正整数 .

2　定理的证明

在这一部分 ,我们来完成定理的证明 .首先证明定理 1.为方便起见我们解释一下无平方

因子数的定义: 一个正整数 n称作无平方因子数 ,如果 n > 1且对任意素数 p ,当 p|n时有 p
2
 n.

有了这个定义 ,我们可以直接证明定理 1.事实上对任意无平方因子数 n,可设 n = p1  
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p2… pk 为 n的标准分解式 ,其中 p1 < p2 <… < pk为素数 .于是由 ( 1)式我们不难看出 S(n )

= S( p1  p2… pk ) = pk .当 k = 1时 ,n = p1为素数 ,此时

∑
d|n

1
S (d )

= ∑
d|p

1

1
S (d )

= 1
S( 1)

+ 1
S ( p1 )

= 1+ 1
p1

( 4)

由于 p1 > 1,所以 ( 4)式不可能是整数 .

当 k > 1时 ,注意到对任意 d|p1  p2… pk- 1我们有 S( dpk ) = pk .于是

∑
d|n

1
S (d ) = ∑d|p

1
 p

2
… p

k

1
S( d ) = ∑

d|p
1
 p

2
… p

k- 1

1
S (d ) + ∑

d|p
1
 p

2
… p

k- 1

1
S (d pk )

= ∑
d|p1 p 2… pk- 1

1
S (d )

+ ∑
d|p 1 p2… pk- 1

1
pk

= ∑
d|p 1 p2… pk- 1

1
S (d )

+
2k - 1

pk

= …… = ∑
k

i= 1

2
i- 1

pi
( 5)

显然 ( 5)式不可能是整数 .若不然 ,假定∑
d|n

1
S (d )

为整数 ,则由 ( 5)式知∑
k

i= 1

2i - 1

p i
也为整数 .不妨

设∑
k

i= 1

2i - 1

pi
= m ,由于 k > 1,所以 pk为奇素数 ,所以∑

k

i= 1

2i- 1

pi
- m =

2k - 1

pk
,或者

p1  p2… pk  ∑
k- 1

i= 1

2
i- 1

pi
- m = p1  p2… pk- 1  2

k - 1
( 6)

显然 ( 6)式左边能够被 pk整除 ,而右边不能被 pk整除 ,矛盾!所以 ( 5)式不可能为整数 .于是证

明了定理 1.

现在我们证明定理 2.为此 ,我们需要下面一个简单的:

引理　对任意正整数 n > 1,设

Cn = 1+
1
2
+

1
3
+ … +

1
n

则 Cn不可能为正整数!

证明　我们用反证法来证明这一结论 .假定对某一正整数 n> 1,Cn为整数 .则可设 Cn =

m以及 i = 2Ti  li , 2 li , i = 1, 2,… ,n.现在设T= max {T1 ,T2 ,… ,Tk }.则T在所有 i = 1, 2,… ,

n的分解式中只出现一次 ,也就是说是唯一的!若不然 ,则存在两个正整数 1≤ r , s≤ n使得Tr

= Ts = T.由于 r≠ s,所以 lr≠ ls ,从而在奇数 lr和 ls之间一定存在一个偶数 ,设为 2l .于是 1 <

2T 2l = 2T+ 1  l≤ n,即就是存在正整数 m = 2Tr+ 1  l也介于 1和 n之间且它含 2的方幂大于

T.这于T的定义矛盾!从而证明T是唯一的 .现在设 u = 2T lu ,M = 2T- 1  l1  l2… ln .则

M  Cn = M  1+
1
2
+ … +

1
u - 1

+
1

u + 1
+ … +

1
n

+
M
u

= M  1+
1
2
+ … +

1
u - 1

+
1

u + 1
+ … +

1
n

+
l 1  l 2… ln

2
( 7)

在 ( 7)式中 ,由假设 M  Cn为整数 ,而由 M的定义可知

M  1+
1
2 + … +

1
u - 1+

1
u + 1+ … +

1
n
也为整数 ,但是

l 1  l2… ln
2 不是整数 ,矛盾!

从而 Cn不可能是正整数!引理正毕 .
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现在我们完成定理 2的证明 ,对于任意奇素数 p及正整数 T,当 n = p
T时 ,设 1≤T≤ p.

则由 ( 1)式不难计算出

∑
d|n

1
S (d ) = ∑

d|pT

1
S (d ) =

1
S ( 1) +

1
S ( p ) +

1
S ( p

2
)
+ … +

1
S( p

T
)

= 1+
1
p

1+
1
2
+ … +

1
T

( 8)

由引理及 ( 8)式我们立刻得到当 n = p
T且 1≤T≤ p时 , ( 2)式不可能是整数 .于是证明了定理 2.

定理 3的证明:为方便起见设 n = p
T
1
1  p

T
2
2… p

T
k- 1
k- 1  pk = u pk并注意到 S (n ) = pk ,所以

我们有

∑
d|n

1
S (d )

= ∑
d|u

1
S( d )

+ ∑
d|u

1
S( dpk )

= ∑
d|n

1
S (d )

+ ∑
d|u

1
pk

= ∑
d|u

1
S (d )

+ d (u )
pk

( 9)

其中 d (u )为除数函数 ,即 d (u )表示 u的所有正因数的个数 .

在 ( 9)式中显然当 d|u时 , S (d ) < pk .所以在有理数∑
d|u

1
S( d )

中 ,它的分母中不含素数 pk .

因而当∑
d|n

1
S (d )

为整数时 ,
d (u )
pk
必须为整数 ,从而 pk|d (u ) = (T1+ 1) (T2+ 1)… (Tk- 1+ 1) ,

由于 pk为素数 ,所以 pk整除某一 (Ti + 1) .从而可得

Ti + 1≥ pk ( 10)

由 ( 2)式及 ( 10)式知

S ( pTii )≥ ( pi - 1)  Ti + 1≥Ti + 1≥ pk ( 11)

且 S (pTii )≠ pk ,这是因为 p i|S( pTii ) .因而 S ( pTii )≥ pk .这与 S (n) = pk矛盾 ,所以定理 3成立 .

于是完成了定理的证明 .
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