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关于 Smarandache函数 df(n)的均值
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摘要:目的　研究一个新 Smarandache函数 df(n)的均值。方法　利用初等方法和解析的方法。结

果　给出了函数 df(n)均值的一个较强的渐近公式。结论　促进了 Smarandache问题的研究发展。
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　　对于任意正整数 n, 著名的 F.Smarandache函

数 S(n)定义为最小的正整数 m使得 n m!,即 S(n)

=min{m∈ N:n m!}。由 S(n)的定义可得到除了

n=4, n=p的情况 ,一般有 S(p)=p和 S(n)<n。

关于 S(n)的算术性质 , 有不少学者进行过研究 ,

并且获得了很多有重要理论价值的研究成果
[ 1-6]
。

例如文献 [ 2]中指出 ,假设 P(n)表示 n的最大素因

子 ,则有 S(n)≥ P(n)。现在我们定义另一个 F.

Smarandache函数 df(n)如下:df(n)表示最小的正

整数 m使得 n m!!,即为 df(n)=min{m∈ N:n 

m!!}。关于这个函数的初等性质 ,我们目前知道得

很少。在文献 [ 1] 中 , KenichiroKashihara介绍了这

一函数 ,同时建议我们研究关于函数 S(n)与 df(n)

之间的关系 。由这两个函数的定义不难推出

df(n)! ≥S(n)>(df(n)-1)!,

所以有

df(n)=min{m:m! ≥S(n)!}。

显然 ,这是函数 S(n)与 df(n)之间的一个简单关

系 。

本文的主要目的是利用初等及解析方法研究函

数 df(n)的均值性质 ,并给出一个较强的渐近公式 。

具体的说也就是证明下面的定理。

定 　理 　设 n为任意的正整数 ,则对任意的实

数 x≥ 1,有渐近公式

∑
n≤x
df(n)=

xlnx
lnlnx

+O xlnx
(lnlnx)

2

根据定函数 S(n)的性质及 df(n)的定义 ,有

df(n)! ≥S(n)≥(df(n)-1)!,

对该式两边取对数可得

∑
i≤df(n)

lni≥lnS(n)≥ ∑
i≤df(n)-1

lni。

由 Euler求和公式
[ 3]
,有

∑
i≤d

f
(n)
lni=mlnm-m+O(lnm),

∑
i≤df(n)-1

lni=mlnm-m+O(lnm),

于是

mlnm-m+O(lnm)≥lnS(n)≥

mlnm-m+O(lnm),

所以

lnS(n)=mlnm-m+O(lnm), (1)

即

m=
lnS(n)
lnm-1

+O(1)。

由式(1)还可得 lnm～ lnlnS(n),那么

m= lnS(n)
lnlnS(n)-1

+O(1)=

lnS(n)
lnlnS(n)

+O lnS(n)
ln

2
lnS(n)

。 (2)

因为 m=df(n),所以由式(2)可得

∑
n≤x
df(n)=∑

n≤x

lnS(n)
lnlnS(n)

+O(∑
n≤x

lnS(n)
ln

2
lnS(n)

),

而

∑
n≤x

lnS(n)
lnlnS(n)

≤∑
n≤x

lnn
lnlnn

,

则有
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∑
n≤x

lnS(n)
lnlnS(n)

≤∑
n≤x

lnn
lnlnn

=
xlnx
lnlnx

+

O x
lnlnx

≤ xlnx
lnlnx

+O xlnx
ln

2
lnx

。 (3)

对任意正整数 n,设 n=p
α1
1 p

α2
2 …p

αk
k表示 n的素

幂分解。将所有的 1≤n≤x的正整数 n分为两个子

集合 A和 B,其中集合 A包含区间 [ 1, x]中所有满足

αi≥2的正整数 n(i=1, 2, … , k),而集合 B包含区

间 [ 1, x] 中所有不属于集合 A的那些正整数 ,那么

∑
n≤x

lnS(n)
lnlnS(n)

=∑
n≤x
n∈ A

lnS(n)
lnlnS(n)

+∑
n≤x
n∈ B

lnS(n)
lnlnS(n)

,

(4)

由函数 S(n)的性质可得

∑
n≤x
n∈ A

lnS(n)
lnlnS(n)

 ∑
n≤x
n∈ A

lnx
lnlnx

 
lnx
lnlnx∑n≤x

n∈ A

1  

xlnx
lnlnx

 O lnx
lnlnx

。 (5)

此外 ,

∑
n≤x
n∈ B

lnS(n)
lnlnS(n)

= ∑
np≤x
(n, p)=1

lnS(np)
lnlnS(np)

> ∑
np≤x

(n, p)=1

lnp
lnlnp

=

∑
p≤x
∑
n≤x
p

lnp
lnlnp

=x∑
p≤x

lnp
plnlnp

+O ∑
p≤x

lnp
lnlnp

=

x∑
p≤x

lnp
p

1
lnlnp

+O∑
p≤x

lnp
lnlnp

, (6)

由 Abel′s恒等式可得

∑
p≤x

lnp
p

1

lnlnp
=
lnx
lnlnx

+O lnx
ln

2
lnx

(7)

及

∑
p≤x

lnp
lnlnp

 
lnx
lnlnx

。 (8)

于是结合式(3)～ (8),立刻得到

∑
n≤x
df(n)=

xlnx
lnlnx

+O xlnx
(lnlnx)

2 。

于是 ,完成了定理的证明 。
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Abstract:Aim　TostudythemeanvaluepropertiesoftheSmarandachefunctiondf(n).Methods　Usingtheele-

mentaryandanalyticmethods.Results　AsharpermeanvalueformulaoftheSmarandachefunctiondf(n)isgiv-

en.Conclusion　PropertiesoftheSmarandachefunctiondeveloped.
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