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关于 Smarandache函数及 SmarandacheLCM
函数的混合均值

杨明顺

(渭南师范学院 数学系 , 陕西 渭南　714000)

摘要:目的　研究一个包含 Smarandache函数 S(n)及 SmarandacheLCM函数 SL(n)的混合均值问

题 。方法　利用初等及解析方法以及组合技巧 。结果　证明了在一个给定区间 [ 1, x]上 ,满足 S

(n)≠SL(n)的正整数的个数与 x相比 ,是一个高阶无穷小 。给出了一个混合均值公式。结论　函

数 S(n)与 SL(n)的值几乎处处相等。
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Abstract:Aim　TostudyahybridmeanvalueprobleminvolvingtheSmarandachefunctionS(n)andtheSmaran-

dacheLCMfunctionSL(n).Methods　Usingtheelementaryandanalyticmethods, andsomecombinationalskill.

Results　Itwasprovedthatintheinterval[ 1, x] , n:S(n)≠SL(n)=O(x).Givenaninterestinghybridmeanval-

ueformula.Conclusion　ThisshowsthatthevalueofS(n)isalmostequaltoSL(n).
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1　引言及结论

对任意正整数 n, 著名的 Smarandache函数

S(n)定义为最小的正整数 m使得 n m!。即就是

S(n)=min{m:m∈ N, n m!}, 而 Smarandache

LCM函数 SL(n)定义为最小正整数 k,使得 n [ 1,

2, …, k] 表示 1, 2, …, k的最小公倍数 。关于这两个

函数的性质 ,许多学者进行了研究 ,并取得了不少重

要的结果
[ 1-6]
。例如:文献 [ 6] 研究了 SL(n)的值分

布问题 ,证明了渐近公式
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其中 P(n)表示 n的最大素因子。

文献 [ 6]讨论了方程 SL(n)=S(n)的可解性 ,

并完全解决了该问题。即证明了:任何满足该方程的

正整数可表示为 n=12或者 n=p
α
1

1 p
α
2

2 …p
α
r
rp,其中

p1 , p2 , …, pr, p是不同的素数且 α1 , α2 , …, αr是满足

p>p
αi
i(i=1, 2, … , r)的正整数。

本文的主要目的是利用初等及组合方法研究混

合均值



∑
n≤x

S(n)
SL(n)

(1)

的渐近性质 。这一问题是有意义的 ,因为式(1)的渐

近性反映了这两个函数值分布的规律性 ,如果渐近

公式

∑
n≤x

S(n)
SL(n)

～ x

成立 ,那么就可以断定函数S(n)与 SL(n)的值几乎

处处相等!本文针对这一问题进行了研究 ,并证明了

它的正确性 。具体地说即证明了下面两个的结论。

定理 1　对任意实数 x>1,有渐近公式

∑
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=x+O(
xlnlnx
lnx

)。

定理 2　对任意实数 x>1,有渐近公式

∑
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SL(n)

=x+O(
xlnlnx
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其中 P(n)表示 n的最大素因子。

显然定理中的误差项是非常弱的 ,即误差项与

主项仅差一个lnlnx
lnx

因子 ,是否存在一个较强的渐

近公式也是一个有趣的问题。

2　定理的证明

这节将直接给出定理的证明。只证明定理 1,类

似地 ,也可以推出定理 2。事实上经过简单变形立刻

得到
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现在利用函数 S(n)及 SL(n)的性质以及初等与组

合方法来估计式(2)中的误差项。由 SL(n)的性质

知当 n的标准分解式为 p
α1
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k时有
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若 SL(n)为素数 p,那么 S(n)也为素数 p。因此 ,在

这种情况下有 SL(n)-S(n)=0。所以在式(2)的

误差项中 ,所有非零项必出现在那些使 SL(n)不等

于素数的整数 n中。即

SL(n)=max{p
α
1

1 , p
α
2

2 , … , p
α
k
k}≡p

α
, α≥ 2。

设 A为区间 [ 1, x]中所有满足上式条件 n的集合 ,对

任意 n∈ A,设 n=p
α1
1 p
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α
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=1。现在分两种情况讨论:设 A=B+C,其中 n∈
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现在分别估计式(3)中的各项。首先估计 R1。注意到

p
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≤ln
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现在估计 R2 ,注意到集合 C中包含元素的个数不会

超过整数 p
α1
1 p
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k的个数 ,其中 αi≤ 2 lnlnx, pi
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, i=1, 2, …。于是注意到素数分布公式
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其中 exp(y)=e
y
。

结合式(3), (4)及式(5),推出估计式

∑
n≤x

 SL(n)-S(n) 
SL(n)

 
xlnlnx
lnx

。 (6)

利用式(2)及式(6)立刻推出渐近公式

∑
n≤x

S(n)
SL(n)

=x+O(
xlnlnx
lnx

)。

于是完成了定理 1的证明。

注意到当 SL(n)=p为素数时 , S(n)=P(n)

=p;当 SL(n)不为素数时 , P(n)≤S(n)≤SL(n),

于是由证明定理 1的方法立刻推出定理 2。
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