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关于 Smarandache 函数和 Euler 函数的
方程 S( n11 ) = φ( n) 的解

唐 刚

( 阿坝师范高等专科学校 基础教育系，四川 汶川 623000)

摘要: 设 n 表示任意正整数，S( n) 和 φ( n) 分别表示关于 n 的 Smarandache 函数和 Euler 函数． 主要利用分类讨

论和初等方法，对 S( n11 ) = φ( n) 进行了研究，获得了该方程的所有正整数解．
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1 引言

对于任意正整数 n ，S( n) 和 φ( n) 分别表示关

于 n 的 Smarandache 函数和 Euler 函数． Smarandache
函数是美籍罗马尼亚数论专家 Florentin·Smaran-
dache［1］引入的一个数论函数，其定义为使得 n | m!

的最小正整数 m ，即为 S( n) = min{ m: n | m! ，m∈
N} ． 目前，关于 Smarandache 函数的研究是近期数论

及其相关领域的一个引人关注的内容． Euler 函数

φ( n) 表示不大于 n 且与 n 互质的正整数的个数． 有

关 Smarandache 函数与 Euler 函数的方程

S( nk ) = φ( n) ( 1)

的解，很多学者都进行了研究，马金萍老师［2］研究

了当 k = 1 时，方程( 1 ) 的全部解为 n = 1，8，9，

12，18; 易媛［3］研究了 k = 2，3，4 时，方程( 1) 的解;

黄寿生［4］研究了 k = 5 ，方程( 1) 的解; 高楠［5］研究

了 k = 6 ，方程( 1) 的解; 陈斌［6］研究了 k = 8，9 时，

方程( 1) 的解．
本文利用初等方法和分类讨论法，解决了( 1) 在

k = 11 时的求解及解的个数问题．
定理 当 k = 11 时，方程( 1) 仅有正整数解 n = 1

，135，144，216，270，529，1058．
2 引理

引理 1 ［7］ 对于质数 p 和正整数 α ，有 S( pα ) !αp

，如果 α ＜ p ，则有 S( pα ) = αp ．

引 理 2 ［7］ S( n) = max
1!i!m

{ S( pα11 ) ，S( pα22 ) ，…，

S( pαmm ) } = S( pα ) ，设 n = pα11 pα22 …pαm－1
m－1 pαmm = pαm ，

其中 p 为质数，且 ( p，m) = 1 ．
引理 3 当 n ＞ 2 时，必有 2 | φ( n)

3 定理的证明

把 k = 11 代入( 1) 中可得

S( n11 ) = φ( n) ( 2)

3． 1 显然 n = 1 是方程( 2) 的解

3． 2 若 n ＞ 1 时，设 n = pα11 pα22 …pαm－1
m－1 pαmm = pαm ，

其中 p 为质数，且 ( p，m) = 1 ，由引理 2 可知:

S( n11 ) = max
1!i!m

{ S( p11α11 ) ，S( p11α22 ) ，…，S( p11αmm ) }

= S( p11α ) ( 3)

则: φ( n) = φ( pαm) = φ( pα ) φ( m) = pα－1 ( p －
1) φ( m) ( 4)

联立( 2) 、( 3) 、( 4) 可得

S( p11α ) = pα－1 ( p － 1) φ( m) ( 5)

3． 2． 1 当 α = 1 时，由( 5) 可知: S( p11 ) = ( p －
1) φ( m) ( 6)

当 p = 2 时，由( 6) 可知，S( 211 ) = φ( m) = 14
，则 φ( m) = 14 ，由引理 3 可知: m 中必含奇质因数

q ，则 n 中必含奇质因数 q ，而
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S( q11 ) =

27 q = 3
50 q = 5
70 q = 7
121 q = 11
11q q ＞













11

( 7)

所以( 7) 与( 3 ) 矛盾，故 α = 1 ，p = 2 时方程

( 2) 无解

当 p = 3 时，由( 6) 可知: S( 311 ) = 2φ( m) = 27
，则 φ( m) = 27 ，与引理 3 矛盾，故 α = 1 ，p = 3 时

方程( 2) 无解

当 p = 5 时，由( 6) 可知: S( 511 ) = 4φ( m) = 50

，则 φ( m) = 25
2 ，与引理 5 矛盾，故 α = 1 ，p = 5 时

方程( 2) 无解

当 p = 7 时，由( 6) 可知: S( 711 ) = 6φ( m) = 70

，则 φ( m) = 35
3 ，与引理 5 矛盾，故 α = 1 ，p = 7 时

方程( 2) 无解

当 p = 11 时，由( 6 ) 可知: S( 1111 ) = 10φ( m)

= 121 ，则 φ( m) = 121
10 ，与引理 5 矛盾，故 α = 1 ，p

= 11 时方程( 2) 无解

当 p ＞ 11 时，由 ( 6 ) 可 知: S( p11 ) = ( p －

1) φ( m) = 11p ，则 φ( m) = 11p
p － 1 ，因为 ( p － 1，p)

= 1 ，( 11，P － 1) = 1 ，所以
11p
p － 1 不是整数，与引理

5 矛盾，故 α = 1 ，p ＞ 11 时方程( 2) 无解

3． 2． 2 当 α = 2 时，由( 5) 可知: S( p22 ) = p( p －
1) φ( m) ( 8)

当 p = 2 时，由( 8) 可知: S( 222 ) = 2φ( m) = 24
则 φ( m) = 12 ，由引理 3 可知: m 中必含奇质因

数 q ，则 n 中必含奇质因数 q ，而 S( q11α ) ＞ 24，与

( 3) 矛盾，故 α = 2 ，p = 2 时方程( 2) 无解

当 p = 3 时，由( 8) 可知: S( 322 ) = 6φ( m) = 48
，则 φ( m) = 8 ，此时只有当 q = 2 时，S( 211α ) !48 ，

其中 1 !α!4 ，即 m = 2 r ，φ( 2 r ) = 2 r－1 = 8 ，所以 r =
4 ，故 n = 24·32 = 144 为方程( 2) 的解

当 p = 5 时，由( 8) 可知: S( 522 ) = 20φ( m) =

95 ，则 φ( m) = 19
4 ，与引理 3 矛盾，故 α = 2 ，p = 5

时方程( 2) 无解

当 p = 7 时，由( 8) 可知: S( 722 ) = 42φ( m) =

140 ，则 φ( m) = 10
3 ，与引理 3 矛盾，故 α = 2 ，p =

7 时方程( 2) 无解

当 p = 11 时，由( 8) 可知: S( 1122 ) = 110φ( m)

= 231 ，则 φ( m) = 231
110 ，与引理 3 矛盾，故 α = 1 ，p

= 11 时方程( 2) 无解

当 p = 13 时，由( 8) 可知: S( 1322 ) = 156φ( m)

= 273 ，则 φ( m) = 273
156 ，与引理 3 矛盾，故 α = 2 ，p

= 13 时方程( 2) 无解

当 p = 17 时，由( 8) 可知: S( 1722 ) = 302φ( m)

= 357 ，则 φ( m) = 357
302 ，与引理 3 矛盾，故 α = 2 ，p

= 17 方程( 2) 无解

当 p = 19 时，由( 8) 可知: S( 1922 ) = 342φ( m)

= 357 ，则 φ( m) = 357
342 ，与引理 3 矛盾，故 α = 2 ，p

= 19 时方程( 2) 无解

当 p = 23 时，由 ( 8 ) 可 知: S( 2322 ) = 23·
22φ( m) = 506 ，则 φ( m) = 1 ，所以 m = 1 或 2 ，故

n = 232 = 529 和 n = 2·2346 = 1058 均为方程( 2)

的解

当 p ＞ 23 时，由 ( 8 ) 可 知: S( p22 ) = p( p －
1) φ( m) = 22p ，则 S( p22 ) = 22p ＜ p( p － 1) φ( m)

= φ( n) ，故 α = 1 ，p ＞ 11 时方程( 2) 无解

3． 2． 3 当 α = 3 时，由( 5) 可知: S( p33 ) = p2 ( p －
1) φ( m) ( 9)

当 p = 2 时，由( 9) 可知: S( 233 ) = 4φ( m) = 36
，则 φ( m) = 9 ，与引理 3 矛盾，故 α = 3 ，p = 2 时方

程( 2) 无解

当 p = 3 时，由( 9) 可知: S( 333 ) = 18φ( m) =
72 ，则 φ( m) = 4 ，此时有 S( 211α ) ＜ 72 ，其中 1 !α !
6 ，和 S( 511 ) = 50 ＜ 72 ，则 m = 2 t 或 2a5b 或 5h ．

Ⅰ) 当 m = 2 t 时，φ( m) = φ( 2 t ) = 2 t －1 = 4 ，则

t = 3 ，所以 n = 23·33 = 216 为方程( 2) 的解;

Ⅱ) 当 m = 2a5b 时，φ( m) = φ( 2a5b ) = 2a+1·
5b－1 = 22 ，则 a = 1，b = 1 ，所以 n = 2·33·5 = 270
为方程( 2) 的解;

Ⅲ) 当 m = 5h 时，φ( m) = φ( 5h ) = 5h－1·4 =
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4 ，则 h = 1 ，所以 n = 33·5 = 135 为方程( 2) 的解．
当 p = 5 时，由( 9) 可知: S( 533 ) = 100φ( m) =

135 ，则 φ( m) = 27
20 ，与引理 3 矛盾，故 α = 3 ，p =

5 时方程( 2) 无解

当 p  7 时，由 ( 9 ) 可 知: S( p33 ) = p2 ( p －
1) φ( m) !33p ，则 33 p( p － 1) φ( m)  p( p － 1) ＞
42 矛盾，故 α = 3 ，p 7 时方程( 2) 无解

3． 2． 4 当 α = 4 时，由( 5) 可知: S( p44 ) = p3 ( p －
1) φ( m) ( 10)

当 p = 2 时，由( 10) 可知: S( 244 ) = 8φ( m) =
48 ，则 φ( m) = 6 ，由引理 3 可知: m 中必含奇质因

数 q ，则 n 中必含奇质因数 q ． 又因为 S( 311 ) = 27
和 S( 322 ) = 48 小于等于 S( 244 ) ，则 m = 3β ，φ( 3β )

= 3β－1 ( 3 － 1) = 2·3β－1 = 6 ，所以 β = 2 ，故 n = 24

·32 = 144 为方程( 2) 的解

当 p = 3 时，由( 10) 可知: S( 344 ) = 54φ( m) =

90 ，则 φ( m) = 5
3 ，与引理 3 矛盾，故 α = 4 ，p = 3

时方程( 2) 无解

当 p  5 时，由 ( 10 ) 可知: S( p44 ) = p3 ( p －
1) φ( m) !44p ，则 44 p2 ( p － 1) φ( m)  p2 ( p － 1)

 100 矛盾，故 α = 4 ，p 5 时方程( 2) 无解

3． 2． 5 当 α = 5 时，由( 5) 可知: S( p55 ) = p4 ( p －
1) φ( m) ( 11)

当 p = 2 时，由( 11) 可知: S( 255 ) = 16φ( m) =

60 ，则 φ( m) = 15
4 ，与引理 3 矛盾，故 α = 5 ，p = 2

时方程( 2) 无解

当 p  3 时，由 ( 11 ) 可知: S( p55 ) = p3 ( p －
1) φ( m) !55p ，则 55 p4 ( p － 1) φ( m)  p4 ( p － 1)

 162 矛盾，故 α = 5 ，p 3 时方程( 2) 无解

3． 2． 6 当 α = 6 时，由( 5) 可知: S( p66 ) = p5 ( p －
1) φ( m) ( 12)

当 p = 2 时，由( 12) 可知: S( 266 ) = 32φ( m) =

68 ，则 φ( m) = 17
8 ，与引理 3 矛盾，故 α = 6 ，p = 2

时方程( 2) 无解

当 p  3 ，由 ( 12 ) 可 知: S( p66 ) = p5 ( p －
1) φ( m) !66p ，则 66 p5 ( p － 1) φ( m)  p5 ( p － 1)

 486 矛盾，故 α = 6 ，p 3 时方程( 2) 无解

3． 2． 7 当 α = 7 时，由( 5) 可知: S( p77 ) = p6 ( p －
1) φ( m) ( 13)

当 p = 2 时，由( 13) 可知: S( 277 ) = 64φ( m) =

80 ，则 φ( m) = 5
4 ，与引理 3 矛盾，故 α = 7 ，p = 2

时方程( 2) 无解

若 p  3 ，由 ( 13 ) 可 知: S( p77 ) = p6 ( p －
1) φ( m) !77p ，则 77 p6 ( p － 1) φ( m)  p6 ( p － 1)

 1458 矛盾，故 α = 7 ，p 3 时方程( 2) 无解

3． 2． 8 当 α 8 ，p 2 时，由( 5) 可知: S( p11α )

= pα－1 ( p － 1) φ( m) !11αp ，则 11α  pα－1 ( p －
1) φ( m)  pα－1 ( p － 1) ＞ 11α 矛盾，故 α 8 ，p
2 时方程( 2) 无解

综上述当 k = 11 时，方程( 2 ) 的解为 n = 1 ，

135，144，216，270，529，1058．
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