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关于 Smarandache函数的一个下界估计
苏娟丽

(杨凌职业技术学院 公共课教学部 , 陕西 杨凌 712100)

摘要:利用初等方法研究了 Smarandache函数在某些特殊值上的下界估计问题 ,给出了 Smaran-

dache函数的一个较强的下界估计 ,即就是证明了 S(2
p-1
(2
n
-1))≥ 6p+1 ,其中 p为任意大于

3的素数 ,从而改进了乐茂华教授的一个结果.
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1　引言及结论

 n∈ N+,著名的 F.Smarandache函数 S(n)定义为最小的正整数 m使得 n m!.即就是 S(n)=

min{m:m∈ N+, n m!}.从 S(n)的定义人们容易推出如果 n=p
α1
1 p

α2
2 …p

αr
r表示 n的标准分解式 ,那么

S(n)=max
1≤i≤r
{S(p

αi
i)}.由此也不难计算出 S(1)=1, S(2)=2, S(3)=3, S(4)=4, S(5)=5, S(6)=

3, S(7)=7 , S(8)=4, S(9)=6, S(10)=5, S(11)=11, S(12)=4, S(13)=13, S(14)=7, S(15)

=5 , S(16)=6, … ,关于 S(n)的算术性质以及有关问题已获得了不少有重要理论价值的研究成果
[ 1-6]
.

如文献 [ 4] 研究了 S(n)的值分布问题 ,证明了渐近公式

∑
n≤x
(S(n)-P(n))

2
=

2ζ(3/2)x
3/2

3lnx
+O

x
3/2

ln
2
x
,

其中 　P(n)表示 n的最大素因子 , ζ(s)表示 Riemannzeta-函数.

文献 [ 7]研究了 Smarandache函数与除数函数的一个混合均值问题 ,给出了一个较强的渐近公式.

另一方面 ,文献 [ 5] 研究了 S(2
p-1
(2
p
-1))的下界估计问题 ,并给出了估计式 S(2

p-1
(2
p
-1))≥ 2p

+1,其中 p为任意奇素数.

本文作为文献 [ 5] 的一个注释 ,利用初等方法改进了乐茂华教授的结果.具体地说也就是证明了下面

的:

定理 1　对于任意素数 p≥ 5,有估计式 S(2
p-1
(2
p
-1))≥ 6p+1.

显然定理优于乐茂华教授的下界估计 ,而且本文的证明过程更具有技巧性!当然本文的下界还有改进

的余地.此外 ,应用本文的方法似乎可以处理函数 S(a
p
+b

p
)的下界估计问题.其中 a及 b为不同的正整

数 , p为奇素数.对于这种更一般问题的探讨是进一步研究的目标.

2　定理 1的证明

利用初等方法直接给出定理 1的证明.由 Smarandache函数的性质知对于任意素数 p n,有 S(n)≥p
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且 p S(p
α
)对所有正整数 α成立.现在 ,对于任意素数 p≥5,设 q为(2

p
-1)的任一素因子 ,显然 q≥ 5.

于是由 S(n)的性质知

S(2
p-1
(2
p
-1)≥q. (1)

又由于 q 2
p
-1,所以 2

p
≡ 1modq.因此 p是 2模 q的指标.所以由文献 [ 6]中指标的性质知 p φ(q)=

q-1,或者 q=mp+1.由于 q为奇素数 ,所以 m一定为偶数 ,因此可设

q=2kp+1, k=1, 2, …. (2)

显然 2
p
-1不可能是一个完全平方数.否则有 2

p
-1 =u

2
,或者 2

p
=u

2
+1,由此推出 0≡ 2

p
≡u

2
+1≡

2(mod4),矛盾.于是 2
p
-1有 4种可能:

(1)　2
p
-1为素数 ,此时 S(2

p-1
(2
p
-1))≥ 2

p
-1≥ 6p+1.显然成立.

(2)　2
p
-1至少含有一个素数 q的 m次幂 , m≥ 3.此时给合式(1)及(2)有

S(2
p-1
(2
p
-1)≥ S(q

m
)≥mq>6p+1.

(3)　2
p
-1至少含有 3个不同的素因子 ,此时结合式(1)及(2)知 2

p
-1至少有一个素因子 q≥ 6p

+1,所以有 S(2
p-1
(2
p
-1))≥q≥ 6p+1.

(4)　2
p
-1恰好含有 2个不同的素因子.此时注意到式(2)可以断定这 2个不同的素因子不可能同时

为 2p+1和 4p+1.因为素数 p>3,而 2个数 2p+1及 4p+1中至少有一个被 3整除 ,因此它们不可能同

时为素数.所以由式(2)知当 2
p
-1恰好含有 2个不同的素因子时 ,其中至少有一个素因子 q≥ 6p+1.从

而 S(2
p-1
(2
p
-1))≥q≥ 6p+1.

结合 4种情况立刻完成定理 1的证明.
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AlowerboundestimatefortheSmarandachefunction

SUJuan-li

(YanglingVocationalandTechnicalCollege, Yangling, Shaanxi712100, China)

Abstract:TheelementarymethodsareusedtostudythelowboundestimateoftheSmarandachefunctionatsome

specialsequences, andasharperlowerboundestimateS(2
p-1
(2
p
-1))≥6p+1 hasbeenobtained, wherep≥

5 beanyprime.ThisimprovedprofessorLeMaohua′saresult.
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