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关于 Smarandache函数的一个不等式

乐茂华

(湛江师范学院 数学系 ,广东 湛江 524048)

摘要:对于正数 n,设 S (n )是 n的 Smarandache函数。证明了存在无限多个正整数 n ,可使 S (n ) < S (n - S (n ) )。
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设 N是全体正整数的集合。对于正整数 n,设 S (n)是可使 n|m! 成立的最小正整数 m。如此的 S (s )

称为 Smarandache函数 ,它的各种性质是数论中一个引人关注的研究课题 [ 1]。 1988年 , M. Bencze
[2 ]曾经

提出以下问题:

　　问题　是否存在无穷多个正整数 n可使不等式

S (n)≤ S (n - S (n ) ) ,n∈ N ( 1)

成立?

1999年 , J. Sà ndo r
[3 ]
找出了无穷多个正整数 n可使不等式

S (n ) = S (n - S(n ) )

成立。由此可知 ,存在无穷多个正整数 n,可使不等式 ( 1)中的“≤”取等号“= ”。本文将运用初等方法证

明:存在无穷多个正整数 n,可使不等式 ( 1)中的“≤”取小于号“ <” ,即证明了:

　　定理　存在无穷多个正整数 n,可使

S (n) < S (n - S (n ) ) ,n∈ N ( 2)

成立。

　　证　设 k是大于 4的合数。当 n= k! 时 ,根据 Sma randache函数的定义可知

S (n ) = k。 ( 3)

从式 ( 3)可得

n - S (n ) = k! - k = k ( (k - 1)! - 1)。 ( 4)

因为 k不是素数 ,所以 k|(k- 1)! ,故有

gcd( k, ( k - 1)! - 1) = 1。 ( 5)

从式 ( 4)与 ( 5)可知

S (n - S(n ) ) = max ( S (k ) , S ( (k - 1)! - 1)。 ( 6)

　　由于 k> 4,所以 (k- 1)! - 1> 1。设

(k - 1)! - 1= p
r 1
1 p

r 2
2… p

rs
s ( 7)
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是 (k- 1)! - 1的标准分解式 ,其中 p1 ,p2 ,… , ps是适合 p1 < p2 <… < ps的素数 , r1 , r2 ,… , rs是适当的正

整数。 从式 ( 7)可知

S ( (k - 1)! - 1) = max ( S (p
r
1
1 ) , ( Sp

r
2
2 ) ,… , S ( p

r
s
s ) )。 ( 8)

将式 ( 8)代入式 ( 6)可得

S ( (n - S (n ) ) = max ( S (k ) , S ( p
r1
1 ) , (S p

r2
2 ) ,… , S (p

rs
s ) )。 ( 9)

由于 k> 4且 k不是素数 ,故有

S (k ) < k。 ( 10)

同时 ,因为 k不是素数 ,故从 ( 7)可知

min( p1 , p2 ,… ,p s ) > k。 ( 11)

已知

pi|S( p
ri
i ) , i = 1, 2,… , s , ( 12)

所以

S( p
ri1
i )≥ p i , i = 1, 2,… , s。 ( 13)

于是 ,从式 ( 9)～ ( 11)和 ( 13)可得

S(n - S(n ) ) > k。 ( 14)

因此 ,从式 ( 3)和 ( 14)可知如此的n满足不等式 ( 2)。由于大于 4的合数 k显然有无穷多个 ,所以存在无穷

多个正数 n适合 ( 2)。 定理证完。
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An inequality concerning
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Abstract: Fo r any posi tiv e integ er n , let S(n ) deno te the Sma randache function of n. In this paper w e

prove that there ex ist infinitely many po sitiv e integer ns sa tisfying S(n ) < S (n- S (n ) ) .
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