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关于 Smarandache函数的一个方程

杨长恩

(咸阳师范学院 数学与信息科学学院 ,陕西 咸阳 712000)

摘要: n∈ N+,著名的伪 Smarandache函数 Z(n)定义为满足∑
m

k=1
k能被 n整除的最小正整数 m,

即 Z(n)=min{m:n (m(m+1))/2}.Smarandache互反函数 Sc(n)定义为满足 y n!且 1≤

y≤m的最大正整数 m,即 Sc(n)=max{m:y n!, 1≤y≤m;m+1 n!}.借助同余方程 ,利用

初等方法 ,分析数论函数性质 , 研究了包含伪 Smarandache函数 Z(n), Smarandache互反函数

Sc(n)的方程 Sc(n)+Z(n)=2n的解的问题 ,并给出一些有趣的结果.
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1　引言与及结论

 n∈ N+,著名的 Smarandache函数 S(n)定义为最小的正整数 m使得 n m!,即 S(n)=min{m:n

 m!}.而著名的伪 Smarandache函数 Z(n)定义为满足∑
m

k=1
k能被 n整除的最小正整数 m, 即 Z(n)=

min{m:n (m(m+1))/2}.例如 , Z(n)的前几个值为 Z(1)=1, Z(2)=3, Z(3)=2, Z(4)=7, Z(5)

=5, Z(6)=3, Z(7)=6, Z(8)=15, Z(9)=9, Z(10)=4, Z(11)=10, Z(12)=8, Z(13)=12, Z(14)

=7 , Z(15)=5, Z(16)=31 , Z(17)=16, Z(18)=8, Z(19)=18, Z(20)=15 , ….

关于 S(n)和 Z(n)函数 ,许多学者研究了它们的性质 ,并得到了一些重要的结果
[ 1-6]
.文献 [ 6]研究了

方程 Z(n)=S(n), Z(n)+1 =S(n)的可解性 ,并给出了方程全部正整数解.

文献 [ 7]引进了著名的 Smarandache互反函数 Sc(n), Sc(n)定义为

max{m:y n!, 1≤y≤m, m+1 n!}.

例如 , Sc(n)的前几项为 Sc(1)=1;Sc(2)=2, Sc(3)=3, Sc(4)=4, Sc(5)=6, Sc(6)=6 , Sc(7)=10,

Sc(8)=10, Sc(9)=10, Sc(10)=10, Sc(11)=12, Sc(12)=12 , Sc(13)=16;Sc(14)=16, Sc(15)=

16 , ….文献 [ 7]还研究了 Sc(n)的初等性质 ,证明了若 Sc(n)=x,且 n≠3,则 x+1是大于 n的最小素数.

文献 [ 6]同时研究了 Sc(n)函数和 Z(n)函数之间的关系方程 Z(n)+Sc(n)=2n,得到了一些重要结果 ,

并提出了下面的
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猜测 　对 n∈ N+,方程 Sc(n)+Z(n)=2n成立当且仅当 n=1 , 3
α
, p

2β+1
, α为使得 3

α
+2为素数且

大于等于 2的整数 , p≥ 5为素数 , β为使得 p
2β+1
+2为素数的任意正整数.

本文证实了这一猜测 ,得到了下面的定理:

定理 1　当 n是奇正整数时 ,方程 Sc(n)+Z(n)=2n的解为且只能为 n=1, 3
α
, p

2β+1
, α为使得 3

α
+

2为素数且大于等于 2的整数 , p≥ 5为素数 , β为使得 p
2β+1
+2为素数的任意正整数.

定理 2　当 n是偶数时(1)n为 2的幂时 , n不是方程 Sc(n)+Z(n)=2n的解;(2)n是充分大的偶

数 ,且 n至少有 3个不同的素因子时 , n不是方程 Sc(n)+Z(n)=2n的解.

2　定理的证明

2.1　引理

引理 1　若 Sc(n)=x∈ N+,且 n≠ 3,则 x+1为大于 n的最小素数.

引理 2　(1)若 α∈ N+,则 Z(2
α
)=2

α+1
-1.(2)若 p是不等于 2的素数 , α∈ N+,则 Z(p

α
)=p

α
-1.

引理 3　当 n∈ N+,且 n≥ 59时 ,则有 Sc(n)<3n/2.

引理 4　当正整数 n充分大时 ,在 n与 n+n
7 /12
之间必有一个素数.

引理 1 ～ 4的证明参见文献 [ 7-9] .

2.2　定理 1的证明

当 n是奇正整数时 ,分 6种情况来证明.

(1)　n=1满足原方程.

(2)　n=3 , Z(3)=2, Sc(3)=3,故 3不是原方程的解.

(3)　n=3
α
　(α≥ 2),且 3

α
+2为素数 ,则 Sc(3

α
)=3

α
+1, Z(3

α
)=3

α
-1,故 3

α
是原方程的解.

(4)　n=3
α
　(α≥2),且 3

α
+2不为素数 ,则由引理 1与引理 2 ,有 Sc(3

α
)>3

α
+1, Z(3

α
)=3

α
-

1,故 3
α
不是原方程的解.

(5)　n=p
γ
, γ≥ 1 , p≥ 5为素数 ,则 Z(p

γ
)=p

γ
-1且 n≠ 3,这时分 2种情况:

(ⅰ)若 n=p
2β
, β ≥ 1,则 p≡±1(mod3),于是 p

2β
≡ 1(mod3),从而 p

2β
+2≡ 0(mod3),则 p

2β
+2

不可能为素数 ,故由引理 1,此时的 n不是原方程的解.

(ⅱ)若 n=p
2β+1
,其中 p≥5为素数 , β为使得 p

2β+1
+2为素数的任意正整数 ,由引理 1,得 Sc(p

2β+1
)=p

2β+1

+1,由引理 1,得 Z(p
2β+1
)=p

2β+1
-1,则 Sc(p

2β+1
)+Z(p

2β+1
)=p

2β+1
+1+p

2β+1
-1 =2p

2β+1
,故 n=p

2β+1
时原

方程成立.若 p
2β+1
+2不为素数 ,则由引理 1,得 Sc(p

2β+1
)>p

2β+1
,知 n=p

2β+1
不是原方程的解.

(6)　2 n, n=p
α
1

1 n1 , (p1 , n1)=1, α1 ≥1 , p1 ≥ 3为素数 ,由同余方程 n1x≡ 1(modp
α
1

1 )有解 ,进而

可得同余方程 n
2
1x

2
≡1(modp

α
1

1 )有解 ,其解不妨设为 y,则可取 1≤y≤p
α
1

1 -1,又 p
α
1

1 -y亦为前面同余方

程的解 ,则可取 1≤y≤(p
α1
1 -1)/2.由 n

2
1y

2
≡ 1(modp

α1
1 ),则 p

α1
1  (n1y-1)(n1y+1),而(n1y-1, n1y+

1) 2,于是(p
α1
1 -1) (n1y-1)或(p

α1
1 -1) (n1y+1).

若(p
α1
1 -1) (n1y-1),则 n=p

α1
1 n2  (n1y-1)(n1y)/2,从而

Z(n)=m≤n1y-1≤(p
α1
1 -1)n1 /2 -1≤n/2.

若(p
α
1

1 -1) (n1y+1),则 n=p
α
1

1 n1  (n1y+1)(n1y)/2,从而

Z(n)=m≤n1y≤(p
α
1

1 -1)n1 /2≤n/2.

由引理 3,当 n≥ 59时 ,则有 Sc(n)+Z(n)<3n/2 +n/2 =2n,故此时的 n不满足原方程.而当 n<

59时可编程进行检验这种情况下的 n不满足原方程.综上所述 ,定理 1成立.

2.3　定理 2的证明

(1)　当 n=2
α
, α≥ 1, Z(2

α
)=2

α
-1, Sc(2

α
)>1,故 n=2

α
不满足原方程.

(2)　n=2kp
α
, α≥ 1, (2k, p

α
)=1, p≥ 3为素数 ,由同余方程 4kx≡ 1(modp

α
)有解 ,可得同余方程

16k
2
x
2
≡ 1(modp

α
)有解 ,其解不妨设为 y,则可取 1≤y≤p

α
-1,又 p

α
-y亦为前面同余方程的解 ,则可

取 1≤y≤(p
α
-1/2).由 16k

2
y
2
≡ 1(modp

α
),则 p

α
 (4ky-1)(4ky+1),而(4ky-1, 4ky+1)=1,于

是 p
α
 (4ky-1)或 p

α
 (4ky+1).

189第 2期　　　　　　　　　　　　　　关于 Smarandache函数的一个方程



若 p
α
 (4ky-1),则 n=2kp

α
 4ky(4ky-1)/2,从而有

Z(n)=m≤ 4ky-1≤ 4k(p
α
-1)/2 -1≤n-2k-1≤(1 -1/p

α
)n.

若 p
α
 (4ky+1),则 n=2kp

α
 4ky(4ky+1)/2,从而也有

Z(n)=m≤ 4ky≤ 4k(p
α
-1)/2≤ n-2k=(1 -1 /p

α
)n.

(3)　n=2
α
(2k+1), α≥ 1, k≥1,则同余方程(2k+1)x≡1(mod2

α+1
)与(2k+1)x≡-1(mod2

α+1
)

均必有解 ,且为奇数 ,设 a为同余方程(2k+1)x≡1(mod2
α+1
)的解 ,若 1≤a≤ 2

α
-1,则取 a即可 ,否则

2
α
+1≤a≤ 2

α+1
-1,则 2

α+1
-a≤ 2

α+1
-2

α
-1 =2

α
-1 ,且 2

α+1
-a满足同余方程(2k+1)x≡-

1(mod2
α+1
),故 2个同余方程中必有一个满足 1≤a≤2

α
-1的解 a,则 2

α+1
 [ (2k+1)a+1]或 2

α+1
 [ (2k

+1)a-1] .

若 2
α+1
 [ (2k+1)a+1] ,则 2

α+1
(2k+1) [ (2k+1)a+1] (2k+1),从而

Z(n)≤a(2k+1)≤(2
α
-1)(2k+1)≤(1 -1 /2

α
)n.

而当 2
α+1
 [ (2k+1)a-1] 时 ,同理也有 Z(n)≤(1 -1/2

α
)n.

总之 ,对于(2), (3)2种情况 ,即 n=2
α
p
α
1

1 p
α
2

2 …p
α
k
k　(α≥ 1, αi≥ 1, k≥ 2)为其标准素分解式 ,令 q

γ

=min{2
α
, p
α1
1 , p

α2
2 , … , p

αk
k},则 n=2

α
p
α1
1 p

α2
2 …p

αk
k >q

3γ
,从而 q

γ
<

3

n,则

Z(n)≤n(1 -1/q
γ
)<n(1 -1 /

3

n)=n-n
2/3
,

这样 ,当 n充分大时 ,由引理 4, Sc(n)+Z(n)<n+n
7 /12
+n-n

2/3
<2n,即该 n不满足原方程.综上所述 ,

定理 2成立.

而对于 n=2
α
p
β
, α≥ 1, β ≥ 1, (2, p)=1 , p为素数的情形需要进一步讨论.
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AnequationconcerningtheSmarandachefunction

YANGChang-en

(CollegeofMathematicsandInformationScience, XianyangNormalUniversity, Xianyang, Shaanxi712000, China)

Abstract:Foranypositiveintegern, thefamouspseudoSmarandachefunctionZ(n)isdefinedasmin{m:n m

(m+1)/2}.TheSmarandachereciprocalfunctionSc(n)isdefinedasmax{m:y n!, 1≤y≤m, m+1 n!}.

BasedontheanalysisofthepropertiesforZ(n)andSc(n), thesolutionoftheequationSc(n)+Z(n)=2nis

discussed.Someresultsaboutthesolutionareobtained, byusingthecongruenceequationtheory, aswellasthe

elementarymethod.

Keywords:pseudoSmarandachefunction;Smarandachereciprocalfunction;solutionoftheequation
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