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关于 Smarandache函数的两个方程
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摘要：对于著名的伪 Smarandache 函数 Z(n), Smarandache 互反函数 Sc(n), 以及
伪 Smarandache 对偶函数 Z∗(n), 利用初等方法, 借助同余方程理论, 研究了包含函
数 Z(n), Sc(n) 以及 Z∗(n) 的两个方程解的问题, 并给出了一些有趣的结果.
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1 引引引言言言及及及结结结论论论

对任意正整数 n, 著名的伪 Smarandache 函数 Z(n) 定义为使得 n 整除
∑m

k=1 k 的最小的

正整数 m, 即 Z(n) = min
{
m : n

∣∣ m(m+1)
2

}
. 例如, 该函数的前几个值为: Z(1) = 1, Z(2) =

3, Z(3) = 2, Z(4) = 7, Z(5) = 5, Z(6) = 3, Z(7) = 6, Z(8) = 15, Z(9) = 9, Z(10) =
4, Z(11) = 10, Z(12) = 8, Z(13) = 12, Z(14) = 7, Z(15) = 5, Z(16) = 31, Z(17) =
16, Z(18) = 8, Z(19) = 18, Z(20) = 15, · · · .
关于这一函数, 许多学者研究了它的性质, 并得到了一些重要的结果, 见文献 [1-6]. 例如,

张文鹏教授在文献 [4] 中研究了方程 Z(n) = S(n), Z(n) + 1 = S(n) 的可解性, 并给出了方程
的全部正整数解.

而在文献 [7] 中, 引进了 Smarandache 互反函数 Sc(n), Sc(n) 定义为满足 y
∣∣ n! 且 1 ≤

y ≤ m 的最大正整数 m, 即 Sc(n) = max{m : y
∣∣ n!, 1 ≤ y ≤ m, m + 1 † n!}.

例如, Sc(n) 的前几个值为: Sc(1) = 1, Sc(2) = 2, Sc(3) = 3, Sc(4) = 4, Sc(5) =
6, Sc(6) = 6, Sc(7) = 10, Sc(8) = 10, Sc(9) = 10, Sc(10) = 10, Sc(11) = 12, Sc(12) =
12, Sc(13) = 16, Sc(14) = 16, Sc(15) = 16, · · · .

文献 [7] 研究了 Sc(n) 的初等性质, 并证明了以下结论: 若 Sc(n) = x, 且 n 6= 3, 则 x + 1
是大于 n 的最小素数.
在文献 [8] 中引进了伪 Smarandache 对偶函数 Z∗(n), Z∗(n) 定义为满足

∑m
k=1 k 整

除 n 的最大正整数 m, 即 Z∗(n) = max
{
m : m(m+1)

2

∣∣ n
}
. 文献 [9] 研究了 Z∗(n) 的性质,

得到了一些重要的结果. 文献 [3] 中研究了这三个函数之间的关系方程 Z(n) + Z∗(n) = n

与 Sc(n) = Z∗(n) + n, 得到了一些重要结果, 并提出了一些还未解决的猜想:
猜猜猜想想想 1 方程 Z(n) + Z∗(n) = n 有有限个偶数解, 也许仅有一个偶数解为 n = 6.

收稿日期：2009-03-12.

基金项目：国家自然科学基金 (10671155).

作者简介：杨长恩 (1957-), 副教授, 研究方向：数论与代数.



388 纯粹数学与应用数学 第26卷

猜猜猜想想想 2 方程 Sc(n) = Z∗(n) + n 的解为 pα, 其中 p 为素数,2 † α, pα + 2 也为素数．
本文的目的是研究了以上的问题, 得到了下面的:
定定定理理理 1 当 n 为偶数时, 方程 Z(n) + Z∗(n) = n 的解只有 n = 6．
定定定理理理 2 方程 Sc(n) = Z∗(n) + n 的解为 pα, 其中 p 为素数,2 † α, pα + 2 也为素数, 以及

满足条件 a(2a− 1) † n (a > 1), n + 2 为素数,n 为正整数．

2 定定定理理理的的的证证证明明明

在证明定理之前, 我们先给出下面的
引引引理理理 1 若 Sc(n) = x ∈ Z, 且 n 6= 3, 则 x + 1 为大于 n 的最小素数．

证证证明明明 见文献 [7]．
由此可见,Sc(n) 除了在 n = 1, n = 3 为奇数外, 在其余情况下的值都是偶数．
引引引理理理 2

Z∗(pα) =





2, p 6= 3,

1, p = 3.

证证证明明明 见文献 [9]．
引引引理理理 3 若 n ≡ 0(mod a(2a− 1)), 则有 Z∗(n) ≥ 2a > 1．
证证证明明明 见文献 [9]．
引引引理理理 4

Z∗(n) ≤
√

8n + 1− 1
2

.

证证证明明明 见文献 [9]．
引引引理理理 5 当 n = pα0

0 pα1
1 pα2

2 · · · pαk
k (p0 = 2, pi ≥ 3, k ≥ 1, αi ≥ 1) 为 n 的标准素分解式时,

有

Z(n) ≤ n− n

min{pα0
0 , pα1

1 , pα2
2 , · · · , pαk

k } .

证证证明明明 当 n = pα0
0 pα1

1 pα2
2 · · · pαk

k (p0 = 2, pi ≥ 3, k ≥ 1, αi ≥ 1) 为其标准素分解式时, 分
两种情况来证明

(i) 设 n = 2kpα, α ≥ 1, (2k, pα) = 1, p ≥ 3 为素数, 由同余方程 4kx ≡ 1(mod pα) 有解,
可得同余方程 16k2x2 ≡ 1(mod pα)有解,其解不妨设为 y,则可取 1 ≤ y ≤ pα−1,又 pα−y亦为

前面同余方程的解,则可取 1 ≤ y ≤ pα − 1
2
．由 16k2y2 ≡ 1(mod pα),则 pα

∣∣ (4ky−1)(4ky+1),

而 (4ky − 1, 4ky + 1) = 1, 于是 pα
∣∣ 4ky − 1 或 pα

∣∣ 4ky + 1．

若 pα
∣∣ 4ky − 1, 则 n = 2kpα

∣∣ 4ky(4ky − 1)
2

, 从而

Z(n) = m ≤ 4ky−1 ≤ 4k(pα − 1)
2

−1 ≤ n−2k−1 ≤ (1− 1
pα

)n ≤ n− n

min{pα0
0 , pα1

1 , pα2
2 , · · · , pαk

k } .

若 pα
∣∣ 4ky + 1, 则 n = 2kpα

∣∣ 4ky(4ky + 1)
2

, 从而也有

Z(n) = m ≤ 4ky ≤ 4k(pα − 1)
2

≤ n− 2k = (1− 1
pα

)n ≤ n− n

min{pα0
0 , pα1

1 , pα2
2 , · · · , pαk

k } .
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(ii)设 n = 2α(2k+1), (α ≥ 1, k ≥ 1),则同余方程 (2k+1)x ≡ 1(mod 2α+1)与 (2k+1)x ≡
−1(mod 2α+1)均必有解,且为奇数,设 a为同余方程 (2k+1)x ≡ 1(mod 2α+1)的解,若 1 ≤ a ≤
2α−1,则取 a即可,否则 2α+1 ≤ a ≤ 2α+1−1,则 2α+1−a ≤ 2α+1−2α−1 = 2α−1,且 2α+1−a

满足同余方程 (2k + 1)x ≡ −1(mod 2α+1), 故两个同余方程中必有一个满足 1 ≤ a ≤ 2α − 1 的
解 a, 则 2α+1

∣∣ (2k + 1)a + 1 或 2α+1
∣∣ (2k + 1)a− 1, 若 2α+1

∣∣ (2k + 1)a + 1, 则

2α+1(2k + 1)
∣∣ [(2k + 1)a + 1](2k + 1)a,

从而

Z(n) ≤ a(2k + 1) ≤ (2α − 1)(2k + 1) ≤ (1− 1
2α

)n ≤ n− n

min{pα0
0 , pα1

1 , pα2
2 , · · · , pαk

k } .

而当 2α+1
∣∣ (2k + 1)a− 1 时, 同理也有

Z(n) ≤ (1− 1
2α

)n ≤ n− n

min{pα0
0 , pα1

1 , pα2
2 , · · · , pαk

k } .

综合 (i),(ii), 我们有, 当 n = pα0
0 pα1

1 pα2
2 · · · pαk

k (p0 = 2, pi ≥ 3, k ≥ 1, αi ≥ 1) 为其标准素
分解式时, 则

Z(n) ≤ n− n

min{pα0
0 , pα1

1 , pα2
2 , · · · , pαk

k } .

下面我们将给出定理的证明.
定定定理理理 1 的的的证证证明明明 我们分两种情况来证明.
(1) 当 n 至少有三个不同的素因子时, 即 n = pα0

0 pα1
1 pα2

2 · · · pαk
k (p0 = 2, k ≥ 1, αi ≥ 1) 是

其标准素分解式, 为了书写方便, 令 pαi
i = min

{
pα0
0 , pα1

1 , pα2
2 , · · · , pαk

k

}
, 则

n

p2αi
i

+
1

pαi
i

=
pα0
0 pα1

1 pα2
2 · · · pαi−1

i−1 p
αi+1

i+1 · · · pαk
k

pαi
i

+
1

pαi
i

> 2.

从而,
4n2

p2αi
i

+
4n

pαi
i

+ 1 > 8n + 1, 进而
n

pαi
i

>

√
8n + 1− 1

2
, 于是由引理 4 与引理 5, 有

Z(n) + Z∗(n) ≤ n− n

pαi
i

+
√

8n + 1− 1
2

< n.

(2) n = 2αqβ (α ≥ 1, β ≥ 0, q ≥ 3 为素数 )．分两种情况来证明.
(i) 设 Z∗(n) = 2a, 则 a(2a + 1)

∣∣ 2αqβ．若 a 是大于１的奇数, 则 a 与 2a + 1 均是 q

的正整数次幂, 与 a 与 2a + 1 互素矛盾, 从而 a 为偶数, 则 a|2α, 可设 a = 2γ(0 ≤ γ ≤ α),
又 (2a + 1)

∣∣ qβ , 于是 (2γ+1 + 1)
∣∣ qβ．若 n 为方程 Z(n) + Z∗(n) = n 的解, 则 Z(2αqβ) =

2αqβ − 2γ+1, 进而 2α+1qβ
∣∣ (2αqβ − 2γ+1)(2αqβ − 2γ+1 + 1). 则有 qβ

∣∣ 2γ+1 − 1 而矛盾．故此
时的 n 不是原方程的解．

(ii) 若 Z∗(n) = 2a − 1, 则 a(2a − 1)
∣∣ 2αqβ．由 (a, 2a − 1) = 1, 有 a = 2γ(0 ≤ γ ≤ α),

且 (2a − 1)
∣∣ qβ , 于是 (2γ+1 − 1)

∣∣ qβ．若 n 为方程 Z(n) + Z∗(n) = n 的解, 则 Z(2αqβ) =
2αqβ−2γ+1 +1,进而 2α+1qβ

∣∣ (2αqβ−2γ+1 +1)(2αqβ−2γ+1 +2)．因 (2αqβ−2γ+1 +1, 2αqβ−
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2γ+1 + 2) = 1, 则有 qβ
∣∣ 2γ+1 − 1 或 qβ

∣∣ 2γ+1 − 2．但 qβ
∣∣ 2γ+1 − 2 与 (2γ+1 − 1)

∣∣ qβ 矛盾,
则 qβ

∣∣ 2γ+1 − 1．从而 qβ = 2γ+1 − 1 = 2a− 1, 于是 Z(2αqβ) = (2α − 1)qβ．

又 2α+1
∣∣ (2αqβ − 2γ+1 + 2), 这时又分两种情况.

若 γ = α, 有 2α+1
∣∣ (2αqβ + 2), 则 2α

∣∣ 2, 有 α = 1, 从而 a = 2, qβ = 3, 则 n = 6．
而 Z(6) + Z∗(6) = 3 + 3 = 6, 即 n = 6 为原方程的解．

若 0 ≤ γ ≤ α − 1, 则 a = 2γ ≤ 2α−1, qβ = 2a − 1 ≤ 2α − 1, 从而 Z(2αqβ) ≤ 2α(qβ −
1), Z∗(2αqβ) = qβ, 则

Z(2αqβ) + Z∗(2αqβ) ≤ 2α(qβ − 1) + qβ ≤ 2α(qβ − 1) + 2α − 1 = n− 1,

故此时的 n 不是原方程的解．

定定定理理理 2 的的的证证证明明明 我们分五种情况来证明.
(1) n = 1 时, Z∗(1) = 1, Sc(1) = 1, 则 1 不为其解．
(2) n = 3α (α ≥ 1), 由引理２,Z∗(3α) = 2, 若 n = 3α 是原方程的解, 则 Sc(3α) = 2 + 3α,

因为 3
∣∣ 3α + 2 + 1, 从而 3α + 2 + 1 不可能为素数而与引理１相矛盾, 故 n = 3α 不是原方程的

解．

(3) n = pα (α ≥ 1, p ≥ 5 为素数), 由引理 2,Z∗(pα) = 1, 若 n = pα 是原方程的解,
则 Sc(pα) = 1 + pα, 因当 p ≥ 5 时,3

∣∣ p2β + 2, 故由引理１,α 不能为偶数, 且当 pα + 2 (2†α) 为
素数时,n = pα (α ≥ 1, p ≥ 5 为素数) 满足原方程．

(4) n = 2α(α ≥ 1),若 m(m+1)
2

∣∣ 2α,因 (m,m+1) = 1,则 m = 1,故 Z∗(2α) = 1,若 n = 2α

是原方程的解, 则 Sc(2α) = 1 + 2α, 因 2
∣∣ (2α + 1 + 1), 与引理１矛盾, 故 n = 2α(α ≥ 1) 不是

原方程的解．

(5) n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk
k (k ≥ 2, αi ≥ 1) 为其标准素分解式．我们又分为两种情况来证明.

(i) 2 †n, 则 2 † pαi
i 时, 从而 2

∣∣ Sc(n), 若 n要满足原方程, 则必须 2 †Z∗(n). 现考虑 Z∗(n),
若存在整数 a(a > 1),使 a(2a−1)

∣∣ n,则 Z∗(n) ≥ 2a−1,若存在整数 a(a > 1),使 a(2a+1)
∣∣ n,

则 Z∗(n) ≥ 2a, 从而

Z∗(n) = max{max{2k : k(2k + 1)
∣∣ n}, max{2k − 1 : k(2k − 1)

∣∣ n}}.

再分三种情况来讨论

第一, 若 Z∗(n) = 2a− 1 > 1, 则 a(2a− 1)
∣∣ n, 有 a

∣∣ n, a
∣∣ [n + (2a− 1) + 1]．若 n 要满

足原方程, 则 Sc(n) = 2a− 1 + n．而 Sc(n) + 1 不为素数, 与引理１相矛盾．
第二, 若 Z∗(n) = 2a > 1, 则 a(2a + 1)

∣∣ n, 有 a
∣∣ n, (2a + 1)

∣∣ n．若 n 要满足原方程,
则 Sc(n) = 2a + n．而 Sc(n) + 1 不为素数, 与引理１相矛盾．
最后, 若 Z∗(n) = 1, 由 a > 1, 则 a(2a− 1) †n, 从而若 n+2 不是素数, 由引理 1, 这样的 n

不是原方程的解．若 n + 2 为素数, 由引理 1, 这样的 n 为原方程的解．即 a(2a− 1) † n, n + 2
为素数时的正整数 n 为原方程的解．

(ii) 2
∣∣ n, 若 n 满足原方程, 则必须 Z∗(n) 为偶数, 且 Z∗(n) ≥ 2, 而 Z∗(n) = m ≥

2, m(m+1)
2

∣∣ n, 则 (m + 1)
∣∣ n, 进而 (m + 1)

∣∣ (n + m + 1), 这样 Sc(n) = n + m + 1 不是素数,
与引理１矛盾． (下下下转转转第第第 399 页页页)
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Abstract: In this paper, for finding a common fixed points of a family of infinite ki-strict pseudo-contractive

mappings in Hilbert space. Under suitable conditions, some strong convergence theorems are proved by CQ

method. The results presented in this paper extend and improve some recent results.
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