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关于 Smarandache 函数的复合函数的均值

赵 琴， 高 丽

（延安大学 数学与计算机学院，陕西 延安 716000）

摘 要：对任意的正整数 n，定义数论函数 W（n）为最小的正整数 k，使得 n≤k（3k+1），即 W（n）=min｛k：n≤k（3k+1），

k∈N｝. 利用初等及解析的方法研究复合函数 S（W（n））的均值分布，并获得了较强的均值分布的渐近公式 .
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On the Mean Value of the Smarandache Function
Zhao Qin， Gao Li

（College of Mathematics and Computer Science，Yan’an University，Yan’an 716000，Shaanxi China）

Abstract：For any positive integer n，the new function W（n）is defined as the smallest positive integer k such that
n≤k（3k+1）. That is W（n）=min｛k：n≤k（3k+1），k∈N｝． The main purpose of this paper is to study the mean value
properties of the composite function S（W（n）），and to give a sharper asymptotic formula by the elementary and analytic
methods．
Key words：Smarandache function； composite function；mean value； asymptotic formula

1 引言及结论

对于任意的正整数 n，著名的 Smarandache 函数 S（n）定义为最小正整数 m，使得 n│m!，即 S（n）=min｛m：

n│m!，m∈N｝． 对于任意正整数 n>1，如果 n=p1
α1 p2

α2…ps
αs 是 n 的标准素因数分解式，由 S（n）的定义和性质

容易推出[1]

S（n）= max
1≤i≤s

｛S（pi
αi）｝． （1）

关于 S（n）的算术性质，许多学者进行了研究，例如文献［2］研究了 Smarandache 函数的有界性问题，得到

了S（pα）的上下界估计，即

（p-1）α≤S（pα）≤（p-1）α［α+1+ log p
α］+1 ． （2）

文献［3］讨论了一个与 S（n）相关的加权均值的分布问题，文献［4］研究了 S（n）的均值分布问题，给出了

该函数均值的一个较强的渐近公式

n≤x
ΣS（n）= π

2

12·
x2
ln x +O x2

ln2 xx x．
对任意的正整数 n，定义一个新的函数 W（n）为最小的正整数 k，使得 n≤k（3k+1），即 W（n）=min｛k：

n≤k（3k+1），k∈N｝． 本文研究了复合函数 S（W（n））的均值分布问题，并给出一个较强的渐近公式 ．
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定理 设 k≥2 是给定的整数，则对任意实数 x>1，有渐近公式

n≤x
ΣS（W（n））= π2

486·
（3x）

3
2

ln 3x姨
+

k

i=2
Σ bi·（3x）

3
2

lni 3x姨
+O x

3
2

lnk+1 x
x x，

其中 bi（i＝2，3，…，k）是可计算的常数 ． 特别地，当 k=1时有下面结论：

推论 对任意实数 x>1，有渐近公式

n≤x
ΣS（W（n））= π2

486·
（3x）

3
2

ln 3x姨
+O x

3
2

ln2 x
x x．

2 定理的证明

事实上在和式

n≤x
ΣS（W（n）） （3）

中注意到，如果 W（n）=m，那么当 k（3k+1）≤n≤（k+1）（3k+4）时都有 W（n）=m ． 也就是说，方程 W（n）=m 有

6m+4 个解，即 n=m（3m+1）+1，m（3m+1）+2，…，（m+1）（3m+4）． 由于 n≤x，所以当 W（n）=m 时，m 满足 1≤

m≤ 12x+1姨 -1
6 ，亦即 m= 3x姨

3 +O（1），于是注意到 S（n）≤n，有

n≤x
ΣS（W（n））=

n≤x，W（n）=m
ΣS（m）=

m≤ 12x+1姨 -1
6

ΣmS（m）+O（x）=
m≤ 3x姨

3

ΣmS（m）+O（x）．

现将区间［1， 3x姨
3 ］中的所有正整数分成两个集合[5]A和 B，其中集合 A 包含所有那些满足存在素数 p

使得 p│n 且 p> n姨 的正整数 m；而集合 B 包含所有那些在区间［1， 3x姨
3 ］中不属于集合 A 的所有正整数

m ． 于是利用性质（1）有

m≤ 3x姨
3

Σm·S（m）=
m∈A
Σm·S（m）+

m∈B
Σm·S（m）．

现在计算集合 A 中的情况

m∈A
Σm·S（m）=

m∈A
p│m，p> m姨

Σm·S（m）=
mp≤ 3x姨

3
m<p

Σmp·S（mp）=
mp≤ 3x姨

3
m<p

Σmp·p=
m≤ x

3
4
姨
Σ m·

m<p≤ 3x姨
3m

Σ p2 ． （4）

设 π（x）=
p≤x
Σ1，于是利用 Abel 求和公式以及素数定理[6]

π（x）=
p≤x
Σ1=

k

i=1
Σ ci x

lni x
+O x

lnk+1 x∈ x，
其中，ci（i＝1，2，3，…，k）为常数且 c1=1，有

m<p≤ 3x姨
3m

Σ p2 =π 3x姨
3mx x 3x姨

3mx x2 -π（m）·m2 -
3x姨

3m

m乙 2tπ（t）dt=

1
3·

（ 3x姨 ）
3

（3m）
3 +

k

i=2
Σ ai（ 3x姨 ）

3·lni m
m3 lni 3x姨

+O x
3
2

m3 lnk+1 x
x x=
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1
81·

（3x）
3
2

m3 ln 3x姨
+

k

i=2
Σ ai（3x）

3
2·lni m

m3 lni 3x姨
+O x

3
2

m3 lnk+1 x
Σ Σ， （5）

其中，ai（i＝2，3，…，k）是可计算的常数 ． 注意到

∞

i=1
Σ 1

m2 =
π2

6 ，结合（4）、（5）式可得：

m∈A
Σm·S（m）= 1

81·
（3x）

3
2

ln 3x姨
·

m≤ x
3

4
姨
Σ 1

m2 +
m≤ x

3
4
姨
Σ

k

i=2
Σ ai（3x）

3
2·lni m

m2 lni 3x姨
+O x

3
2

lnk+1 x
Σ ≤=

π2

486·
（3x）

3
2

ln 3x姨
+

k

i=2
Σ bi（3x）

3
2

lni 3x姨
+O x

3
2

lnk+1 x
Σ ≤， （6）

其中，bi（i＝2，3，…，k）是可计算的常数 ．

现在讨论集合 B 中的情况 ． 由（1）、（2）式及集合 B 的定义知，对任意的正整数 m∈B，当 m 的标准素因

数分解式是 m=p1
α1 p2

α2…ps
αs时，则有

S（n）= max
1≤i≤s

｛S（pi
αi）｝≤ max

1≤i≤s
｛αi·pi｝≤ m姨 ln m， （7）

于是由（7）式可得

m∈B
Σm·S（m）≤

m∈B
Σm· m姨 ln m≤

m≤ 3x姨
3

Σ m
3
2 ln m≤x

5
4 ln x ． （8）

由集合 A、B 的定义并结合（6），（8）式有

n≤x
ΣS（W（n））=

m≤ 3x姨
3

Σm·S（m）+O（x）=
m∈A
Σm·S（m）+

m∈B
Σm·S（m）+O（x）=

π2

486·
（3x）

3
2

ln 3x姨
+

k

i=2
Σ bi（3x）

3
2

lni 3x姨
+O x

3
2

lnk+1 x
Σ ≤．

其中 bi（i＝2，3，…，k）是可计算的常数 ． 于是完成了定理的证明 ．

在定理中令 k=1 即可得到推论 ．
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