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摘　要：　对 任 意 的 正 整 数ｎ，定 义 数 论 函 数 （）Ｗ　ｎ 为 最 小 的 正 整 数ｋ，使 得ｎ !ｋ　３ｋ　＋（ ）１ ，即

（）Ｗ　ｎ ＝ｍｉｎ　ｋ：ｎ!ｋ　３ｋ　＋（ ）１ ，ｋ∈｛ ｝Ｎ ．利用初等 及 解 析 的 方 法 研 究 复 合 函 数 （）（ ）Ｓ　Ｗ　ｎ 的 均 值 分

布，并获得了较强的均值分布的渐近公式．
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１　引言及结论

对于任意 的 正 整 数ｎ，著 名 的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函 数 （）Ｓ　ｎ 定 义 为 最 小 正 整 数ｍ ，使 得ｎ　ｍ！，即

（）Ｓ　ｎ ＝ｍｉｎ　ｍ：ｎ　ｍ！，ｍ∈｛ ｝Ｎ ．对于任意正整数ｎ＞１，如果ｎ＝ｐ１α１ｐ２α２…ｐｓαｓ 是ｎ的标准素因数

分解式，由 （）Ｓ　ｎ 的定义和性质容易推出　 （）Ｓ　ｎ ＝ｍａｘ
１!ｉ!ｓ

Ｓ　ｐｉα（ ）｛ ｝ｉ （１）

关于 （）Ｓ　ｎ 的算术性质，许多学者进行了研究，例如文献 ［］２ 研究了Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数的有界性问

题，得到了Ｓ ｐ（ ）α 的上下界估计，即 ｐ－（ ）１α!Ｓ ｐ（ ）α ! ｐ－（ ）１αα＋１＋ｌｏｇα［ ］ｐ ＋１ （２）

文献 ［］３ 研究了 （）Ｓ　ｎ 的均值分布问题，给出了该函数均值的一个较强的渐近公式
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对任意的正整数ｎ，定义一个新的函数 （）Ｗ　ｎ 为最小的正整数ｋ，使得ｎ!ｋ　３ｋ　＋（ ）１ ，即 （）Ｗ　ｎ ＝

ｍｉｎ　ｋ：ｎ!ｋ　３ｋ　＋（ ）１ ，ｋ∈｛ ｝Ｎ ．本文研究了复 合 函 数 （）（ ）Ｓ　Ｗ　ｎ 的 均 值 分 布 问 题，并 给 出 一 个 较 强 的

渐近公式．

定理　设ｋ２是给定的整数，则对任意实数ｘ＞１，有渐近公式
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其中ｂｉｉ＝２，３，…，（ ）ｋ 是可计算的常数．特别地，当ｋ＝１时有下面结论：

推论　对任意实数ｘ＞１，有渐近公式
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２　定理的证明

事实上在和式

∑
ｎ!ｘ

（）（ ）Ｓ　Ｗ　ｎ （３）

中，注意到如果 （）Ｗ　ｎ ＝ｍ，那么当ｋ　３ｋ　＋（ ）１ !ｎ! ｋ　＋（ ）１　３ｋ　＋（ ）４ 时都有 （）Ｗ　ｎ ＝ｍ．也就是说方程

（）Ｗ　ｎ ＝ｍ有６ｍ＋４个解ｎ＝ｍ ３ｍ＋（ ）１ ＋１，ｍ ３ｍ＋（ ）１ ＋２，… ，ｍ＋（ ）１　３ｍ＋（ ）４ ．由于ｎ!ｘ，

所以当 （）Ｗ　ｎ ＝ｍ时，ｍ满足１!ｍ ! １２ｘ＋槡 １－１
６

，亦即ｍ＝ ３槡ｘ
３ ＋Ｏ（）１ ，于是注意到 （）Ｓ　ｎ !ｎ，有
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现将区间 １， ３槡ｘ［ ］３
中的所有正整数分成两个集合Ａ和Ｂ ，其中集合Ａ包含所有那些满足存在素

数ｐ使得ｐ　ｎ且ｐ＞槡ｎ的正整数ｍ ；而集合Ｂ包含所有那些在区间 １， ３槡ｘ［ ］３
中不属于集合Ａ的所

有正整数ｍ．于是利用性质 （）１ 有
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现在计算集合Ａ中的情况
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其中，ｃｉｉ＝１，２，３，…，（ ）ｋ 为常数且ｃ１ ＝１，有
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其中，ａｉｉ＝２，３，…，（ ）ｋ 是可计算的常数．

注意到∑
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其中，ｂｉｉ＝２，３，…，（ ）ｋ 是可计算的常数．
现在讨论集合Ｂ中的情况．由 （）１ 、（）２ 式及集合Ｂ的定义知，对任意的正整数ｍ∈Ｂ，当ｍ的标

准素因数分解式是ｍ＝ｐ１α１ｐ２α２…ｐｓαｓ 时，则有
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由集合Ａ、Ｂ的定义并结合 （）６ ，（）８ 式有
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其中ｂｉｉ＝２，３，…，（ ）ｋ 是可计算的常数．于是完成了定理的证明．

在定理中令ｋ＝１即可得到推论．
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