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关于 Smarandache 双阶乘函数与
伪 Smarandache 函数的混合均值

鲁伟阳，高 丽* ，郝虹斐

( 延安大学数学与计算机科学学院，陕西 延安 716000)

摘要:对任意的正整数 n，著名的 Smarandache双阶乘函数 Sdf( n) 定义为最小的正整数 m 使得 n |m! !，即 Sdf
( n) = min{m∶ m∈N，n |m! ! }。著名的伪 Smarandache函数 Z( n) 定义为最小的正整数 m使得 nm( m + 1) /
2，即 Z( n) = min{m∶ m∈N，nm( m + 1) /2}。利用初等方法和解析方法研究了复合函数 Sdf( Z( n) ) 的均
值，并得到一个较强的渐近公式。
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On the Hybrid Mean Value of the Smarandache Double
Factorial Function and the Pseudo-Smarandache Function

LU Wei-yang，GAO Li* ，HAO Hong-fei

( College of Mathematics and Computer Science，Yan'an University，Shaanxi Yan'an 716000 PＲC)

Abstract: For any positive integer n，the famous Smarandache double factorial function Sdf( n) is de-
fined as the smallest positive integer m such that n | m! ! ． That is Sdf ( n) = min { m∶m∈N，n |
m! ! } ． And the Pseudo-Smarandache function Z ( n ) is defined as the smallest positive integer m
such that nm( m + 1) /2． That is，Z( n) = min{ m∶m∈N，nm( m + 1) /2} ． The main purpose
of this paper is to study the mean value properties of the composite function Sdf( Z( n) ) and give a
sharper asymptotic formula by the elementary method and analytic method．
Key words: Smarandache double factorial function，Pseudo-Smarandache function，Composite func-
tion，Mean value

1 引言及结论

对任意的正整数 n，著名的 Smarandache 双阶

乘函数 Sdf( n) 定义为最小的正整数 m 使得 n |

m! ! ，其中 m! ! =
1·3·5…m，2n
2·4·6…m，2 |{ n

，即 Sdf ( n)

= min{ m∶m∈N，n |m! ! }。Sdf( 1) = 1，Sdf( 2) =
2，Sdf( 3) = 3，Sdf( 4) = 4，Sdf( 5) = 5，Sdf( 6) = 6，

Sdf( 7) = 7，Sdf( 8) = 4，Sdf( 9) = 9，Sdf( 10) = 10，
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…。关于函数 Sdf( n) 的初等性质，有不少学者进

行了研究并得到一些重要的结果。例如: 乐茂

华［1］给出结论: 若 2 | n，且 n = 2αn1，其中 α，n 是正

整数，2n1，则有

Sdf( n) max{ Sdf( 2α ) ，2Sdf( n1 ) }。

沈虹［2］得到了一个较强的渐近公式∑
nx

Sdf( n)

= x ln x
ln ln x + O( x ln x

( ln ln x) 2 ) 。

樊旭辉［3］ 也得到一个较强的渐近公式∑
nx

Sdf( n) = 5π2

48
x2
ln x +∑

k

i = 2

eix
2

lni x
+ O( x2

lnk+1x
) ，其中 ei

为可计算的常数。
著名的伪 Smarandache 函数 Z ( n) 定义为最

小的正整数 m 使得 nm( m + 1 ) /2，即 Z( n) =
min{ m∶m∈N，nm ( m + 1 ) /2}。关于函数 Z
( n) 的初等性质，许多学者进行了研究，并获得了

不少有意义的结果［4 ～ 7］。例如: Yuanbing Lou［6］

研究了一个包含伪 Smarandache 函数的均值问

题，得到了一个渐近式:

∑
nx

ln Z( n) = x ln x + O( x) 。

Lin Cheng［7］ 也讨论了一个包含伪 Smarand-
ache 函数的均值，得到渐近式:

∑
nx

p( n)
Z( n)

= x
ln x +∑

k

i = 2

aix
lni x

+ O( x
lnk+1x

) 。

吴启斌［8］ 讨论了复合函数 S( Z( n) ) 的均值，

得到较强的渐近公式

∑
nx

S( Z( n) ) = π2

18
( 2x)

3
2

ln 2槡 x
+∑

k

i = 2

ci ( 2x)
3
2

lni 2槡 x
+

O( x
3
2

lnk+1x
) ，

其中，ci ( i = 1，2，…，k) 为可计算的常数，S( n) 为

著名的 Smarandache 函数。
刘华［9］ 讨论了复合函数 SL( Z( n) ) 的均值，

同样得到一个较强的渐近式

∑
nx

SL( Z( n) ) = π2

18
( 2x)

3
2

ln 2槡 x
+∑

k

i = 2

bi ( 2x)
3
2

lni 2槡 x
+

O( x
3
2

lnk+1x
) ，

其中，bi ( i = 1，2，…，k) 为可计算的常数，SL( n)

为著名的 F Smarandache LCM 函数。
本文主要在上述文献的基础上，利用初等方

法和解析方法研究了复合函数 Sdf( Z( n) ) 的均

值问题，并得到一个较强的渐近公式。下面给出本

文的主要结论。
定理: 设 k 2 是一个给定的整数，则对于任

意的实数 x ＞ 1，有渐近公式

∑
nx

Sdf( Z( n) ) = π2

18
( 2x)

3
2

ln 2槡 x
+∑

k

i = 2

ai ( 2x)
3
2

lni 2槡 x

+ O( x
3
2

lnk+1x
) ，

其中，ai ( i = 1，2，…，k) 是可计算的常数。特别

地，当 k = 1 时，有下面简单的推论成立。
推论: 对于任意的实数 x ＞ 1，有渐近公式

∑
nx

Sdf( Z( n) ) = π2

18
( 2x)

3
2

ln 2槡 x
+ O( x

3
2

ln2x
) 。

2 相关引理

引理 1［1，10］: 设正整数 n 的标准素因数分解

式为 n = pα11 pα22 …pαkk ，

( 1) 若 2n，则有 Sdf( n) = max
1ik

{ Sdf( pαii ) } ;

( 2) 若 2 | n，且 n = 2αn1，其中 α，n 是正整数，2
n1，则有 Sdf( n) max{ Sdf( 2α ) ，2Sdf( n1 ) }。

引理 2［3］: 对任意的正整数 n，若 P( n) 是 n 的

最大素因子，那么有如下结论成立:

( 1) 当 P( n) ＞槡n，且 2n 时，有 Sdf( n) = P
( n) ;

( 2) 当 P( n) ＞槡n，且 2 | n 时，有 Sdf( n) = 2P
( n) ;

( 3) 当 P( n) ＜槡n时，有 Sdf( n) ＜ 4槡nln n。

引理 3［12］: 设 x ＞1 为实数，则有 π( x) =∑
px

1

=∑
k

i = 1

cix
lni x

+ O( x
lnk+1x

) ，其中 ci ( i = 1，2，…，k) 是

常数，并且 c1 = 1。
引理 4［12，13］( Abel 等式) : 对任一数论函数

a( n) ，令 A( x) =∑
nx

a( n) ，其中当 x ＜ 1 时，A( x)

= 0，假设 f 在区间［y，x］上有连续导函数，其中 0
＜ y ＜ x，那么有

∑
y ＜ nx

a( n) f( n) = A( x) f( x) － A( y) f( y) － ∫
x

y

A( t) f'( t) dt。
引理5［12］: 当 s ＞ 1 时，Ｒiemam zeta 函数定义

为 ζ( s) = ∑
∞

n = 1

1
ns。显然有 ζ( 2) = ∑

∞

n = 1

1
n2 = π2

6 。
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3 定理的证明

对任意的整数 n ＞ 1，当
( m － 1) m

2 + 1n

m( m + 1)
2 时都有 Z( n) = m，即方程 Z( n) = m 有

m 个 解 n = ( m － 1) m
2 + 1，

( m － 1) m
2 + 2，…，

m( m + 1)
2 。因为 nx，所以由文献［11］可知，当

Z( n) = m 时，1m 8x槡 + 1 － 1
2 显然成立。由

Smarandache 双阶乘函数的性质可知 Sdf( n) n，

则有

∑
nx

Sdf( Z( n) ) = ∑
nx，Z( n) =m

Sdf( m) = ∑
m 8x+槡 1－1

2

m·Sdf( m) + O( x) = ∑
m 2槡 x

m·Sdf( m) + O( x) 。

现将所有整数1m 2槡 x分成2个集合X，

Y，其中集合 X 包含所有满足条件: 存在素数 p 使

得 p | m 的正整数 m，并且 p 满足 槡p ＞ n; 而集合 Y

为包含区间［1， 2槡 x］中不属于集合 X 的正整数。
在集合 X 中讨论，由引理 1 可知

∑
n∈A

m·Sdf( m) = ∑
m 2槡 x
p| m，槡m ＜ p

m·Sdf( m) =

∑
mp 2槡 x，m ＜ p

mp·Sdf( mp) = ∑
mp 2槡 x，m ＜ p

mp·p = ∑
m4 2槡 x

m

∑
m ＜ p 2槡 x

m

p2。

设 π( x) = ∑
px

1，由引理 3 与引理 4 可得

∑
m ＜ p 2槡 x

m

p2 = 2x
m2π( 2槡 x

m ) － m2π( m) － ∫
2槡 x
m

m

2yπ( y) dy = 1
3

( 2x)
3
2

m3 ln 2槡 x
+ ∑

k

i = 2

bi ( 2x)
3
2 lnim

m3 lni 2槡 x
+

O( x
3
2

m3 lnk+1x
) ，

其中，bi 是可计算的常数，并由引理4 可知:∑
∞

m = 1

1
m2

= π2

6 ，则有

∑
n∈X

Sdf( Z( n) ) = 1
3

( 2x)
3
2

3 ln 2槡 x
∑

m4 2槡 x

1
m2 +

∑
m4 2槡 x
∑

k

i = 2

bi ( 2x)
3
2 lnim

m2 lni 2槡 x
+ O( x

3
2

lnk+1x
) = π2

18
( 2x)

3
2

lnk+1x
+

∑
k

i = 2

ai ( 2x)
3
2

lni 2槡 x
+ O( x

3
2

lnk+1x
) ，

其中，ai ( i = 1，2，…，k) 是可计算的常数。
现在讨论集合 Y 的情况，由 Smarandache 双

阶乘函数 Sdf( n) 的定义及相关性质可知，对m
∈ Y，若 m 的标准分解式为 m = pα11 pα22 …pαrr ，由引

理 2 可知:

∑
m 2槡 x，m∈Y

Sdf( m) ＜ ∑
m 2槡 x

4 槡m ln m x
3
2 ln x。

因此有

∑
m∈Y

m·Sdf( m) ＜ ∑
m∈Y

m·4 槡mln m ∑
m 2槡 x

4m
3
2 ln m x

5
4 ln x。

综上可知，

∑
nx

Sdf( Z( n) ) = ∑
m 2槡 x

m·Sdf( m) + O( x) =

∑
n∈X

m·Sdf( m) +∑
n∈Y

m·Sdf( m) + O( x) = π2

18

( 2x)
3
2

ln 2槡 x
+∑

k

i = 2

ai ( 2x)
3
2

lni 2槡 x
+ O( x

3
2

lnk+1x
) ，

其中，ai ( i = 1，2，…，k) 是可计算的常数。证毕。
有趣的发现，如果外函数具有与 Smarandache

函数 S( n) 类似的性质，则其与伪 Smarandache 函

数的复合函数均值的渐近公式是相同的。
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门的工作，也是全省各级地方政府的重要任务。
因此，全省各级科技部门要紧紧依靠当地政府，推

动资源集聚，落实政策保障，创新推进方式，努力

形成全社会关注、支持、参与高新技术产业载体建

设的良好氛围。
3． 1 提高认识，加强领导

各级科技部门要切实把高新技术产业载体建

设摆上重要议事日程，切实加强组织领导。实行

省级科技管理部门宏观引导、规划、指导，载体所

在市、县人民政府具体推进的管理机制。要实行

目标责任制、进展调度制、交流协调制、统计考核

制，使建设目标任务落到实处。
3． 2 深入调研，明确目标

要深入开展高新技术产业载体建设调研工

作，把握全省经济发展全局与地方特色，借鉴兄弟

省市先进经验与做法。要围绕江西省产业发展重

点、行业和产业布局，战略性、前瞻性地谋划高新

技术产业载体建设发展规划，明确发展方向、发展

思路、重点领域、发展目标和政策措施，建设和发

展一批具有明确产业指向和区域特色的高新技术

产业载体。
3． 3 总结典型，以点带面

要对现有的高新技术产业载体进行总结评

估，发掘其在制订规划政策、建立统计体系、培育

高新企业、完善服务体系、加强品牌建设、促进集

群发展等方面的好做法。通过树立先进典型，根

据全省宏观战略部署和地方发展实际，进一步优

化载体的区域布局，指导帮助基础较好的地区培

育一批起点高、特色鲜明的省级载体，带动全省载

体建设快速发展。
3． 4 整合资源，系统联动

要健全高新技术产业载体科技投入机制、税

收扶持机制、金融支持机制、部门联动机制，努力

形成项目向载体集中，资源向载体整合，资金向载

体流动，政策向载体倾斜，服务向载体跟进的发展

态势。建立健全高新技术产业载体交流与合作机

制，全方位、多层次、多渠道、多方式扩大科技开放

合作。

4 结束语

建设高新技术产业载体是提高全省重大创新

需求保障能力、促进科技与经济紧密结合、提升科

技工作显示度的重要抓手。引导载体面向经济社

会发展要求，围绕产业链、创新链合理建设，明确

定位，有序发展，形成全省高新技术产业载体科学

布局，是当前和今后一段时期科技工作面临的紧

迫任务。只要切实加大工作力度，采取有效措施，

集成高效推进载体建设，就能显著提升协同创新

能力和水平，推进“六个一”工程向纵深发展，为

加快科学发展，绿色崛起，建设富裕和谐秀美江西

提供有力的科技支撑。
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