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关于 Smarandache 双阶乘函数与近似伪 Smarandache
函数的混合均值

黄 炜

( 宝鸡职业技术学院基础部，陕西 宝鸡 721013)

摘 要: 利用初等方法和解析方法，研究了著名 Smarandache 双阶乘函数 sdf( n) 与近似伪 Smarandache 函数 U* ( n) 及

U( n) 的复合函数 sdf( U* ( n) ) 及 sdf( U( n) ) 的混合均值分布，获得了两个有趣的混合均值性质及渐近公

式，发展了经典数论函数的相关研究工作．
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On thehybrid mean value of the Smarandache double factorial function
and the approximate pseudo-Smarandache function
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Abstract: The elementary and the analysis methods were used to study the properties of Smarandache double factorial function

and the approximate pseudo-Smarandache function. Some hybrid mean properties and some asymptotic formulas were obtained，

which helped to promote the relevant research work of classical arithmetical function．
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先叙述相关函数．

1 双阶乘

双阶乘: 于任意整数 m ，它的 Smarandache 双阶乘为

m! ! =
1·3·5…m， if m is odd
2·4·6…m，{ if m is even

，例如: 3! ! = 1 × 3 = 3 ，6! ! = 2 × 4 × 6 = 48 ．

2 双阶乘函数

Sdf( n) : Sdf( n) = min m: m! ! = kn，m∈ N. k∈{ }N ，即对任意的正整数 n ． 双阶乘函数 Sdf( n) 定义为

最小的正整数 m 使 得 m! ! 是 n 的一个倍数． 双阶乘函数 Sdf( n) 的前几项值为:

Sdf( 1) = 1，Sdf( 2) = 2，Sdf( 3) = 3，Sdf( 4) = 4，Sdf( 5) = 5，Sdf( 6) = 6，Sdf( 7) = 7，… ．

对于算术 Sdf( n) 函数的均值分布性质，文献 ［1-3］ 进行研究，并得到了一些有价值的研究成果，尤其是文献

［3］给出了一个较强的渐近公式．
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∑
n$x

Sdf( n) = 5π2

48
x2
lnx +∑

k

i = 2

ci·x2

lni x
+ O( x2

lnk+1x
) ，其中 ci 为可计算的常数．

3 近似伪 Smarandache 函数 U* ( n) 及 U( n)

U* ( n) = min m∈ N+ : n $m + 1
2 m( m － 1) ·( r － 2) ，r∈ N+ ，r{ }3 ;

U( n) = max m∈ N+ : n m + 1
2 m( m － 1) ·( r － 2) ，r∈ N+ ，r{ }3 ．

即 U* ( n) 表示不大于 n 的 r 角形数
1
2 2m + m( m － 1) ·( r － 2( )) ，r 3 中数 m 的最大者，U( n) 表示不

小于 n 的 r 角形数
1
2 2m + m( m － 1) ·( r － 2( )) ，r 3 中数 m 的最小者;

对于算术函数 U* ( n) 及 U( n) 的均值分布性质，一些文献进行了研究 4－[ ]8 ，尤其是文献［5］研究了包含

Smarandache 函数 S( u* ( n) ) 的混合均值性质，得到:

∑
n$x

S( U* ( n) ) = π2

18 ( r － 2) 3
( 2( r － 2) x)

3
2

ln 2( r － 2)槡 x
+∑

k

i = 2

ci·( ( 2( r － 2) x)
3
2

lni ( 2( r － 2)槡 x
+ O( x

3
2

lnk+1x
) ．

∑
n$x

S( U( n) ) = π2

18 ( r － 2) 3
( 2( r － 2) x)

3
2

ln 2( r － 2)槡 x
+∑

k

i = 2

ci·( ( 2( r － 2) x)
3
2

lni ( 2( r － 2)槡 x
+ O( x

3
2

lnk+1x
) ．

文献［6］研究了包含 SmarandacheLCM 函数 SL u* ( n( )) 的混合均值性质，得到:

∑
n$x

SL( U* ( n) ) = π2

18 ( r － 2) 3
( 2( r － 2) x)

3
2

ln 2( r － 2)槡 x
+∑

k

i = 2

ci· 2( r － 2)( )x
3
2

lni 2( r － 2)槡 x
+ O( x

3
2

lnk+1x
) ．

∑
n$x

SL( U( n) ) = π2

18 ( r － 2) 3
( 2( r － 2) x)

3
2

ln 2( r － 2)槡 x
+∑

k

i = 2

ci· 2( r － 2)( )x
3
2

lni 2( r － 2)槡 x
+ O( x

3
2

lnk+1x
) ．

文献［7］研究了 Smarandache 双阶乘函数与近似伪 Smarandache 函数 Z( n) 的复合函数 Sdf( Z( n) ) 的混合

均值性质，得到: ∑
n$x

Sdf( Z( n) ) = π2

18
( 2x)

3
2

ln 2槡 x
+ O x

3
2

ln2( )x ．

文献［8］研究了包含 Smarandache 双阶乘函数与近似伪 Smarandache 函数 U6 ( n) 的复合函数 Sdf( U6 ( n) )

的混合均值性质，得到:

∑
n$x

Sdf( U6 ( n) ) = π2

144
( 2x)

3
2

ln 2槡 x
+∑

k

i = 2

bi·( 2x)
3
2

lni 2槡 x
+ O x

3
2

lnk+1( )x ，

其中 bi ( i = 2，3，…，k) 是可计算常数．

4 主要结论

我们在前人研究的基础上，借用复分析、实分析及初等方法，对复合函数 Sdf( U* ( n) ) 和 Sdf( U( n) ) 的均

值分布进行了研究，获得的两个渐近公式是较有趣的．
也就是证明了如下定理:

定理: 对于任意实数 x ＞ 1 ，设 k 2，r 3 是两个给定的正整数，则有如下的渐近公式

∑
n$x

Sdf U* ( n( )) = 5π2

72 r －( )2
1
2

2( )x
3
2

ln 2槡 x
+∑

k

i = 2

di· 2( )x
3
2

lni 2槡 x
+ O x

3
2

lnk+1( )x ． ( Ⅰ)

∑
n$x

Sdf U* ( n( )) = 5π2

72 r －( )2
1
2

2( )x
3
2

ln 2槡 x
+∑

k

i = 2

ei· 2( )x
3
2

lni 2槡 x
+ O x

3
2

lnk+1( )x ． ( Ⅱ)
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其中 di 、ei ( i = 2，3，…，k) ，是可计算常数．
特别的当 r = 3 时、即伪 Smarandache 函数 U* ( n) 及 U( n) 就是罗马尼亚著名数论专家 Jozsef Sandor 教授

定义的近似伪 Smarandache 函数 Z* ( n) 及 Z( n) ［3］ 时: 我们有

推论 1: 对于任意整数 x ＞ 1 ，有下面的渐进公式

∑
n$x

Sdf( Z* ( n) ) = 5π2

18
( 2x)

3
2

ln 2槡 x
+ O x

3
2

ln2( )x ，

∑
n$x

Sdf( Z( n) ) = 5π2

18
( 2x)

3
2

ln 2槡 x
+ O x

3
2

ln2( )x ．

特别的当 r = 6 时，即近似伪 Smarandache 函数推广到六边形数集上时，我们有

推论 2: 对于任意整数 x ＞ 1 ，我们有

∑
n$x

Sdf( U* ( n) ) = 5π2

144
( 2x)

3
2

ln 2槡 x
+∑

k

i = 2

fi·( 2x)
3
2

lni 2槡 x
+ O x

3
2

lnk+1( )x ，

∑
n$x

Sdf( U( n) ) = 5π2

144
( 2x)

3
2

ln 2槡 x
+∑

k

i = 2

hi·( 2x)
3
2

lni 2槡 x
+ O x

3
2

lnk+1( )x ，

其中 fi 、hi ( i = 2，3，…，k) ，是可计算常数．
4. 1 引理及其证明

为了证明定理，先给出下面几个引理:

1) 引理 1: 对于任意正实数 x 1 ，设 π( x) = ∑
p$n

1 ，由 Abel 求和公式及素数定理［8］有

π( x) = ∑
k

i = 1

ai·x
lni x

+ O( x
lnk+1x

) ，

其中 ci = ( i － 1) ! ，( i = 1，2，3，…，k) ［10］.

引理 2: 设 a( n) 为一个数论函数，记 A( n) = ∑
n$x

a( n) ，并且 x ＜ 1 时，令 A( x) = 0 ［10］．

设 f 是 y，[ ]x 上有连续导函数，0 ＜ y ＜ x ，则我们有

∑
n$x

a( n) f( n) = A( x) f( x) － A( y) f( y) － ∫
x

y
A( t) f' ( t) dt

引理 3: 设 P( n) 是 n 的最大素因子［1］，P( n) = max
1$i$k

{ pi} ，如果 槡P ＞ n ，则我们有

( 1) 如果 槡P ＞ n ，n≡ 1 ( )mod2 ，Sdf( n) = P( n) ;

( 2) 如果 槡P ＞ n ，n≡ 0 ( )mod2 ，Sdf( n) = 2P( n) ;

( 3) 如果 槡P ＞ n ，Sdf( n) $4槡nlnn ．
引理 4 设正整数 n = pα11 pα22 …pαkk ，

其中 p1，p2，…，pk 是奇素数，α1，α2，…，αk 是正整数，则

( 1) 如果 n≡ 1 ( )mod2 ，Sdf( 2n) = 2 max
1$i$k

{ Sdf( pαii ) } ;

( 2) 如 果 n ≡ 0 ( )mod2 ，则 2n = 2αn1 ，其 中 α ，n1 是 正 整 数，且 n1 ≡ 1 ( )mod2 ，则 有: Sdf( n) $

max{ Sdf( 2α ) ，2Sdf( n1 ) } ．

引理 5: 对于任何实数 n ＞ 1 ，设 ur ( n) = 1
2 ( 2( m + 1) + m( m + 1) ·( r － 2) ) ，则有渐近公式: m =

2( r － 2)槡 n
r － 2 + O( 1) ［5－6］．
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4. 2 定理的证明

我们来完成定理的证明

在∑
n$x

Sdf U* ( n( )) 中，对于任意正整数 n ＞ 1 ，当

1
2 2m + m( m － 1) ·( r － 2( )) $n $12 2( m + 1) + m( m + 1) ·( r － 2( )) 时，方程 U* ( n) = m 有 ( r － 2) m +

1 个解，

1
2 2m + m( m － 1) ·( r － 2( )) ，12 2m + m( m － 1) ·( r － 2( )) + 1 ，

1
2 2m + m( m － 1) ·( r － 2( )) + 2，…，12 2m + m( m － 1) ·( r － 2( )) + ( r － 2) m ．

即

ur (
1
2 2m + m( m － 1) ·( r － 2( )) + j) = 1

2 2m + m( m － 1) ·( r － 2( )) ， j = 0，1，2，…，( r － 2) m ．

由于 n $x ，所以由引理 1 知当 U* ( n) = m 时，m 满足

1 $m $( r － 4) + ( r － 4) 2 + 8( r － 2)槡 n
2( r － 2)

，亦即 m = 2( r － 2)槡 n
r － 2 + O( 1) ，

对于任意实数 x 1 ，M 是一个确定的正整数，满足

1
2 2M + M( M － 1) ·( r － 2( )) $n ＜ 1

2 2( M + 1) + M( M + 1) ·( r － 2( )) ．

于是注意到 Sdf( p) $n ，M = 2( r － 2)槡 x
r － 2 + O( 1) ，lnM = 1

2 lnx + O( )1 ．

有

∑
n$x

Sdf U* ( n( )) = ∑
M－1

t = 0
∑

1
2 2M+M( M－1)·( r－2( )) $n ＜ 1

2 2( M+1) +M( M+1)·( r－2( ))

Sdf( U* ( n) ) + ∑
1
2 2M+M( M－1)·( r－2( )) ＜ n$x

Sdf( U* ( n) ) =

∑
M－1

t = 0

1
2 2( t + 1) + t( t + 1) ·( r － 2( )( )) － 1

2 2t + t( t － 1) ·( r － 2( )( )( )) Sdf( t) +

∑
1
2 2M+M( M－1)·( r－2( )) ＜ n$x

Sdf( M) = ∑
M－1

t = 0
( r － 2) tSdf( t) + O M·Sdf( M( )) = ( r － 2)∑

M－1

t = 0
tSdf( t) + O M3

ln2( )M

令 A( x) = ∑
n$x

Sdf( n) ，用 able 求和公式 ［6-7］ 易得:

∑
M

t = 1
tSdf( )t = MSdf( M) － ∫

M

1
A( t) dt =

M 5π2

48
M2

lnM +∑
k

i = 2

ci·M2

lniM
+ O( M2

lnk+1M( )) － ∫
M

1

5π2

48
t2
lnt +∑

k

i = 2

ci·t2

lni t
+ O( t2

lnk+1 t( )) dt =

5π2

48
M3

lnM +∑
k

i = 2

ci·M3

lniM
+ O( M3

lnk+1M
) － 1

3
5π2

48
M3

lnM +∑
k

i = 2

ci·M3

lniM
+ O( M3

lnk+1M( )) =

5π2

72
M3

lnM + 2
3∑

k

i = 2

ci·M3

lniM
+ O( M3

lnk+1M
) =

5π2

72 r －( )2
3
2

2( )x
3
2

ln 2槡 x
+ 2

3∑
k

i = 2

ci· 2( )x
3
2

lni 2槡 x
+ O x

3
2

lnk+1( )x ．
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∑
n$x

Sdf U* ( n( )) = 5π2

72 r －( )2
1
2

2( )x
3
2

ln 2槡 x
+∑

k

i = 2

di· 2( )x
3
2

lni 2槡 x
+ O x

3
2

lnk+1( )x ，

其中 di ( i = 2，3，…，k) ，是可计算常数．
定理中( Ⅰ) 式证明完毕．
用同样方法可类似完成定理中( Ⅱ) 式的证明．
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