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关于 Smarandache 双阶乘函数 sdf(n) 的两个问题
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摘要: 对于任意的正整数 n，Smarandache 双阶乘函数 sdf ( n) 定义为最小的正整数 m 使得 n |

m! ! ，其中 m! ! =
1·3·5…m，2 n
2·4·6…m{ | n

． 即就是 sdf( n) = min m: n |m! ! ，m∈{ }N ． 主要目的是通过

研究 lnsdf( n) 的值的分布性质，从而将 Felice Russo 在文献［1］中提出的两个极限问题彻底解决．
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On Two Questions of Smarandache Double Factorial Function
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Abstract: For any positive integer n，the Smarandache double factorial sdf( n) is defined as the smallest integer

m such that n |m! ! ，where m! ! =
1·3·5…m，2 n
2·4·6…m |{ }n

． That is sdf( n) = min{ m: n |m! ! ，m∈N} ． The main

purpose of this paper is to study the arithmetical properties of lnsdf( n) by the elementary methods，and to solve
two problems which were proposed by Felice Russo in reference［1］．
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0 引 言

对于任意正整数 n，Smarandache双阶乘函数 sdf( n) 定义为最小的正整数m，使得 n | m! ! ，其中m! ! =
1·3·5…m，2 n
2·4·6……{ m | n

，即就是 sdf( n) = min m: n | m! ! ，m∈{ }N ． 例如: sdf( 1) = 1，sdf( 2) = 2，sdf( 3) = 3，

sdf( 4) = 4，sdf( 5) = 5，sdf( 6) = 6，sdf( 7) = 7，sdf( 8) = 4，…．
关于 sdf( n) 的性质，有不少学者进行了研究，得到了许多有重要理论价值的研究成果

［1 ～ 3］． Felice
Russo 在文献［1］中对函数进行了系统研究，得到了一些关于 sdf( n) 的基本性质． 同时，Felice Russo 在文

献［1］中提出如下问题:

问题 1: 计算极限lim
n→∞

∑
n

k = 2

lnsdf( k)
lnk

n ;

问题 2: 计算极限lim
n→∞

sdf( n)
θ( n)

，其中 θ( n) = ∑
k≤n

lnsdf( k) ．

本文的主要目的是通过研究 lnsdf( n) 的值的分布性质，从而将 Felice Russo 在文献［1］中提出的两个

极限问题彻底解决，具体说就是证明下面的结论:





定理 1 对于任意实数 x≥ 2，有渐近公式:∑
n≤x

lnsdf( n) = xlnx + O( x) ．

定理 2 对于任意的正整数 n ＞ 1，有估计式:
∑

n

k = 2

lnsdf( k)
lnk

n = 1 + O( 1
lnn)

推论 1 对于任意的正整数 n ＞ 1，有极限: lim
n→∞

∑
n

k = 2

lnsdf( k)
lnk

n = 1．

定理 3 对于任意的正整数 n ＞ 1，有估计式: sdf( n)
θ( n)

= O 1
ln( )n = 1．

推论 2 对于任意的正整数 n ＞ 1，有极限: lim
n→∞

sdf( n)
θ( n)

= 0．

1 引理及其证明

为了完成定理的证明，我们需要如下的引理:

引理 1［4］
对于任意的正整数 n ＞ 1，令 n = pα11 pα22 …pαkk 表示 n 的标准分解式，如果 αi ≥ 2( i = 1，2，

…，k) ，那么称 n 为 square － full 数． 令 A2 ( x) 表示不超过 x 的 square － full 数的集合，有渐近公式:

A2 ( x) =
ζ( )3

2
ζ( 3)

x1 /2 +
ζ( )2

3
ζ( 2)

x1 /3 + O x1 /6exp － Cln3 /5x ζ( s) lnln( )x －1 /( )( )5 ( 1)

其中 C ＞ 0 为常数，ζ( s) 为 Riemann － zeta 函数．
引理 2 设 p 是任意素数，k 是任意正整数，则对任意实数 x≥ 2，有渐近公式:

∑
pn≤x

( p，n) = 1

lnp = xlnx + O( x) ( 2)

证明:根据素数定理的几个不同的形式，我们有:

∑
n≤x

lnp
p = lnx + O( 1) ，∑

n≤x
lnp = x + O( x

lnx) ，∑
n≤x

lnp
p2

= D + O( 1
lnx)

其中 D 是可计算的正常数．
由上述渐近公式，有:

∑
pn≤x

( p，n) = 1

lnp = ∑
p≤x

lnp∑
n≤ x

p
( p，n) －1

1 = ∑
p≤x

lnp x
p － x

p2
+ O( 1( )) = x∑

p≤x

lnp
p － x∑

p≤x

lnp
p2

+ O ∑
p≤x

ln( )p = xlnx + O( x)

于是证明了引理 2．

2 定理的证明

首先估计∑
n≤x

sdf( n) 的上界． 事实上，由 sdf( n) 的定义及 Euler 求和公式，有:

∑
n≤x

lnsdf( n) ≤∑
n≤x

lnn = xlnx － x + O( lnx) = xlnx + O( x) ( 3)

接下来估计∑
n≤x

sdf( n) 的下界．

把 1，[ ]x 中的所有正整数 n 分为 A 和 B 两个集合，其中 A 表示 1，[ ]x 中的所有 square － full 数所构成的

集合; B 表示 1，[ ]x 中所有不属于 A 的正整数所构成的集合． 于是有:

∑
n≤x

lnsdf( n) = ∑
n≤x
n∈A

lnsdf( n) +∑
n≤x
n∈B

lnsdf( n) ( 4)

由集合 A 的定义及引理 1，有:
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∑
n≤x
n∈A

lnsdf( n) ≤∑
n≤x
n∈A

lnn≤∑
n≤x
n∈A

lnx = lnx∑
n≤x
n∈A

1 = lnx·A2 ( x) 槡＜ ＜ xlnx ( 5)

对任意的 n∈ B，一定存在一个素数 p 满足 p | n，且 p2 n． 因此，由 sdf( n) 的定义，有 sdf( np) ≥ p． 由

此可得:

∑
n≤x
n∈B

lnsdf( n) = ∑
np≤x

( n，p) = 1

lnsdf( np) ≥ ∑
np≤x

( n，p) = 1

lnp ( 6)

由引理 2 及( 6) 式，有:

∑
n≤x
n∈B

lnsdf( n) ≥ xlnx + O( x) ( 7)

由( 4) 、( 5) 和( 7) 式，有:

∑
n≤x

lnsdf( n) ≥ xlnx + O( x) ( 8)

由( 3) 和( 8) 式，有:

∑
n≤x

lnsdf( n) = xlnx + O( x)

于是证明了定理 1．
一方面，由定理 1，有:

∑
n

k = 2

lnsdf( k)
lnk

n ≥
∑

n

k = 2

lnsdf( k)
lnn
n =

∑
n

k = 2
lnsdf( k)

nlnn = nlnn + O( n)
nlnn = 1 + O 1

ln( )n ( 9)

另一方面，由 sdf( n) 的定义，有:

∑
n

k = 2

lnsdf( k)
lnk

n ≤
∑

n

k = 2

lnk
lnk

n = n － 1
n ＜ 1 ( 10)

结合( 9) 和( 10) 式，有:

∑
n

k = 2

lnsdf( k)
lnk

n = 1 + O( 1
lnn)

于是证明了定理 2．
推论 1 可理解为定理 2 中取 n→ ∞ 时的极限．
由 sdf( n) 的定义及定理 1，有:

0 ＜ sdf( n)
θ( n)

≤ n
θ( n)

= n
nlnn + O( n)

= O 1
ln( )n ( 11)

由( 11) 式，有:

sdf( n)
θ( n)

= O 1
ln( )n

于是证明了定理 3．
推论 2 可理解为定理 3 中取 n→ ∞ 时的极限．

3 结 语

本文通过利用初等及解析的方法研究 lnsdf( n) 的值的分布性质，从而将 Felice Russo 在文献［1］中提

出的两个极限问题彻底解决． 关于 Smarandache双阶乘函数 sdf( n) 的性质目前知之甚少，还有许多问题有

待有兴趣的学者进行研究． 例如:

问题 1: 求方程 Sk ( n) + Zk ( n) = sdfk ( n) 的所有正整数解，其中 S( n) 是 Smarandache 函数( 定义参

阅文献［5］) ，Z( n) 是伪 Smarandache 函数( 定义参阅文献［6］) ，k 是任意整数．
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问题 2: 研究函数 sdf［Z( n) ］及函数 Z［sdf( n) ］的性质．
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3. 2 仿真试验分析

汽车蛇行试验仿真结果如图 3 和图 4 所示． 图 3 为汽车的侧向位移的变化曲线( 黑点为标桩位置) ，实

线是汽车车速为 36 km /h 的位移变化，虚线是汽车车速为 70 km /h 的位移变化． 由图中位移变化可知，当

车速为 70 km /h 时，汽车在绕过最后一个标桩时失稳，造成不能及时回正; 当车速低于 70 km /h 时，汽车处

于稳定状态，汽车的行驶轨迹与设计的试验轨迹基本吻合，具有良好的追随性能．
图 4 是仿真过程中汽车处于稳定状态时的前轮转角、横摆角速度、侧向加速度随径向位移的变化趋

势． 由图中变化趋势可知，横摆角速度的最大值为 12 ° /s，前轮转角的最大值为 76°．

4 结 论

根据本文设计的蛇行路线和仿真数据曲线可知，ADAMS /Car 对汽车动力学性能能够精确仿真，因此

可以在 ADAMS /Car 中建立汽车模型，并通过 ADAMS /Car 进行动力学仿真分析，对其设计参数不断修改

来改善其整车性能，达到优化产品设计方案，降低成本和缩短设计周期的目的．
本文采用 ADAMS 中的闭环控制，今后将会利用 ADAMS 建立更复杂全面的模型进行研究，以拓广该

项研究的价值．
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