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关于 Smarandache 双阶乘对偶函数的二次均值

王 阳

( 南阳师范学院 数学与统计学院，河南 南阳 473061)

摘 要: 借助 ln( n! ! ) 的渐近性质，利用初等方法探究了 Smarandache 双阶乘对偶函数 S＊＊ ( n) 的二次均值，得到了

∑
n≤x

( S＊＊ ( n) ) 2 的 渐近公式，补充了有关文献的结论．
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1 引言及结论

对任意的正整数 n，著名的 Smarandache 对偶函数 S* ( n) 定义为最大的正整数 m 使得 m! 整除 n． 即

S* ( n) = max{ m: m∈ 瓔 + ，m! | n} ．
关于 S* ( n) 的性质，文献［1 － 4］进行了研究． 2007 年，苟素首先在文献 ［5］中给出了 Smarandache 双阶

乘对偶函数 S＊＊ ( n) 的定义． 即当 n 为偶数时，S＊＊ ( n) 为最大的正整数 2m，使得( 2m) ! ! 整除 n; 当 n 为奇

数时，S＊＊ ( n) 为最大的正整数 2m － 1，使得( 2m － 1) ! ! 整除 n． 也就是

S＊＊ ( n) =
max{ 2m: ( 2m) ! ! | n，m∈ 瓔 + } ， 2 | n;

max{ 2m － 1: ( 2m － 1) ! ! | n，m∈ 瓔 + } ，2 |/{ n．

其中( 2m) ! ! = 2 × 4 × 6… × ( 2m) ，( 2m － 1) ! ! = 1 × 3 × 5… × ( 2m － 1) ． 显然由定义可得

S＊＊ ( 1) = 1，S＊＊ ( 2) = 2，S＊＊ ( 3) = 3，S＊＊ ( 4) = 2，S＊＊ ( 5) = 1，S＊＊ ( 6) = 2，…
关于 Smarandache双阶乘对偶函数 S＊＊ ( n) 的性质已有学者进行了初步的研究． 其中文献［5］利用初

等方法研究了实数 s ＞ 1 时级数∑
∞

n = 1

S＊＊ ( n)
ns 的收敛性，得到了一个重要的恒等式; 文献［6］利用sinnx 的定

积分与 n! ! 的关系研究了 S＊＊ ( n) 的一次均值; 文献［7］探究了方程 S＊＊ ( n) = n，( S＊＊ ( n) ) 2 = n 及

S＊＊ ( n) = φ( n) ( 其中 φ( n) 为 Euler 函数) 的可解性，并用初等方法给出了方程所有正整数解; 文献［8］

研究了 S＊＊ ( n) 与 Mangoldt 函数 Λ( n) 构成的级数∑
∞

n = 1

Λ( n) S＊＊ ( n)
ns 的收敛性，探究了该级数与 Riemann

Zeta-函数之间的关系． 本文利用初等方法探究了 S＊＊ ( n) 的二次均值，得到了∑
n≤x

( S＊＊ ( n) ) 2 的渐近公式，

也就是证明了如下定理．
定理 对任意的实数 x ＞ 1，我们有渐近公式

∑
n≤x

( S＊＊ ( n) ) 2 = 13
2 x + O ( ln x

ln ln x)( )3 ．

2 引理

为了完成定理的证明，我们需要下列引理．
引理 1 设实数 x ＞ 1，对任意的正整数 k，当( 2k) ! ! ≤ x ＜ ( 2k + 2) ! ! 时，我们有渐近公式

k = ln x
ln ln x + O ln xln ln ln x

( ln ln x)( )2 ．
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证明: 显然( 2k) ! ! = 2kk! ，( 2k + 2) ! ! = 2k+1 ( k + 1) ! ． 因此当( 2k) ! ! ≤ x ＜ ( 2k + 2) ! ! 时，我们有

kln2 +∑
k

i = 1
lni≤ ln x ＜ ( k + 1) ln2 +∑

k+1

i = 1
lni．

由文献［9］知

∑
k

i = 1
ln i = ( k + 1

2 ) ln( k + 1) － k － 1 + C + O( 1
k ) = k ln k － k + O( k) ，

∑
k+1

i = 1
ln i = ( k + 1 + 1

2 ) ln( k + 2) － k － 2 + C + O( 1
k ) = k ln k － k + O( k) ，

所以

ln x = k ln k + k ln 2 － k + O( ln k) ． ( 1)

因此

ln ln x = ln［kln k + k ln 2 － k + O( ln k) ］ = ln k + ln［ln k + ln 2 － 1 + O( ln k
k ) ］ =

ln k + ln ln k 1 － 1 － ln 2
ln[ ]k

+ O( 1
k{ }) = ln k + ln ln k + ln［1 － 1 － ln 2

ln k + O( 1
k ) ］ =

ln k + ln ln k + O( 1
ln k) ．

从而

ln k = ln ln x － ln ln k + O( 1
ln k) ． ( 2)

ln ln k = ln ln ln x － ln ln k + O( 1
ln k{ }) = ln{ ln ln x + O( ln ln k) } =

ln ln ln x 1 + O( ln ln k
ln ln x[ ]{ }) = ln ln lnx + O( 1) ． ( 3)

由( 1) ( 2) ( 3) 可得

k = ln x
ln k － 1 + ln 2 + O( ln k

ln k － 1 + ln 2) = ln x

ln ln x － ln ln k － 1 + ln 2 + O( 1
ln k)

+ O( ln k
ln k － 1 + ln 2) =

ln x
ln ln x·

1

1 －
ln ln k +1 － ln 2 + O( 1

ln k)

ln ln x

+ O( ln k
ln k －1 + ln 2) = ln x

ln ln x· 1 +
ln ln k +1 － ln 2 + O( 1

ln k)

ln ln











x + O(1) =

ln x
ln ln x· 1 + ln ln ln x + O( 1)

ln ln[ ]x
+ O( 1) = lnx

ln ln x + O lnx ln ln ln x
( ln ln x)( )2 ．

因此引理 1 可证．
同理可证

引理 2 设实数 x ＞ 1，则对任意的正整数 k，当( 2k － 1) ! ! ≤ x ＜ ( 2k + 1) ! ! 时，我们有渐近公式

k = ln x
ln ln x + O ln x ln ln ln x

( ln ln x)( )2 ．

3 定理的证明

下面我们将完成定理的证明．
当 n为偶数时，设 S＊＊ ( n) = 2m． 由 Smarandache双阶乘对偶函数 S＊＊ ( n) 的定义可得: ( 2m) ! ! n，因

此 n = ( 2m) ! ! u，其中 2m + 2 |/u． 当 n≤ x 时，必有( 2m) ! ! ≤ x ＜ ( 2m + 2) ! ! ． 由引理 1 我们可知

∑
n≤x
2| n

( S＊＊ ( n) ) 2 = ∑
n≤x

S＊＊( n) = 2m

( S＊＊ ( n) ) 2 = ∑
( 2m) ! ! u≤x
2m+2 u

( 2m) 2 = ∑
( 2m) ! !≤x

( 2m) 2 ∑
u≤ x

( 2m) ! !
2m+2 u

1 =

∑
( 2m) ! !≤x

( 2m) 2 x
( 2m) ! !

－ x
( 2m + 2[ ]) ! !

+ O ∑
( 2m) ! !≤x

( 2m)( )2 =

·2·
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x ∑
( 2m) ! !≤x

( 2m) 2

( 2m) ! !
－ ( 2m) 2

( 2m + 2[ ]) ! !
+ O ∑

( 2m) ! !≤x
( 2m)( )2 =

x ∑
m≤ lnx

ln lnx

( 2m) 2

( 2m) ! !
－ ( 2m) 2

( 2m + 2[ ]) ! !
+ O lnx

ln ln( )x
2 lnx ln ln ln x

( ln ln x)( )2 + O ∑
m≤ lnx

ln ln x

( 2m)( )2 =

x∑
∞

m=1

( 2m) 2

( 2m) ! !
－ ( 2m) 2

( 2m + 2[ ]) ! !
+ O x∑

( 2m) ! ! ＞x

( 2m) 2

( 2m( )) ! !
+ O x∑

( 2m) ! ! ＞x

( 2m) 2

( 2m + 2( )) ! !
+ O ( lnx

ln lnx)( )3 =

x∑
∞

m = 1

( 2m) 2

( 2m) ! !
－ ( 2m) 2

( 2m + 2[ ]) ! !
+ O ( lnx

ln lnx)( )3 ．

由于

∑
∞

m = 1

( 2m) 2

( 2m) ! !
－ ( 2m) 2

( 2m + 2[ ]) ! !
= ∑

∞

m = 1

( 2m) 2

( 2m) ! !
－∑

∞

m = 1

( 2m) 2

( 2m + 2) ! !
= 2 +∑

∞

m = 1

( 2m + 2) 2 － ( 2m) 2

( 2m + 2) ! !
=

2 + 4∑
∞

m = 1

2m + 1
( 2m + 2) ! !

= 2 + 4∑
∞

m = 1
［ 1

( 2m) ! !
－ 1

( 2m + 2) ! !
］ = 4．

从而

∑
n≤x
2| n

( S＊＊ ( n) ) 2 = 4x + O ( lnx
ln lnx)( )3 ． ( 4)

若 S＊＊ ( n) = 2m － 1，则( 2m － 1) ! ! n，因此 n = ( 2m － 1) ! ! v，其中 2m + 1 |/v，且 2 |/v． 当 n≤ x 时，

必有( 2m － 1) ! ! ≤ x ＜ ( 2m + 1) ! ! ． 由引理 2 我们可得

∑
n≤x
2 n

( S＊＊ ( n) ) 2 = ∑
n≤x

S＊＊( n) = 2m－1

( S＊＊ ( n) ) 2 = ∑
( 2m－1) ! ! v≤x
2m+1 v
2 v

( 2m － 1) 2 = ∑
( 2m－1) ! !≤x

( 2m － 1) 2 ∑
v≤ x

( 2m) ! !
2m+1 v
2 v

1 =

∑
( 2m－1) ! !≤x

( 2m － 1) 2 x
2( 2m － 1) ! !

－ x
2( 2m + 1[ ]) ! !

+ O ∑
( 2m－1) ! !≤x

( 2m － 1)( )2 =

x
2 ∑

( 2m－1) ! !≤x

( 2m － 1) 2

( 2m － 1) ! !
－ ( 2m － 1) 2

( 2m + 1[ ]) ! !
+ O ∑

( 2m－1) ! !≤x
( 2m － 1)( )2 =

x
2 ∑

m≤ lnx
ln lnx

( 2m － 1) 2

( 2m － 1) ! !
－ ( 2m － 1) 2

( 2m + 1[ ]) ! !
+ O lnx

ln ln( )x
2 lnx ln ln ln x

( ln lnx)( )2 + O ∑
m≤ lnx

ln lnx

( 2m － 1)( )2 =

x
2∑

∞

m =1

( 2m － 1) 2

( 2m － 1) ! !
－ ( 2m － 1) 2

( 2m + 1[ ]) ! !
+ O x ∑

( 2m－1) ! ! ＞ x

( 2m － 1) 2

( 2m － 1( )) ! !
+ O x ∑

( 2m－1) ! ! ＞ x

( 2m － 1) 2

( 2m + 1( )) ! !
+ O ( lnx

ln lnx)( )3 =

x
2∑

∞

m = 1

( 2m － 1) 2

( 2m － 1) ! !
－ ( 2m － 1) 2

( 2m + 1[ ]) ! !
+ O ( lnx

ln lnx)( )3 ．

又

∑
∞

m = 1

( 2m － 1) 2

( 2m － 1) ! !
－ ( 2m － 1) 2

( 2m + 1[ ]) ! !
= ∑

∞

m = 1

( 2m － 1) 2

( 2m － 1) ! !
－∑

∞

m = 1

( 2m － 1) 2

( 2m + 1) ! !
=

1 +∑
∞

m = 1

( 2m + 1) 2 － ( 2m － 1) 2

( 2m + 1) ! !
= 1 + 4∑

∞

m = 1

2m
( 2m + 1) ! !

= 1 + 4∑
∞

m = 1
［ 1

( 2m － 1) ! !
－ 1

( 2m + 1) ! !
］ = 5．

所以

∑
n≤x
2 n

( S＊＊ ( n) ) 2 = 5
2 x + O ( lnx

ln lnx)( )3 ． ( 5)

根据( 4) ( 5) ，我们可得

∑
n≤x

( S＊＊ ( n) ) 2 = ∑
n≤x
2| n

( S＊＊ ( n) ) 2 +∑
n≤x
2 n

( S＊＊ ( n) ) 2 = 13
2 x + O ( lnx

ln lnx)( )3 ．
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单位圆内亚纯函数的 Borel 点与唯一性
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摘 要: 研究了单位圆内亚纯函数的 Borel 点与唯一性之间的关系，证明了单位圆内的两个不恒等的无限级亚纯函数

在包含 Borel 点的任意角域内至多 IM 分担 4 个不同的值．
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1 引言和主要结果

设 f( z) 是单位圆内的亚纯函数，本文采用 Ne-
vanlinna 理论的一般记号［1］． 自从 Nevanlinna 建立

了亚纯函数的两个基本定理之后，关于亚纯函数的

Nevanlinna 值分布理论被广泛地应用于复分析的

其他分支，一个代表性的分支是亚纯函数的唯一性

理论［2］． 最近，郑建华［3 － 4］首次研究了两个亚纯

函数在角域内满足分担值条件的唯一性，推广了

平面上的一些唯一性定理． 吴昭君和孙道椿［5］研

究了单位圆内亚纯函数在角域内的唯一性问题． 在

此，我们引用文献［5］中关于分担值的定义如下:

用 D 表示单位圆{ | z | ＜ 1} ． 设 X D，a∈瓘
－

，称

定义在 D 上的两个亚纯函数 f( z) 和 g( z) 在集合 X
内的分担值 a，若在集合 X 内，f = a 当且仅当 g =
a，并用 CM 表示计重数，IM 表示不计重数． 当 X =
D 时，即称 f( z) 和 g( z) 在单位圆内的分担值 a． 关

于单位圆内亚纯函数的唯一性的研究结果，可以参

见文献［6］． 本 文 将 研 究 单 位 圆 内 亚 纯 函 数 的
Borel 点和唯一性之间的关系．

设 f( z) 是单位圆内的亚纯函数，定义函数 f 的

级为
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On the quadratic mean value of the Smarandache double factorial dual function

WANG Yang
( School of Mathematics and Statistics，Nanyang Normal University，Nanyang 473061，China)

Abstract: The quadratic mean value of the Smarandache double factorial dual function S＊＊ ( n) is studied，

an asymptotic formula is obtained by using elementary methods and the asymptotic properties of ln( n! ! ) ，

and supplements related conclusions in some references．
Key words: Smarandache double factorial dual function; mean value; asymptotic formula


