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关于 Smarandache 可乘函数与除数函数的混合均值
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摘 要: 利用初等方法和解析方法研究了 Smarandache 可乘函数 f( n) ，p( n) 与除数函数 δα( n) 的混

合均值问题，并得到一个较强的渐近公式。
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1 引言及结论

对于任意正整数 n，m 且 ( n，m ) = 1，著名的

Smarandache 可乘函数 f( n ) 定义为 f( nm ) = max
{ f( n) ，f( m) }。显然 Smarandache 可乘函数不是可

乘函数，因为当 p，q 为两个不同的素数时，

f( pαpβ ) ≠f( pα ) f( qβ ) 。
文献［1］Tabirca 证明了 Smarandache 可乘函数

的一个性质: 若 f( n) 是 Smarandache 可乘函数，则

g( n) = min{ f( d) : d | n，d∈N} 也是 Smarandache 可

乘函数。
对于任意的正整数 n，p( n) 表示 n 的最大素因

子，S( n) = min{ m: m∈N，n |m! } 为 Smarandache 函

数。显然 p( n) 和 S( n) 都是 Smarandache 可乘函数。
文献［2］研究了 Smarandache 函数 S ( n) 和 p ( n) 的

均值分布问题，得到渐近公式


n≤x

( S( n) － p( n) ) 2 =
2 (ζ )3

2 x
3
2

3lnx + (O x
3
2

ln2 )x
。

对任意的素数 p 和正整数 α，定义 f( pα ) = p
1
α。

若 n = pα11 ·pα22 …pαkk 为 n 的标准分解式，则由 f( pα )

的定义可得

f( n) = max
1≤i≤r

{ f( pαii ) } = max
1≤i≤ {r pi

1
α }i 。

显然 f( n) ≤p( n) 。文献［3］研究了 f( n ) 和

p( n) 的均值分布问题，得到一个较强的渐近公式


n≤x

( f( n) － p( n) ) 2 =
2 (ζ )3

2 x
3
2

3lnx + (O x
3
2

ln2 )x
。

本文主要在文献［3］的基础上，利用初等方法

和解析方法研究了 Smarandache 可乘函数 f( n) ，

p( n) 与除数函数 δα ( n) 的混合均值问题，并得到一

个较强的渐近公式。即证明了

定理 对任意的实数或复数 α 和实数 x≥3，有

渐近公式


n≤x

δα ( n) ( f( n) － p( n) ) 2 =

ζ( α + 3) ζ( 2α + 3) x2α + 3

( 2α + 3) lnx +
k

i = 2

ci·x2α + 3

lni x
+

(O x2α + 3

lnk + 1 )x
，

其中 ζ( n) 为 Ｒiemannzeta － 函数，ci ( i = 2，3，…，k)

为可计算的常数。
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2 相关引理

引理 1［4］ 设 x≥2 为实数，则有 π( x) =
p≤x

1 =


k

i = 1

aix
lni x

+ (O x
lnk + 1 )x

，其中 ai ( i = 2，3，…，k) 为可计

算的常数且 a1 = 1。
引理 2［3］ 设 p 为素数，且 α ＞ 0，对任意给定的

正整数 m，有渐近公式


2≤p≤x

1
m

pα = m
α + 1·

x
α + 1
m

lnx + (O x
α + 1
m

ln2 )x
。

引理 3 设 p 为素数，且 α ＞ 0，则有


p2≤ x

n1

p2α + 2 = x2α + 3

( 2α + 3) n2α + 3
1 ( lnx － lnn1 )

+


k

i = 2

bi·x2α + 3·lnin1

n2α + 3
1 lni x

+ (O x2α + 3

n2α + 3
1 lnk + 1 )x

，

其中 bi ( i = 2，3，…，k) 为可计算的常数。
证明: 由 Abel 求和公式［5］及引理 1 可得
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1 lni x
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1 lnk + 1 )x

，

其中 bi ( i = 2，3，…，k) 为可计算的常数。
引理 4［5］ 如果 x≥1 且 α ＞ 0，α≠1，我们有


n≤x

δα ( n) = ζ( α + 1)
α + 1 xα + 1 + O( xγ ) ，

其中 γ = max{ 1，α}。

3 定理的证明

为了证明定理，需分以下三种情况讨论:

( Ⅰ) 若 n = n1p( n) 且( n1，p( n) ) = 1。由 f( n)

的定义可得 f( n) = max{ f( n1 ) ，f( p( n) ) } = p ( n) ，

因此 f( n) － p( n) = 0。
( Ⅱ) 若 n = n1p

2 ( n) 且

( n1，p( n) ) = 1，p( n) ≤n
1
2 ，则


n≤x

n = n1p
2( n)

δα ( n) ( f( n) － p( n) ) 2

= 
n1p2≤x
p( n1) ＜ p

δα ( n1p
2 ) ( f 2 ( n1p

2 ) － 2pf( n1p
2 ) + p2 )

= 
n1p2≤x
p( n1) ＜ p

δα ( n1p
2 ) f 2 ( n1p

2 ) － 2 
n1p2≤x
p( n1) ＜ p

δα ( n1p
2 ) ·

f( n1p
2 ) p + 

n1p2≤x
p( n1) ＜ p

δα ( n1p
2 ) p2

≡I1 － 2I2 + I3。 ( 1)

令 p1 为 n 的最大素因子，若 n1 = n2pβ1 ( β≥2 ) ，

则 f( n) =槡p; 若 n1 = n2p1，( n2，p1 ) = 1，则

I1 = 
n1p2≤x
p( n1) ＜ p

δα ( n1p
2 ) f 2 ( n1p

2 )

= 
n2p1p2≤x
p1 ＜ p

δα ( n2p1p
2 ) f 2 ( n2p1p

2 )

+ 
n2pβ1p2≤x
p1 ＜ p

δα ( n2pβ1p
2 ) p

= 
n2p1p2≤x
p1 ＞槡p

δα ( n2p1p
2 ) p21 + 

n2p1p2≤x
p1≤槡p

δα ( n2p1p
2 ) p

+ 
n2p

β
1p

2≤x
p1 ＜ p

δα ( n2pβ1p
2 ) p。 ( 2)

由引理 2 和引理 4 可得


n2p1p2≤x
p1 ＞槡p

δα ( n2p1p
2 ) p21

= 
n2p1p2≤x
p1 ＞槡p

δα ( n2 ) ( 1 + pα1 ) ( 1 + pα + p2α ) p21

= 
n2p1p2≤x
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δα ( n2 ) ( p21 + pα + 2
1 ) ( 1 + pα + p2α )

= 
n2p1≤x

1
3

δα ( n2 ) ( p21 + pα + 2
1 ) 

p≤ x
n2p槡 1

( 1 + pα + p2α )

xα + 1
2

lnx 
n2p1≤x

1
3

δα ( n2 ) ( p21 + pα + 2
1 )

x
4
3 α + 17

6

ln2x
。 ( 3)


n2p1p2≤x
p1≤槡p

δα ( n2p1p
2 ) p = 

n2p1≤x
1
3

δα ( n2 ) ( 1 + pα1 ) ·


p≤ x

n2p槡 1

( p + pα + 1 + p2α + 1 )

xα + 1
2

lnx 
n2≤

x
1
3
p1

δα ( n2 ) xα + 11
6

ln2x
。 ( 4)

31第 4 期 关于 Smarandache 可乘函数与除数函数的混合均值



同理可得 
n2p

β
1p

2≤x
p1 ＜ p

δα ( n2pβ1p
2 ) pxα + 11

6

ln2x
。 ( 5)

由( 2) ，( 3) ，( 4) ，( 5) 式可得

I1
x

4
3 α + 17

6

ln2x
。 ( 6)

类似于上述方法，同样可以得到

I2
x

4
3 α + 3

ln2x
。 ( 7)

由引理 3 可得
I3 = 

n1p2≤x
p( n1) ＜ p

δα ( n1p
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3
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+
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+ (O x2α + 3
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1 lnk + 1 ) )x

+ (O x2α + 3

lnk + 1 )x

= ζ( α + 3) ζ( 2α + 3) x2α + 3

( 2α + 3) lnx +
k

i = 2

ci·x2α + 3

lni x

+ (O x2α + 3

lnk + 1 )x
， ( 8)

其中 ci ( i = 2，3，…，k) 为可计算的常数。
( Ⅲ) 若 n = n1pβ ( n) ，β≥3，注意到


n1p

β≤x
p( n1) ＜ p

δα ( n1pβ ) p
2 = 

n1p
β≤x

p( n1) ＜ p

δα ( n1 ) ( p2 + pα + 2

+ p2α + 2 +… + pαβ + 2 )

= 
n1≤x

δα ( n1 ) 
p (≤ x

n )1

1
β

( p2 + pα + 2 + p2α + 2 +… +

pαβ + 2 )


n1≤x

δα ( n1 ) 
p (≤ x

n )1

1
β

pαβ + 2

xα + 4
β

lnx n1≤x
δα ( n1 ) x2α + 7

3

ln2x
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因此，在这种情况下，


n≤x

δα ( n) ( f( n) － p( n) ) 2x2α + 7
3

ln2x
。

综上三种情况可得


n≤x

δα ( n) ( f( n) － p( n) ) 2

= ζ( α + 3) ζ( 2α + 3) x2α + 3

( 2α + 3) lnx

+
k

i = 2

ci·x2α + 3

lni x
+ (O x2α + 3

lnk + 1 )x
，

其中 ci ( i = 2，3，…，k) 为可计算的常数。
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On the Hybrid Mean Value of the Smarandache Multiplicative
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Abstract: The elementary method and analytic method were performed to study the hybrid mean value involving the
Smarandache multiplicative function f( n) ，p( n) and the divisor function δα ( n) ，and a sharper asymptotic formula
was proposed．
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