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摘　要　研究了 Smarandache可乘函数的均值性质 , 并用解析方法得到了其均值的一个渐近公式。
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1　引言与结论

众所周知自变量 n在正整数集或其子集中取值

的函数 y=f(n)称为数论函数或算水函数 ,它的各种

性质的研究在数论中占有举足轻重的地位。很多重

要算术函数的单个取值非常不规则 ,给出它们的显式

表达几乎不可能 。尽管如此 ,其均值 ∑
n≤x
f(n)往往有

非常规则的渐近公式。因而数论函数的均值估计问

题在数论研究中占有十分重要的位置 ,尤其是解析数

论的重要研究课题之一 ,也是研究各种数论问题不可

或缺的工具 ,许多著名的数论难题都与之密切相关 ,

因而在这一领域取得任何实质性进展都必将对数论

的发展起到重要的推动作用 。

1.1　Smarandache可乘函数

对任意的正整数 n, Smarandache可乘函数 f(n)

定义如下:

(m, n)=1 f(mn)=max{f(m), f(n)}。

如果 n的标准分解式为 n=p
α
1

1 p
α
2

2 …p
α
k
k ,则有:

f(n)=max f(p
α
1

1 ), …f(p
α
r
r)特别的 f(p

α
)=

maxp, α;

1.2　k-full数

对于任意的 n∈ N
+
, n的 k-full数集定义为:如

果对于任意的素数 p, pn都有 p
k
n,就称 n为k-full

数 , k-full数集记为 Ak,例如当 k=2时即:A2 ={4 , 8,

9, 12, 16, 18, 20, 24, 25, 27 , 28, 32 , 36, …},

对于 Smarandache可乘函数的性质与均值已有不少

文献进行了研究
[ 1, 2, 3]

,而对这个可乘函数在一些特

殊集合中的均值很少研究。本文主要目的使用初

等方法研究这个可乘函数在 k-full集中的均质性

中 ,并给出一个有趣的渐进公式 ,具体就是证明了

下面的定理。

定理　对于任意 x≥2, Ak表示所有简单数构成

的集合 ,有渐进公式:

∑
n≤x
x∈ A

f(n)=C1
x
2

lnx
+C2

x
2

ln
2
x
+
2x
lnx
+
9x

2
3

2lnx
+O

x
2

ln
3
x
。

2　引理

为了完成定理的证明 ,首先有下面几个引理

引理 1　设 x∈A,则 n=p, n=p
2
, n=p

3
,或 n=

pq四种不同的情形 ,其中 p, q是不同的素数。

证明　已知:如果 n的标准分解式为

n=p
α1
1 p

α2
2 …p

αk
k;

d(n)=(α1 +1)(α2 +1)…(αk+1)。

由文献 [ 4]自然数 n的因子数积函数 Pd(n)=

∏
d n
d, 小于自然数 n的因子数积函数 qd(n)=

∏
d n, d<n

d, 并且



Pd(n)=∏
d n
d=∏

n
d n

n
d
= ∏

d n
d
n
d

1
2

=n
d(n)
2 ,

(1)

qd(n)= ∏
d n, d<n

d=
∏
d n
d

n
=n

d(n)
2
-1

(2)

由于 n是简单数 ,因此 qd(n)≤n,即 n
d(n)
2
-1
≤

n,从而 d(n)≤4。

由 d(n)的定义我们有:n=p, n=p
2
, n=p

3
,或

n=pq四种不同的情形 ,其中 p, q是不同的素数 。

于是完成了引理 1的证明。

引理 2　对于任何实数 x≥1 ,有渐近公式

设 π(x)=∑
p≤n

1, 由 Abel求和公式
[ 4]
及素数定理 ,

π(x)=∑
k

i=1

aix

ln
i
x
+O x

ln
k+1
x
。

其中 αi=(i-1)!, (i=1, 2, 3, …, k)。证明见参考

文献 [ 3]中定理 3.2。

引理 3　设实数 x≥3, p, q是不同的素数 ,有

∑
p≤x
p=

1
2
x
2

lnx
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1
4
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2
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2
x
+O

x
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x
;

∑
pq≤x
p=C1

x
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x
。

证明　由引理 2

π(x)=x
lnx
+ x
ln

2
x
+O

x
ln

3
x
,再由由 Abel求和 ,

有:

∑
p≤x
p=xπ(x)-∫

x

1
π(y)dy=

x
2

∑
2

i=1

1

ln
i
x
-∫

x

1
[ y∑

2

i=1

1

ln
i
y
+O y

2

ln
2+1
y
] dy+

O x
2

ln
2+1
x
=
x
lnx
+
x
ln

2
x
+O(

x
ln

3
x
)-

∫
x

1

y
lny
+
y
ln

2
y
dy+O x

2

ln
2+1
x
=

1

2

x
lnx
+

1

4

x
ln

2
x
+O x

ln
3
x
。

同时 ,当 x<1时 ,由麦克劳林幂级数有:

1
1-x

=1+x+x
2
+x

3
+… +x

m
+…;

因而 ∑
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p

1 =

∑
p≤ x

p

x
p

lnx-lnp
+

x
p

lnx-lnp
2 +O

x
p

lnx-lnp
3

=

x
lnx∑p≤x 1 +

lnp
lnx
+
ln

2
p

ln
2
x
+
ln

3
p

ln
3
x
+… +

ln
m
p

ln
m
x
+… +

x
ln

2
x∑p≤x 1 +2lnp

lnx
+3ln

2
p

ln
2
x
+4ln

3
p

ln
3
x
+… +

(m+1)
ln
m
p

ln
m
x
+… +

O∑
p≤x

x
m

ln
3 x
p

=A1
x

3
2

ln
2
x
+A2

x
3
2

ln
3
x
+O x

3
2

ln
4
x
。

其中 A1、A2为两个可计算的常数。

同理可得

∑
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综上所述

∑
pq≤x
p=∑

p≤ x

p∑
q≤xp

1 +∑
q≤ x

1∑
p≤xq

p-∑
p≤ x
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q≤ x

1 =

B1
x
2

lnx
+B2

x
2

ln
2
x
+O x

2

ln
3
x
。

其中 B1 、B2为两个可计算的常数。于是完成了引理

3的证明 。

3　定理的证明

根据引理 1及引理 2立刻得到
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∑
n≤x

x∈ A

f(n)=∑
p≤x
p+∑

p2≤x
2p+∑

p3≤x
3p+∑
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p<q
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其中 C1、C2为两个可计算的常数 ,这就完成了定理

的证明 。
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变换且使得 A=S+N,至于该分解的唯一性证明过

程由于篇幅原因在本文中省略 。
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