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关于Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ可求和因数对问题

李　玲

（陕西工业职业技术学院 基础部，陕西 咸阳７１２０００）

摘要：对任意正整数ｎ，设ｄ（ｎ）表示ｎ的Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ除数函数，即就是ｎ的所有不同正因数的个数．著名的

Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ可求和因数对问题是指：是否存在无穷多个正整数ｍ及ｎ，使得ｄ（ｍ）＋ｄ（ｎ）＝ｄ（ｍ＋ｎ），
其中（ｍ，ｎ）＝１．利用初等方法以及著名的陈景润定理研究这一问题，即证明存在无穷多个正整数ｍ及

ｎ且（ｍ，ｎ）≤２，使得ｄ（ｍ）＋ｄ（ｎ）＝ｄ（ｍ＋ｎ），其中（ｍ，ｎ）表示ｍ和ｎ的最大公约数．从而将Ａｍａｒｎａｔｈ
Ｍｕｒｔｈｙ及Ｃｈａｒｌｅｓ　Ａｓｈｂａｃｈｅｒ提出的一个猜想做出了实质性进展．
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１　 引言及结论

对于任意正整数ｎ，设ｄ（ｎ）表示ｎ的Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ除数函数．即就是ｎ的所有不同正因数的个数．例如

ｄ（１）＝０，ｄ（２）＝２，ｄ（３）＝２，ｄ（４）＝３，ｄ（５）＝２，ｄ（６）＝４，ｄ（７）＝２，ｄ（８）＝４，ｄ（９）＝３，ｄ（１０）＝
４，ｄ（１１）＝２，ｄ（１２）＝６，…．这一函数在算术函数性质的研究中占有十分重要的位置，它与许多著名的经

典数论问题密切相关，因而受到不少数论专家的重视和关注，并取得了不少具有重要理论意义的研究成

果［１－６］．文献［１］给出渐近式

∑
ｎ≤ｘ
ｄ（ｎ）＝ｘｌｎｘ＋（２γ－１）ｘ＋Δ（ｘ）＝ｘｌｎｘ＋（２γ－１）ｘ＋Ｏ（槡ｘ），

其中 　γ为Ｅｕｌｅｒ常数．

文献［２］证明了更强的估计式∑
ｎ≤ｘ
ｄ（ｎ）＝ｘｌｎｘ＋（２γ－１）ｘ＋Ｏ（ｘ７／２２（ｌｎｘ）８９／２２）．

文献［３］研究了误差项Δ（ｘ）的积分均值问题，证明了渐近式

∫
Ｔ

０
Δ２（ｘ）ｄｘ＝αＴ３／２＋Ｏ（Ｔｌｎ４　Ｔ），

其中 　α＝ １
６π２∑

∞

ｎ＝１

ｄ２（ｎ）
ｎ３／２ ．

有关函数ｄ（ｎ）的进一步性质，可参阅文献［７－８］．

另一方面，Ａｍａｒｎａｔｈ　Ｍｕｒｔｈｙ及ＣｈａｒｌｅｓＡｓｈｂａｃｈｅｒ在文献［９］中引入了Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ可求和因数对

（ＳＳＤＰ）的概念：即就是一对正整数ｍ及ｎ，它们满足方程ｄ（ｍ）＋ｄ（ｎ）＝ｄ（ｍ＋ｎ）．同时他们提出了下面
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２个猜想：
猜想Ａ　 存在无穷多个正整数ｍ及ｎ，它们是Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ可求和因数对；
猜想Ｂ　 对任意正整数ｍ，是否存在正整数ｎ，使得ｄ（ｍ）＋ｄ（ｎ）＝ｄ（ｍ＋ｎ）．
关于这２个猜想，至今似乎没有人研究，至少没有在现有的文献中见到！本文认为这２个猜想有一定

的意义，它揭示了Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ除数函数在一些特殊整数上的可加性质．然而，这２个猜想很不严密，事实上如

果对整数ｍ和ｎ不加任何条件限制，那么猜想Ａ非常容易证明．例如设ｐ是任意一个大于５的素数，那么

８ｐ＝３ｐ＋５ｐ，此时显然有恒等式

ｄ（８ｐ）＝ｄ（８）·ｄ（ｐ）＝４·２＝８＝４＋４＝ｄ（３）·ｄ（ｐ）＋ｄ（５）·ｄ（ｐ）＝ｄ（３ｐ）＋ｄ（５ｐ）．
由于存在无穷多个素数ｐ＞５，所以存在无穷多组整数对ｍ＝３ｐ和ｎ＝５ｐ，使得ｄ（ｍ）＋ｄ（ｎ）＝ｄ（ｍ＋
ｎ）．这样便证明了猜想Ａ．

为了使猜想Ａ更加合理，提法更严密，不妨对正整数ｍ和ｎ增加一些条件限制，
猜想Ｃ　 存在无穷多个正整数ｍ及ｎ且（ｍ，ｎ）＝１，使得ｄ（ｍ）＋ｄ（ｎ）＝ｄ（ｍ＋ｎ）．
对于猜想Ｃ，目前还没有找到合适的证明方法．不过用著名的陈景润定理可以得到下面的阶段性成果：
定理１　 存在无穷多个正整数ｍ及ｎ且（ｍ，ｎ）≤２，使得方程ｄ（ｍ）＋ｄ（ｎ）＝ｄ（ｍ＋ｎ）成立，其中

ｄ（ｎ）为ｎ的Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ除数函数，（ｍ，ｎ）表示ｍ和ｎ的最大公约数．
显然定理１对猜想Ｃ做出了实质性进展．对于猜想Ｂ，目前还没有做出任何有意义的工作，因此说它仍

然是一个公开的问题．此外，还可以利用定理１的证明方法处理其他函数，例如函数Ω（ｎ），同样可以得到

下面的：
定理２　 存在无穷多个正整数ｍ及ｎ且（ｍ，ｎ）≤２，使得方程Ω（ｍ）＋Ω（ｎ）＝Ω（ｍ＋ｎ）成立，其中

Ω（ｎ）表示ｎ的所有素因数的个数（包括重数在内）．

２　 定理的证明

２．１　 引理

为方便定理的证明，需要解析数论中著名的陈景润定理，其证明参阅文献［１０］．
引理１　 任意充分大的正整数２　Ｎ 一定可以表示成２　Ｎ ＝ｐ１＋ｐ２ 或者２　Ｎ ＝ｐ１＋ｐ２ｐ３，其中ｐ１，ｐ２

及ｐ３ 表示３个不同的素数．
２．２　 定理１证明

事实上由除数函数ｄ（ｎ）的定义知当ｎ的标准分解式为ｎ＝ｐα１１ｐα２２ｐα３３ …ｐαｋｋ 时，ｄ（ｎ）＝（α１＋１）（α２＋
１）…（αｋ＋１）［８，１１］．现在对任意充分大的奇素数ｐ，由陈氏定理可知一定存在２个不同的素数ｐ１ 及ｐ２，使得

４ｐ＝ｐ１＋ｐ２ （１）
或者存在３个不同的素数ｐ１，ｐ２ 及ｐ３，使得

４ｐ＝ｐ１＋ｐ２ｐ３． （２）
现在分两种情况讨论：

（１）当式（１）成立时，有恒等式８ｐ＝２ｐ１＋２ｐ２．此时，显然ｄ（８ｐ）＝（３＋１）·（１＋１）＝８，ｄ（２ｐ１）＝
（１＋１）·（１＋１）＝４，ｄ（２ｐ２）＝ （１＋１）·（１＋１）＝４．从而有恒等式ｄ（２ｐ１）＋ｄ（２ｐ２）＝８＝ｄ（８ｐ）．
此时，取ｍ＝２ｐ１，ｎ＝２ｐ２，ｍ＋ｎ＝２（ｐ１＋ｐ２）＝８ｐ．从而有（ｍ，ｎ）＝２且

ｄ（ｍ）＋ｄ（ｎ）＝ｄ（ｍ＋ｎ）． （３）
（２）当式（２）成立时，有恒等式４ｐ＝ｐ１＋ｐ２ｐ３．此时取ｍ＝ｐ１，ｎ＝ｐ２ｐ３，则ｍ＋ｎ＝ｐ１＋ｐ２ｐ３ ＝

４ｐ，ｄ（ｍ）＝ｄ（ｐ１）＝２，ｄ（ｎ）＝ｄ（ｐ２ｐ３）＝ （１＋１）·（１＋１）＝４，ｄ（ｍ＋ｎ）＝ｄ（４ｐ）＝ （２＋１）·（１＋
１）＝６且（ｍ，ｎ）＝１．从而也有恒等式

ｄ（ｍ）＋ｄ（ｎ）＝ｄ（ｍ＋ｎ）． （４）
对任意充分大的素数ｐ，显然式（３）或者式（４）至少有一个成立．因而至少有一组Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ可求和对ｍ
及ｎ且（ｍ，ｎ）≤２，使得ｄ（ｍ）＋ｄ（ｎ）＝ｄ（ｍ＋ｎ）．再由著名的素数分布定理知素数ｐ的个数有无穷多个，
从而定理１成立．
２．３　 定理２的证明
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设ｐ是一个充分大的素数．考虑偶数２ｐ２．由陈氏定理知一定存在２个不同的素数ｐ１ 及ｐ２，使得

２ｐ２ ＝ｐ１＋ｐ２ （５）
或者存在３个不同的素数ｐ１，ｐ２ 及ｐ３，使得

２ｐ２ ＝ｐ１＋ｐ２ｐ３． （６）
仍然分两种情况讨论：

（１）当式（５）成立时，有恒等式４ｐ２＝２ｐ１＋２ｐ２．此时，显然Ω（４ｐ２）＝２＋２＝４，Ω（２ｐ１）＝１＋１＝
２，Ω（２ｐ２）＝１＋１＝２．从而有恒等式Ω（２ｐ１）＋Ω（２ｐ２）＝４＝Ω（４ｐ２）．此时，取ｍ＝２ｐ１，ｎ＝２ｐ２，ｍ＋
ｎ＝２（ｐ１＋ｐ２）＝４ｐ２．这时有（ｍ，ｎ）＝２，而且

Ω（ｍ）＋Ω（ｎ）＝Ω（ｍ＋ｎ）． （７）
（２）当式（６）成立时，有恒等式２ｐ２＝ｐ１＋ｐ２ｐ３．此时取ｍ＝ｐ１，ｎ＝ｐ２ｐ３，则ｍ＋ｎ＝ｐ１＋ｐ２ｐ３＝

２ｐ２，Ω（ｍ）＝Ω（ｐ１）＝１，Ω（ｎ）＝Ω（ｐ２ｐ３）＝２，Ω（ｍ＋ｎ）＝Ω（２ｐ２）＝１＋２＝３．此时显然（ｍ，ｎ）＝１，
而且也有恒等式

Ω（ｍ）＋Ω（ｎ）＝Ω（ｍ＋ｎ）． （８）
对任意充分大的素数ｐ，显然式（７）或者式（８）至少有一个成立．因而至少对应一组Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ可求和对

ｍ和ｎ且（ｍ，ｎ）≤２，使得Ω（ｍ）＋Ω（ｎ）＝Ω（ｍ＋ｎ）．由于存在无穷多个素数ｐ，所以定理２成立．

参考文献：

［１］　ＤＩＲＩＣＨＬＥＴ　Ｇ　Ｌ．Ｓｕｒ　ｌ′ｕｓａｇｅ　ｄｅｓ　ｓéｒｉｅｓ　ｉｎｆｉｎｉｅｓ　ｄａｎｓ　ｌａｔｈéｏｒｉｅ　ｄｅｓ　ｎｏｍｂｒｅｓ［Ｊ］．Ｃｒｅｌｌｅ′ｓ　Ｊｏｕｒｎａｌ，１９３８，１８：２５９－２７４．
［２］　ＨＵＸＬＥＹ　Ｍ　Ｎ．Ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ　ｓｕｍｓ　ａｎｄ　ｌａｔｔｉｃｅ　ｐｏｉｎｔｓⅢ ［Ｊ］．Ｐｒｏｃ　Ｌｏｎｄｏｎ　Ｍａｔｈ　Ｓｏｃ，２００３，８７：５９１－６０９．
［３］　ＴＯＮＧ　Ｋ　Ｃ．Ｏｎ　ｄｉｖｉｓｏｒ　ｐｒｏｂｌｅｍｓⅡ ［Ｊ］．Ａｃｔａ　Ｍａｔｈ　Ｓｉｎｉｃａ，１９５６，６：１３９－１５２．
［４］　朱敏慧．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数的混合均值［Ｊ］．纺织高校基础科学学报，２００９，２２（３）：２９５－２９８．
［５］　黄炜．２个Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　ＬＣＭ函数的混合均值估计［Ｊ］．纺织高校基础科学学报，２０１１，２４（３）：３９０－３９３．
［６］　杨长恩．关于Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数的一个方程［Ｊ］．纺织高校基础科学学报，２０１０，２３（２）：１８８－１９０．
［７］　ＪＺＳＥＦ　Ｓáｎｄｏｒ，ＤＲＡＧＯＳＬＡＶ　Ｓ．Ｍｉｔｒｉｎｏｖｉ，Ｈａｎｄｂｏｏｋ　ｏｆ　ｎｕｍｂｅｒ　ｔｈｅｏｒｙⅠ［Ｍ］．Ｎｅｗ　Ｙｏｒｋ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２００６．
［８］　Ａｐｏｓｔｏｌ　Ｔ　Ｍ．Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ　ｔｏ　ａｎａｌｙｔｉｃ　ｎｕｍｂｅｒ　ｔｈｅｏｒｙ［Ｍ］．Ｎｅｗ　Ｙｏｒｋ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ－Ｖｅｒｌａｇ，１９７６．
［９］　ＡＭＡＲＮＡＴＨ　Ｍｕｒｔｈｙ，ＣＨＡＲＬＥＳ　Ａｓｈｂａｃｈｅｒ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　ｐａｒｔｉｔｉｏｎｓ　ａｎｄ　ｎｅｗ　ｉｄｅａｓ　ｏｎ　ｎｕｍｂｅｒ　ｔｈｅｏｒｙ　ａｎｄ　Ｓｍａｒａｎ－

ｄａｃｈｅ　ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ［Ｍ］．Ｐｈｏｅｎｉｘ：Ｈｅｘｉｓ，２００５．
［１０］　潘承洞，潘承彪．哥德巴赫猜想［Ｍ］．北京：科学出版社，１９８１．
［１１］　张文鹏，李海龙．初等数论［Ｍ］．西安：陕西师范大学出版社，２００８．

Ｏｎ　ｔｈｅ　Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　ｓｕｍｍａｂｌｅ　ｄｉｖｉｓｏｒ　ｐａｉｒｓ

ＬＩ　Ｌｉｎｇ

（Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ　ｏｆ　Ｂａｓｉｃ　Ｃｏｕｒｓｅ，Ｓｈａａｎｘｉ　Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃ　Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ，Ｘｉａｎｙａｎｇ，Ｓｈａａｎｘｉ　７１２０００，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｆｏｒ　ａｎｙ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｉｎｔｅｇｅｒ　ｎ，ｌｅｔ　ｄ（ｎ）ｄｅｎｏｔｅｓ　ｔｈｅ　Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ　ｄｉｖｉｓｏｒ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ．Ｔｈａｔ　ｉｓ，ｄ（ｎ）＝∑
ｄ｜ｎ
１

．Ｔｈｅ　Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　Ｓｕｍｍａｂｌｅ　Ｄｉｖｉｓｏｒ　Ｐａｉｒｓ（ＳＳＤＰ）ｉｓ　ａ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｉｎｔｅｇｅｒ　ｐａｉｒｓ　ｍａｎｄ　ｎ　ｗｉｔｈ（ｍ，ｎ）＝１
ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ　ｄ（ｍ）＋ｄ（ｎ）＝ｄ（ｍ＋ｎ），ｗｈｅｒｅ（ｍ，ｎ）ｄｅｎｏｔｅｓ　ｔｈｅ　Ｇｒｅａｔｅｓｔ　Ｃｏｍｍｏｎ　Ｄｉｖｉｓｏｒ　ｏｆ　ｍａｎｄ　ｎ．Ｕ－
ｓｉｎｇ　ｔｈｅ　ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙ　ｍｅｔｈｏｄ　ａｎｄ　ｆａｍｏｕｓ　Ｃｈｅｎ　Ｊｉｎｇｒｕｎ′ｓ　ｔｈｅｏｒｅｍ，ｉｔ　ｗａｓ　ｐｒｏｖｅｄ　ｔｈａｔ　ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔ　ｉｎｆｉｎｉｔｅ
ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｉｎｔｅｇｅｒ　ｐａｉｒｓ　ｍａｎｄ　ｎ　ｗｉｔｈ（ｍ，ｎ）≤２ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ　ｄ（ｍ）＋ｄ（ｎ）＝ｄ（ｍ＋ｎ）．Ｔｈｉｓ　ｍａｄｅ　ｓｏｍｅ　ｐｒｏ－
ｇｒｅｓｓ　ｆｏｒ　ａ　ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ　ｐｒｏｐｏｓｅｄ　ｂｙ　Ａｍａｒｎａｔｈ　Ｍｕｒｔｈｙ　ａｎｄ　Ｃｈａｒｌｅｓ　Ａｓｈｂａｃｈｅｒ．
Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｔｈｅ　Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　ｓｕｍｍａｂｌｅ　ｄｉｖｉｓｏｒ　ｐａｉｒｓ；ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙ　ｍｅｔｈｏｄ；Ｃｈｅｎ　Ｊｉｎｇｒｕｎ′ｓ　ｔｈｅｏｒｅｍ；ｃｏｎｊｅｃ－
ｔｕｒｅ

编辑、校对：黄燕萍

９６３第３期　　　　　　　 　　　　　关于Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ可求和因数对问题


