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关于Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ因子个数为ｎ的最小数问题

苏娟丽

（杨凌职业技术学院 公共课教学部，陕西 杨凌７１２１００）

摘要：ｎ∈Ｎ＋，Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ因子个数为ｎ的最小数Ｔｎ定义为最小的正整数ｋ，使得ｄ（ｋ）＝ｎ．
即Ｔｎ＝ｍｉｎ｛ｋ：ｋ∈Ｎ，ｄ（ｋ）＝ｎ｝，其中ｄ（ｎ）为Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ除数函数．利用初等方法以及素数的分
布性质研究ｌｎ（Ｔｎ）在Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ简单数列上的均值分布问题，并给出一个较强的渐近公式．
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１　 引言及结论

对任意正整数ｎ，Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ引入了因子个数为ｎ的最小数数列｛Ｔｎ｝．即定义Ｔｎ 为最小的正整数

ｋ，使得ｄ（ｋ）＝ｎ．或者Ｔｎ ＝ｍｉｎ｛ｋ：ｋ∈Ｎ，ｄ（ｋ）＝ｎ｝，其中ｄ（ｎ）为Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ除数函数，Ｎ为自然数的

集合．例如｛Ｔｎ｝的前几个值为：Ｔ１＝１，Ｔ２＝２，Ｔ３＝４，Ｔ４＝６，Ｔ５＝１６，Ｔ６＝１２，Ｔ７＝６４，……．一
般地当ｐ为素数时有Ｔｐ ＝２ｐ－１．在文献［１］中，Ａｍａｒｎａｔｈ　Ｍｕｒｔｈｙ及ＣｈａｒｌｅｓＡｓｈｂａｃｈｅｒ建议人们研究数

列｛Ｔｎ｝的性质，同时还提出了有关｛Ｔｎ｝的许多猜想，其中之一就是猜测数列｛Ｔｎ＋１｝中包含无穷多个素

数．本文的主要目的是利用初等方法以及素数的分布性质研究ｌｎ（Ｔｎ）在Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ简单数列上的均值

分布问题，并给出一个较强的渐近公式．为叙述本文的主要结论，首先引入Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ简单数列的概念．

美籍罗马尼亚数论专家Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ教授在文献［２］中引入了简单数的概念，即将所有满足条件∏
ｄ｜ｎ
ｄ

≤ｎ２ 的正整数ｎ称为简单数．或者说ｎ的所有真因子之积不超过ｎ．所有简单数按照大小顺序排列而成的

数列叫简单数列．为方便起见，用Ａ表示所有简单数构成的集合．关于简单数的性质及相关的均值问题，有
不少学者进行了研究，获得了一系列有意义的研究成果，参阅文献［３－８］．本文研究了Ｔｎ 在简单数列上对

数值的均值分布问题，获得了一个较强的渐近公式．具体地说也就是证明了下面的

定理１　 设ｋ为给定的正整数．ｘ∈Ｒ，ｘ＞１，有渐近公式

∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ａ

ｌｎ（Ｔｎ）＝∑
ｋ

ｉ＝１

ａｉ·ｘ２

ｌｎｉｘ ＋Ｏ ｘ２
ｌｎｋ＋１（ ）ｘ ，

其中 　ａｉ　（ｉ＝１，２，…，ｋ）为可计算的常数且ａ１＝ （１／２＋Ｃ）·ｌｎ２，Ｃ＝∑
ｐ

１
ｐ２

为常数，∑
ｐ

表示对所

有素数求和．
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２　 引 　 理

为了完成定理的证明，需要下面几个简单引理，首先有

引理１　 对任意两个不同的素数ｐ及ｑ且ｐ＞ｑ，有计算公式

Ｔｐｑ ＝２ｐ－１·３ｑ－１．
证明 　 设Ｔｐｑ ＝ｎ，则由Ｔｐｑ 的定义有ｄ（ｎ）＝ｐｑ．设ｎ的标准分解式为ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｓｓ ．于是由除

数函数ｄ（ｎ）及Ｔｐｑ 的定义有

ｄ（ｎ）＝ｄ（Ｔｐｑ）＝ （α１＋１）（α２＋１）…（αｓ＋１）＝ｐｑ． （１）
显然由式（１）不难推出１≤ｓ≤２且ｐ１＝２，ｐ２＝３．当ｓ＝１时，则α１＝ｐｑ－１，此时ｎ＝２ｐｑ－１；当ｓ＝
２时，则α１ 及α２ 中一个是ｐ－１，另一个是ｑ－１．但是当ｐ＞ｑ时，２ｐ－１·３ｑ－１＜２ｑ－１·３ｐ－１．又因２ｐ ≥４＞
３，所以２ｐ（ｑ－１）＞３ｑ－１ 或者２ｐｑ－１ ＞２ｐ－１·３ｑ－１．即当ｐ＞ｑ时有不等式

２ｐ－１·３ｑ－１ ＜ｍｉｎ｛２ｐｑ－１，２ｑ－１·３ｐ－１｝．
由上式及Ｔｐｑ 的定义可推出Ｔｐｑ ＝２ｐ－１·３ｑ－１．证毕．

引理２　 对任意素数ｐ≥３，有计算公式

Ｔｐ ＝２ｐ－１，Ｔｐ２ ＝２ｐ－１·３ｐ－１ 及Ｔｐ３ ＝２ｐ－１·３ｐ－１·５ｐ－１．
证明 　 设ｄ（ｎ）＝ｐ，则ｎ只能含一个素因子，不妨设ｎ＝ｑα，于是有α＋１＝ｐ或者α＝ｐ－１．显然

在所有素数方幂ｑｐ－１ 中，只有２ｐ－１ 最小，所以Ｔｐ ＝２ｐ－１．
现在证明Ｔｐ２ ＝２ｐ－１·３ｐ－１．设ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｓｓ 为ｎ的标准分解式且ｄ（ｎ）＝ｐ２．则（α１＋１）（α２＋

１）…（αｓ＋１）＝ｐ２．由于所有αｉ≥１，所以１≤ｓ≤２．此时最小的ｎ只有２ｐ
２－１ 或者２ｐ－１·３ｐ－１．但是当ｐ

≥３时有２ｐ－１ ＞３或者２（ｐ－１）
２

＞３ｐ－１ 或者２ｐ
２－１ ＞２ｐ－１·３ｐ－１．所以由Ｔ２ｐ 的最小性知Ｔｐ２ ＝２ｐ－１·３ｐ－１．

同理可证Ｔｐ３ ＝２ｐ－１·３ｐ－１·５ｐ－１．事实上如果（α１＋１）（α２＋１）…（αｓ＋１）＝ｐ３，那么ｎ有３种可能：ｎ

＝２ｐ
３－１；ｎ＝２ｐ

２－１·３ｐ－１ 或者ｎ＝２ｐ－１·３ｐ－１·５ｐ－１．但是当素数ｐ≥３时有２ｐ－１·３ｐ－１·５ｐ－１＜ｍｉｎ｛２ｐ
３－１，

２ｐ
２－１·３ｐ－１｝，所以由Ｔｐ３ 的最小性可知Ｔｐ３ ＝２ｐ－１·３ｐ－１·５ｐ－１．证毕．

引理３　ｎ∈Ｎ＋，ｎ∈Ａ为简单数当且仅当ｎ为下列４种情况：ｎ＝ｐ，ｐ２，ｐｑ，ｐ３，其中ｐ及ｑ为

不同的素数．
证明 　 参阅文献［３］中引理１．

３　 定理的证明

现在利用上面３个简单引理完成定理１的证明．由引理１、引理２及引理３可得：

∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ａ

ｌｎ（Ｔｎ）＝∑
ｐ≤ｘ
ｌｎ（２ｐ－１）＋２ ∑

１≤ｑ＜ｐ≤ｘ／ｑ
ｌｎ（２ｐ－１·３ｑ－１）＋∑

ｐ２≤ｘ

ｌｎ（２ｐ－１·３ｐ－１）＋

∑
２３＜ｐ３≤ｘ

ｌｎ（２ｐ－１·３ｐ－１·５ｐ－１）＋ｌｎ（２３·３）＝

∑
ｐ≤ｘ

（ｐ－１）ｌｎ２＋２ ∑
１≤ｑ＜ｐ≤ｘ／ｑ

（ｐ－１）ｌｎ２＋２ ∑
１≤ｑ＜ｐ≤ｘ／ｑ

（ｑ－１）ｌｎ３＋

∑
ｐ≤槡ｘ

（ｐ－１）ｌｎ６＋ ∑
２＜ｐ≤３槡ｘ

（ｐ－１）ｌｎ３０＋ｌｎ２４． （２）

设π（ｘ）表示不超过ｘ的所有素数的个数，则由素数定理（参阅文献［９］）可知，ｋ，ｋ∈Ｎ有渐近式

π（ｘ）＝∑
ｐ≤ｘ
１＝∑

ｋ

ｉ＝１

ｄｉ·ｘ
ｌｎｉｘ ＋Ｏ ｘ

ｌｎｋ＋１（ ）ｘ ， （３）

其中ｄｉ（ｉ＝１，２，…，ｋ）为可计算的常数且ｄ１ ＝１．
应用Ａｂｅｌ恒等（参阅文献［１０］中定理４．２）及式（３）可得

∑
ｐ≤ｘ
ｐ ＝ｘ·π（ｘ）－∫

ｘ

２
π（ｙ）ｄｙ＝ｘ·π（ｘ）－∫

ｘ

２ ∑
ｋ

ｉ＝１

ｄｉ·ｙ
ｌｎｉｙ

＋Ｏ ｙ
ｌｎｋ＋１（ ）（ ）ｙ ｄｙ＝

∑
ｋ

ｉ＝１

ｃｉ·ｘ２

ｌｎｉｘ ＋Ｏ ｘ２
ｌｎｋ＋１（ ）ｘ ， （４）
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其中　ｃｉ　（ｉ＝１，２，…，ｋ）为可计算的常数且ｃ１ ＝１／２．

注意到无穷级数∑
ｐ

１
ｐ２
＝Ｃ收敛，应用式（４）有

∑
ｑ＜ｐ≤ｘ／ｑ

ｐ ＝∑
ｑ≤槡ｘ
∑
ｐ≤ｘ／ｑ
ｐ＋Ｏ（ｘ３／２）＝

∑
ｑ≤槡ｘ
∑
ｋ

ｉ＝１

ｃｉ·ｘ２

ｑ２ｌｎｉｘ／ｑ
＋Ｏ ｘ２

ｑ２ｌｎｋ＋１　ｘ／（ ）（ ）ｑ ＋Ｏ（ｘ３／２）＝∑
ｋ

ｉ＝１

ｂｉ·ｘ２

ｌｎｉｘ ＋Ｏ ｘ２
ｌｎｋ＋１（ ）ｘ ， （５）

其中　ｂｉ　（ｉ＝１，２，…，ｋ）为可计算的常数且ｂ１ ＝ １２∑ｐ
１
ｐ２
＝ １２

·Ｃ．

由Ａｂｅｌ恒等容易得到估计是

∑
１≤ｑ＜ｐ≤ｘ／ｑ

（ｑ－１）＝Ｏ ｘ３／２
ｌｎ２（ ）ｘ （６）

结合（２），（４），（５）及（６）可得

∑
ｎ≤ｘ
ｎ∈Ａ

ｌｎ（Ｔｎ）＝∑
ｋ

ｉ＝１

ａｉ·ｘ２

ｌｎｉｘ ＋Ｏ ｘ２
ｌｎｋ＋１（ ）ｘ ，

其中 　ａｉ　（ｉ＝１，２，…，ｋ）为可计算的常数且ａ１＝ １
２＋（ ）Ｃ ·ｌｎ２，Ｃ＝∑ｐ １

ｐ２
为常数，∑

ｐ

表示对所有

素数求和．证毕．
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