
第 32 卷 第 2 期 延安大学学报( 自然科学版) Vol． 32 No． 2
2013 年 6 月 Journal of Yanan University( Natural Science Edition) Jun． 2013

DOI: 10． 3969 /J． ISSN． 1004 － 602X． 2013． 02． 014

关于 Smarandache 复合函数的均值分布
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( 延安大学 数学与计算机科学学院，陕西 延安 716000 )

摘 要:利用初等解析的方法研究了复合函数 S( W( n) ) 的均值分布，并给出了一个较强的渐近公式。
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1 引言及结论

美籍罗马尼亚著名的数论专家 Smarandache 教

授在文献［1］中提出 Smarandache 函数 S ( n) ，定义

为有最小的正整数 m，使得 n | m! ，即 S ( n ) = min
{ m: m∈N，n |m! }。例如，S( 1) = 1，S( 2) = 2，S( 3)

=3，S( 4) = 4，S( 5) = 5，S( 6) = 3，S( 7) = 7，S( 8) =
4，S( 9) = 6，S( 10) = 5，…。对于任意正整数 n ＞ 1，

如果 n = p1 α1p2 α2…ps
αs是 n 的标准素因数分解式，可

以推出 S( n) 满足

S( n) = max
1≤i≤s

{ S( pi
αi ) } ， ( 1)

Mark 在文［2］中得到了 S ( pα ) 的上下界估计，

即

( p － 1) α≤S( pα ) ≤( p － 1)

α［α + 1 + logαp］+ 1， ( 2)

文献［3］探讨了 S( n) 的均值分布问题，并获得

了一个较为精准的均值分布的估计式


n≤x

S( n) = π
2

12·
x2
1nx + [O x2

1n2 ]x
。

定义一个新的数论函数 W( n) 为: 对任意的正

整数 n，k 为最小的使得 n≤k( 3k + 1) 的正整数，即

W( n) = min{ k: n≤k( 3k + 1 ) ，k∈N}。本章主要讨

论复合函数 S( W( n) ) 的均值分布性质。
定理 令 x≥2 为任意实数，k≥2 为给定的整

数，则有


n≤x

S( W( n) ) = π
2

486·
( 3x)

3
2

1n槡x
+

k

i = 2

bi·( 3x)
3
2

1n i 3槡 x
+

[O x
3
2

1nk + 1 ]x
，

其中 bi ( i = 2，3，…，k) 为可计算的常数。
推论 令 x≥2 为任意实数，有


n≤x

S( W( n) ) = π
2

486·
( 3x)

3
2

1n 3槡 x
+ + [O x

3
2

1n2 ]x
。

2 引理及其证明

引理 令 x≥2 为任意实数，设 p 为素数，则有


p≤x

p2 = x3
31nx +

k

i = 2

aix
3

1ni x
+ (O x3

1nk + 1 )x
。

证明 结 合 公 式 π ( x ) = x
1nx + 

k

i = 2

aix
1n j x

+

(
O

x
1nk + 1 )x

并利用 Abel 求和公式可得
p≤x

p2 = x3
1nx +


p≤x

p2 = x3
1nx +

k

i = 2

ajx
3

1ni x
+ (O x3

1nk + 1 )x (－ 2x2
t2
1ntdt + 2

x
2


k

i = 2

aix
2

1ni x
dt + (O x2

t2

1nk + 1 t ) )dt = x3
31nx + 

k

i = 2

aix
3

1ni x
+

(
O

x3

1nk + 1 )x
，

于是引理证毕。

收稿日期: 2013-04-28

基金项目: 基金项目: 陕西省教育厅专项科研计划项目( 11JK0489)

作者简介: 董海浪( 1985—) 男，陕西延川人，延安大学在读硕士研究生。



3 定理的证明

在这里，用初等及解析方法来给出定理的证明。
在公式

n≤x
S( W( n) ) ( 3)

中，注意到若 W( n) = m，则当 k( 3k + 1 ) ≤n≤( k +
1) ( 3k + 4 ) 时，都有 W ( n) = m。也就是说方程 W
( n) =m 有 6m + 4 个解 n =m( 3m + 1) + 1，m( 3m +
1) + 2，…，( m + 1) ( 3m + 4) 。因为 n≤x，所以当 W

( n) =m 时，m 满足 1≤m≤ 12x槡 + 1 － 1
6 ，亦即 m =

3槡 x
3 + O( 1) ，由于 S( n) ≤n，所以


n≤x

S ( W ( n) ) = 
n≤x，W( n) = m

S ( m) = 
m≤ 12x槡 + 1 － 1

6

mS

( m) + O( x) = 
m≤槡3x3

mS( m) + O( x) 。

[把 1，槡3x ]3 这个区间里的所有正整数分成 M

和 N 两个集合，这里令集合 M 为: 存在素数使得 p |

n 并且 p ＞槡n的所有正整数 m 的集合; 集合 N 定义

为: [在 1，
3槡 x ]3 区间中所有不属于集合 M 的正整

数 m 的集合。结合性质( 1) ，可得


m≤槡3x3

m·S( m) = 
m∈M

m·S( m) + 
m∈N

m·S( m) 。

分析集合 M 中的情况，得


m∈A

m·S( m) = 
m∈M

p/m，p ＞槡m

m·S( m)

= 
mp≤槡3x3
m ＜ p

mp·S( mp) = 
mp≤槡3x3
m ＜ p

mp·p

= 
m≤

4 x
槡3

m· 
m ＜ p≤ 3槡 x

3m

p2 ( 4)

根据引理，有


m ＜ p≤ 3槡 x

3m

p2 = (π 3槡 x
3 ) (m

3槡 x
3 )m

2

－ π( m) ·m2 －


3槡 x

3m

m
2tπ( t) dt

= 1
3 ·

( 3槡 x) 3

( 3m) 31n 3槡 x
+

k

i = 2

ai ( 3槡 x) 3·1nim
m31ni 3槡 x

+ (O x
3
2

m31nk + 1 )x

= 1
81·

( 3x)
3
2

m31n 3槡 x
+

k

i = 2

ai ( 3x)
3
2·1nim

m31ni 3槡 x

+ (O x
3
2

m31nk + 1 )x
( 5)

其中，ai ( i = 2，3，…，k) 为可计算的常数。

结合( 4) ，( 5) 式以及公式
∞

i = 1

1
m2 =

π2

6 得


m∈M
·S ( m) = 1

81·
( 3x)

3
2

1n 3槡 x
· 

m≤
4 x
槡3

1
m2 + 

m≤
4 x
槡3


k

i = 2

ai ( 3x)
3
2·1nim

m21ni 3槡 x
+ (O x

3
2

1nk + 1 )x

= π
2

486·
( 3x)

3
2

1n 3槡 x
+

k

i =2

bi ( 3x)
3
2

1ni 3槡 x
+ (O x

3
2

1nk +1 )x
( 6)

其中，bi ( i = 2，3，…，k) 为可计算的常数。
集合 N 中的情形讨论如下。首先，结合集合的

定义以及( 1) 、( 2) 式，我们可以推出，对任意的正整

数 m∈N，如果 m 的标准素因数分解式是 m = p1 α1

p2 α2…，ps
αs，则有

S( n) = max
1≤i≤s

{ S( pi
αi ) }≤max

1≤i≤s
{ αi·pi}≤槡m1nm，( 7)

由( 7) 式可得


m∈N

m·S( m) ≤
m∈N

m·槡m1nm≤


m≤ 3槡 x

3

m
3
2 1nm≤x

5
4 1nx， ( 8)

根据集合 M、N 的定义并结合( 6) ，( 8) 式有


n≤x

S( W( n) ) = 
m≤ 3槡 x

3

m·S( m) + O( x)

= 
m∈M

m·S( m) + 
m∈N

m·S( m) + O( x)

= π
2

486·
( 3x)

3
2

1n 3槡 x
+

k

i = 2

bi ( 3x)
3
2

1ni 3槡 x
+ (O x

3
2

1nk + 1 )x
，

其中 bi ( i = 2，3，…，k) 为可计算的常数。
定理证明完毕。
将 k = 1 代入定理即可得推论。
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