
0 引言

对于正整数 n，Smarandache 幂函数 SP（n）定义为最小的

正整数 m 使得 n 整除 mm，即

SP（n）=min m:n mm, m∈N+,
p|m
仪p=

p|n
仪p仪 仪

由定义知，SP（1）=1，SP（2）=2，SP（3）=3，SP（4）=2，SP（5）=5，

关于 Smarandache 幂函数的注记

摘要 对于正整数 n，Smarandache 幂函数 SP(n)定义为最小的正整数 m 使得 n 整除 mm。 本文在研究数列{SP(n)}性质的基础上，通过

对 SP(n)的一次均值及其渐近公式、无穷数列 SP(n)的收敛性及其相关的恒等式、方程 SP(nk)=φ(n)(k=1, 2, 3)的可解性（φ(n)为 Euler 函

数）及其所有的正整数解等相关问题的讨论，应用解析方法研究了 SP(n)的 k 次方幂的分布性质。 针对任意的实数 x≥3、给定的实数

k，l（k>0，l≥0），及对所有的素数 p、任意的正数 ε 和 Riemann Zeta-函数，给出并证明了其相应的渐近公式；对于任意的实数 x≥3及

给定的实数 k′>0 的情况，也给出并证明了其相应的渐近公式；对于任意的实数 x≥3 及给定的实数 l≥0，其相应的渐近公式也一并

给出并加以证明。 由此，给出
n≤x
Σnl(SP(n))k 及

n≤x
Σ (SP(n))k

nl （k>0，l≥0）的渐近公式。 在 l=0，k=1/k′情况下，以及 k=1, 2, 3 且 ζ(2)=π2/6，

ζ(4)=π4/90 情况下，可以看出该定理是对相关结论的进一步推广。
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Abstract For any positive integern, the Smarandache power function SP (n) is defined as the smallest positive integermsuch that mm is
divisible by n. The main purpose of this paper is to study the solvability of equations SP(n)=准(n), k=1, 2, 3 (for the Euler function) and all
the positive integer solutions and other related issues, based on the nature of the series {SP (n)}, 1st mean, asymptotic formula, the
convergence of infinite series SP (n) and its related identity. The analytic methods are used to get the distribution properties of the k-th
Powers of SP(n). For any real number x≥3, given the real numbers k, l (k>0, l≥0), and all the prime numbers p, any positive number ε
and the Riemann Zeta-function, we give and prove the corresponding asymptotic formula. For any real number x≥3 and a given real
number k′>0, we also give and prove the corresponding asymptotic formula. For any given real numbers x≥3 and real numbers l≥0, the

corresponding asymptotic formula is also given and proven together. Thus, the asymptotic formula of
n≤x
Σnl(SP(n))k and

n≤x
Σ (SP(n))k

nl (k>0, l≥0) is

given, when l=0, k=1/k′, k=1,2,3 and ζ(2)=π2/6, ζ(4)=π4/90, and it could be found that the theorem is a further extension of the related results.
Keywords power function; the k-th power; asymptotic formula
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SP（6）=6，SP（7）=7，SP（8）=4，…。 在文献[1]中，F. Smarandache
提出研究数列{SP（n）}的性质。 关于这个问题文献[2]~[4]已做

了初步的研究，获得一些重要结论。其中文献[2]研究了 SP（n）
的一次均值，得到了渐近公式

n≤x
ΣSP（n）= 1

2 x2
p
仪 1－ 1

p（1+p）‖ ‖+O x
3
2 +ε‖ ‖

文献[3]研究了无穷数列 SP（n）的收敛性，给出了恒等式

∞

n=1
Σ （－1）μ（n）

（SP（nk））s
=

2s+1
（2s－1）ζ（s） k=1,2

2s+1
（2s－1）ζ（s） －

2s－1
4s k=3

2s+1
（2s－1）ζ（s） －

2s－1
4s + 3s－1

9s k=4,

Σ
Σ
Σ
Σ
Σ
Σ
Σ
Σ
Σ
Σ
Σ
Σ
Σ
Σ
Σ
ΣΣ
Σ

5

其中，Re（s）>1。 文献[4]研究了方程 SP（nk）=准（n）, k=1，2，3 的

可解性，（准（n）为 Euler 函数），并给出了所有的正整数解，即

方程 SP（n）=准（n）有且仅有 4 个正整数解，即 n=1，4，8，18；方

程 SP（n2）=准（n）有且仅有 3 个正整数解 n=1,8,18；方程 SP（n3）

=准（n）有且仅有 3 个正整数解。
本文主要目的是利用解析方法研究 SP（n）的 k 次方幂的

分布性质，给出了
n≤x
Σnl（SP（n））k 及

n≤x
Σ （SP（n））k

nl （k>0, l≥0）

的渐近公式，推广了文献[2]的结论。 具体过程如下。
定理 对任意的实数 x≥3 及给定的实数 k，l （k>0，l≥

0），有渐近公式

n≤x
Σnl（SP（n））k= ζ（k+1）

（k+l+1）ζ（2）
xk+l+1

p
仪 1－ 1

pk（1+p）‖ ‖+
O x

k+l+ 1
2 +ε‖ ‖

n≤x
Σ （SP（n））k

nl = ζ（k+1）
（k－l+1）ζ（2）

xk－l+1
p
仪 1－ 1

pk（1+p）‖ ‖+
O x

k－l+ 1
2 +ε‖ ‖

其中，
p
仪表示对所有素数 p 求积，ε 表示任意的正数，ζ（s）表

示 Riemann Zeta-函数。
推理 1 对任意的实数 x≥3 及给定的实数 k′>0，有渐近

公式

n≤x
Σ（SP（n））

1
k′=

6k′ζ 1+k′
k′‖ ‖

（k′+1）π2 x
k′+1
k′

p
仪 1－ 1

p
1
k′ （1+p）

‖ ‖+
O x

k′+2
2k′ +ε‖ ‖

特别地，

n≤x
Σ（SP（n））

1
3 =

9ζ 4
3‖ ‖

2π2 x
4
3

p
仪 1－ 1

p
1
3 （1+p）

‖ ‖+O x
5
6 +ε‖ ‖

n≤x
Σ（SP（n））

1
2 =

4ζ 3
2‖ ‖

π2 x
3
2

p
仪 1－ 1

p
1
2 （1+p）

‖ ‖+O（x1+ε）

推理 2 对任意的实数 x≥3 及给定的实数，有渐近公式

n≤x
Σnl（SP（n））= 1

（l+2）
xl+2

p
仪 1－ 1

p（1+p）‖ ‖+O x
l+ 3

2 +ε‖ ‖

n≤x
Σnl（SP（n））2= 6ζ（3）

（l+3）π2 xl+3
p
仪 1－ 1

p2（1+p）‖ ‖+O x
l+ 5

2 +ε‖ ‖

n≤x
Σnl（SP（n））3= π2

15（l+4）
xl+4

p
仪 1－ 1

p3（1+p）‖ ‖+O x
l+ 7

2 +ε‖ ‖

1 引理和证明

设 s=σ+it，ζ（s）为 Riemann Zeta-函 数，k>0，l≥0 为 给 定

的两个实数，p 为素数。

令 n=p
α1

1 p
α2

2···p
αr

r , U（n）=
p|n
仪p。 为了完成定理的证明，需

要下列引理。
引理 1 对任意的实数 x≥1 及给定的实数 k≥1，有渐近

公式：

n≤x
Σ（U（n））k= ζ（k+1）

（k+1）ζ（2）
xk+1

p
仪 1－ 1

pk（1+p）‖ ‖+O（xk+
1
2 +ε

）

证明 令 A（s）=
∞

n=1
Σ （U（n））k

ns ，由于 U（n）是积性函数，根

据文献[5]中的 Euler 积分式，当 σ>k+1 时，可得

A（s）=
∞

n=1
Σ (U（n）)k

ns =
p
仪

∞

m=0
Σ （U（pm））k

pms仪 仪
=

p
仪 1+p

k

ps +
pk

p2s +‖ ‖… = ζ（s）ζ（s－k）ζ（2s－2k） p
仪 1－ 1

pk（1+ps－k）‖ ‖
令 h（s）=

p
仪 1－ 1

pk（1+ps－k）‖ ‖，当 σ>k+1 时 ， U（n） ≤n，

∞

n=1
Σ （U（n））k

nσ <ζ（σ－k），由文献[5]中的 Perron 公式知，

n≤x
Σ a（n）

n
s0

= 1
2πi

b+iT

b－iT乙 A（s+s0） x
s

s
ds+O xbB（b+σ0）

T‖ ‖+
O x

1－σ0H（2x）min 1, lgx
T‖ ‖仪 仪+

O x
－σ0H（N）min 1, x

T‖x‖‖ ‖仪 仪
其中，N 为离 x 最近的整数，当 x 为半奇数时，取 N=x－ 1

2
，‖x‖

= x－N 。 取 a（n）=（U（n））k，s0=0，b=k+ 3
2
，T=x

k+ 1
2 ，H（x）=x，

B（σ）=ζ（σ－k），则

n≤x
Σ（U（n））k= 1

2πi

k+ 3
2 +iT

k+ 3
2 －iT

乙 ζ（s）ζ（s－k）
ζ（2s－2k） h（s） x

s

s
+O x

k+ 1
2 +ε‖ ‖

将 积 分 线 从 s =k+ 3
2 ±iT 移 到 k+ 1

2 ±iT， 此 时 函 数

ζ（s）ζ（s－k）
ζ（2s－2k） h（s） x

s

s
在 s=k+1 处有一个一阶极点，其留数为
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L（x）=Re s
s=k+1

ζ（s）ζ（s－k）
ζ（2s－2k） h（s） x

s

sx x
=lim
s→k+1

（s－k－1） ζ（s）ζ（s－k）ζ（2s－2k） h（s） x
s

sx x
= ζ（k+1）
（k+1）ζ（2） x

k+1h（k）

其中，h（k）=
p
仪（1－ 1

pk（1+p）
）。 容易估计，

1
2πi

k+ 1
2 +iT

k+ 3
2 +iT

乙 +
k+ 1

2 －iT

k+ 1
2 +iT

乙 +
k+ 3

2 +iT

k+ 1
2 －iT

乙x xζ（s）ζ（s－k）ζ（2s－2k） h（s） x
s

s <<x
k+ 1

2 +ε

所以，

n≤x
Σ（U（n））k= ζ（k+1）

（k+1）ζ（2）
xk+1

p
仪 1－ 1

pk（1+p）x x+O x
k+ 1

2 +εx x
引理 1 得证。
引理 2 对任意的实数 x≥3、给定的实数 k>0 及正整数

α，有

p
α
≤x

α>p

Σ（αp）k垲ln2k+1x

证明 设 π（x）=
p≤x
Σ1，由文献[5]～[8]知，

π（x）= x
lnx +O x

ln2xx x
由 Able 等式，可得

p≤x
Σpk=π（x）xk－k

x

2乙π（t）tk－1dt
故

p≤lnx
Σpk= lnkx

（k+1） +O
（lnk－1x）－k

lnx

2乙 tk
lnt dt+O

lnx

2乙 tk
ln2x dx xt

= lnkx
k+1 +O（lnk－1x）

因为 α>p，所以 pp<pα≤x。 那么

p< lnx
lnp <lnx α≤ lnx

lnp
又

n≤x
Σnk= xk+1

k+1 +O（xk）

从而

p
α
≤x

α>p

Σ（αp）k=
p≤lnx
Σpk

α≤ lnx
lnp

Σ αk<<lnk+1x
p≤lnx
Σ pk

lnk+1p <<

lnk+1x
p≤lnx
Σpk<<ln2k+1x

引理 2 得证。

2 定理的证明

令 ={n|n=p
α1

1 p
α2

2···p
αr

r , αi≤pi, i=1，2，…，r}，当 n∈ 时，有

SP（n）=U（n），当 n∈N+时，有 SP（n）≥U（n），从而

n≤x
Σ（SP（n））k－

n≤x
Σ（U（n））k=

n≤x
Σ[（SP（n））k－（U（n））k]<<

n≤x
SP（n）>U（n）

Σ （SP（n））k

由文献[2]知，存在正整数 α 及素数 p，使得 SP（n）<αp，根

据引理 2 可得

n≤x
SP（n）>U（n）

Σ （SP（n））k<
n≤x

SP（n）>U（n）

Σ （αp）k<<
n≤x
Σ

p
α
≤x

α>p

Σ（αp）k<<x ln2k+1x

故

n≤x
Σ（SP（n））k－

n≤x
Σ（U（n））k<<x ln2k+1x

由引理 1 知，

n≤x
Σ（SP（n））k= ζ（k+1）

（k+1）ζ（2）
xk+1

p
仪 1－ 1

pk（1+p）x x+

O（x
k+ 1

2 +ε

）+O（x ln2k+1x）= ζ（k+1）
（k+1）ζ（2） x

k+1

p
仪 1－ 1

pk（1+p）x x+O（xk+ 1
2 +ε

）

设 B（x）=
n≤x
Σ（SP（n））k，利用 Able 求和公式[5-8]，可得

n≤x
Σnl（SP（n））k=xlB（x）－1－l

x

1乙B（t）tl－1dt = ζ（k+1）
（k+1）ζ（2）

xk+l+1·

p
仪 1－ 1

pk（1+p）x x+O（xk+l+ 1
2 +ε

）－ lζ（k+1）
（k+1）ζ（2）

·

p
仪 1－ 1

pk（1+p）x x x

1乙tk+ldt+O
x

1乙t
k+l－ 1

2 +ε

dx xt ·
= ζ（k+1）
（k+l+1）ζ（2） x

k+l+1

p
仪 1－ 1

pk（1+p）x x+O x
k+l+ 1

2 +εx x

n≤x
Σ （SP（n））k

nl =x－lB（x）－1+l
x

1乙B（t）t－l－1dt= ζ（k+1）
（k+1）ζ（2）

xk－l+1·

p
仪 1－ 1

pk（1+p）x x+O x
k－l+ 1

2 +εx x+ lζ（k+1）
（k+1）ζ（2）·

p
仪 1－ 1

pk（1+p）x x x

1乙tk－ldt+O
x

1乙t
k－l－ 1

2 +ε

dx xt ·
= ζ（k+1）
（k－l+1）ζ（2） x

k－l+1

p
仪 1－ 1

pk（1+p）x x+O x
k－l+ 1

2 +εx x
定理得证。

3 推理的证明

根据定理，取 l=0, k= 1
k′
，即可得到推理 1；取 k=1,2,3，考

虑到 ζ（2）=π2/6，ζ（4）=π4/90，即可证得推理 2。 可以看出，该定

理是对文献[2]的推广。

4 结论

本 文 利 用 解 析 方 法 研究 了 SP（n）的 k 次 方 幂 的 分 布 性

质，根据引理 1 和引理 2 证明了文中的定理，又根据该定理
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证明了相关两个推论，给出了
n≤x
Σnl（SP（n））k 及

n≤x
Σ （SP（n））k

nl

（k>0，l≥0）的渐近公式，在 l=0，k=1/k′，以及 k=1,2,3 且 ζ（2）=
π2/6，ζ（4）=π4/90 的情况下，可以看出该定理推广了文献[2]的
结论。
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