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关于 Smarandache平方列极限问题的研究
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摘　要: 　 Smarandach e平方列问题的研究在数论中占有重要的地位 . 研究了 Smarandach e平方列的一些极

限问题 , 并用初等方法解决了关于 Smarandache平方列的极限 lim
n→∞

( Sn - In )的敛散性问题 .
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Limit Problem of Smarandache Square Sequences

YU Ya-hui , LI Zhen-ping

( Dept. o f Mathematics and Physics, Luoyang Institute of Science and Technolog y , Luoyang 471023, China)

Abstract: The research of Sma randache square sequences plays an impor tant role in number theo ry.

Some problems o f the limits about Sma randache square sequences w ere studied, and wi th elementa ry

method the property of converg ence and div erg ence of w hich lim
n→∞

( Sn - In ) was solv ed.
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1　问题的提出

Sma randache平方列有两种类型: Sma randache最大平方列和 Smarandache最小平方列 . 对任意的

正整数 n , Smarandache最大平方列 SS SP (n )定义为大于或等于 n的最小完全平方数 ,该数列的前几项

为: 0, 1, 4, 4, 4, 9, 9, 9, 9, 9, 16, 16, 16, 16, 16, 16, 16, 25,… ; Smarandache最小平方列 SI SP (n )定义为小

于或等于 n的最大完全平方数 ,该数列的前几项是: 0, 1, 1, 1, 4, 4, 4, 4, 4, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 16,… .

　　记 Sn =
SSS P ( 1) + SS SP ( 2) + … + S SSP (n )

n
,

In = SI S P ( 1) + SI SP ( 2) + … + SI SP (n )
n

.

　　在文献 [1 ]中 , Smarandache教授提出了这两个数列的概念 . 在文献 [2 ]中 , Kenichi ro Kashihara博

士建议人们研究以下两个问题:

问题 1　讨论极限 lim
n→∞

Sn

In
的敛散性 .

问题 2　讨论极限 lim
n→∞

( Sn - In )的敛散性 .

对于问题 1, 参考文献 [3 ]进行了讨论 , 得到 lim
n→∞

Sn
In
= 1; 但对于问题 2, 目前还未有成果出现 , 本文
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用初等方法 [4-13 ]来研究问题 2.

2　问题的讨论与证明

对任意的正整数 n> 2, 一定存在唯一的正整数 M , 满足

M
2
< n≤ (M+ 1)

2
, ( 1)

即 M= O ( n ) (n→∞ ) , 于是有

∑
k≤n

SS SP (k ) = ∑
k≤M2

S SSP (k ) + ∑
M 2 <k≤ n

S SSP (k ) =

∑
l≤M
∑

( l- 1) 2 <k≤ l 2

SS SP (k ) + ∑
M2 <k≤ n

(M+ 1) 2 =

∑
l≤M

( l 2 - ( l - 1) 2 ) l2 + (n - M
2 ) (M+ 1) 2 =

∑
l≤M

( 2l
3
- l

2
) + (n - M

2
) (M + 1)

2
=

M
2
(M+ 1)

2

2
- M (M+ 1) ( 2M+ 1)

6
+ (n - M

2 ) (M+ 1) 2 =

1
2
M

4
+

2
3
M

3
-

1
6
M+ (n - M

2
) (M+ 1)

2
= ( 2)

n
2

2
+ O (n3 /2 ) . ( 3)

同理 , 对于任意的正整数 n> 2, 必然存在唯一的正整数 N , 满足

N
2≤ n < (N + 1) 2 , ( 4)

于是有

∑
k≤ n

S I SP (k ) = ∑
k < N

2

SI S P (k ) + ∑
N
2≤ k≤ n

S I SP (k ) =

∑
l≤N
∑

(l - 1) 2 <k≤ l 2

SI SP (k ) + ∑
N 2≤ k≤n

N
2
=

∑
l≤N

( l 2 - ( l - 1) 2 ) ( l - 1)2 + (n - N
2 + 1)N 2 =

∑
l≤N

( 2l
3
- 5l

2
+ 4l - 1) + (n - N

2
+ 1)N

2
=

N
2
( N + 1)

2

2
-

5N (N + 1) ( 2N + 1)
6

+ 2N (N + 1) - N + (n - N
2
+ 1) N

2
=

1
2
N

4 -
2
3
N

3+
1
6
N + (n - N

2 + 1)N 2 = ( 5)

n
2

2
+ O (n

3 /2
) . ( 6)

　　这里对 n为非完全平方数和 n为完全平方数这两种情况分别来讨论极限 lim
n→∞

( Sn - In ) .

当 n为非完全平方数时 , 式 ( 1)～ ( 6)中 M= N , 根据 Sn及 In的定义 , 由式 ( 2)和 ( 5)可得

Sn - In =
1
n∑k≤ n

SS SP (k ) -
1
n∑k≤n

SI S P (k ) =

1
n
[
4
3M

3
-

M
3 + (n - M

2
) (M+ 1)

2
- (n - M

2
+ 1)M

2
] =

1
n
[2nM -

2
3
M

3 + n - 2M2 -
M
3
] =

2M -
2M

3

3n
+ 1 -

2M
2

n
-

M
3n
.
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　　注意到 , M= O ( n ) (n→∞ ) , 所以

Sn - In = O ( n ) ,

则 lim
n→∞

( Sn - In ) = ∞ .

　　当 n为完全平方数时 , 式 ( 1)～ ( 6)中的 N= M+ 1, 根据式 ( 2)和 ( 5)可得

Sn - In = 1
n∑k≤ n

S SSP (k ) - 1
n∑k≤ n

SI SP (k ) = 1
n
[M

4

2
+ 2

3
M

3 - M
6
+

(n - M
2 ) (M+ 1) 2 -

(M+ 1) 4

2
+

2
3
(M+ 1) 3 -

M+ 1
6 - (n - (M+ 1)

2
+ 1) (M+ 1)

2
] =

1
n
[
4
3
M

3 + 3M2+
5
3
M ] .

根据 M= O( n ) (n→∞ ) , 可知 Sn - In= O( n ) , 因此可得

lim
n→∞

( Sn - In ) = ∞ .

　　综合以上两种情况的讨论 , 可得当 n→∞ 时 , ( Sn - In )→∞ , 并且 Sn - In= O ( n ) .

3　结束语

本文讨论并解决了 Kenichi ro Kashiha ra博士提出的关于 Smarandache平方列的极限 lim
n→∞

( Sn -

In )的敛散性问题 . 从上面的讨论和证明 , 得到了当 n→∞ 时 Smarandache最大平方列与最小平方列的

均值的差 Sn - In将趋向于无穷大 , 并且其趋向于无穷大的速度与 n 同阶 .
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