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摘　要:对任意正整数n, 著名的Smarandache平方补数函数Ssc(n)定义为最小的正整数 m使得m·n为完全平方.即

就是 Ssc(n) =min{m:m ∈ Z+, m· n=k2 , k∈ Z+}.FeliceRusso在 《AnintroductiontotheSmarandacheSquare

Complementaryfunction》中建议我们研究极限lim
n※∞

1

n∑
n

k=2

ln(Ssc(k))
lnk

的存在问题.如果存在 , 确定其极限.本文的主要目的

就是利用初等方法研究这一问题 , 并得到彻底解决 , 即就是证明该极限存在且为 1.
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对任意的正整数 n,著名的 Smarandache平方补数函数 Ssc(n)定义为最小的正整数m使得 m·n为完

全平方.即就是Ssc(n)=min{m:m∈ Z+, m·n=k2 , k∈ Z+}.[ 1] 这一函数是美籍罗马尼亚著名数论专家

F.Smarandache教授在他所著的《OnlyProblems, NotSolution》一书中引入的 ,并建议人们研究它的性质!

从 Ssc(n)的定义容易推出:

如果 n=p1
a1p2

a2…pr
ar表示正整数 n的标准分解式 , 那么

Ssc(n)=p1
odd(a1)p2

odd(a2)…pr
odd(ar), 其中:odd(a)=

1　如果 a为奇数

0　如果 a为偶数
.

由此我们不难计算出 Ssc(n)的前几个值为:

Ssc(1)=1, Ssc(2)=2, Ssc(3)=3, Ssc(4)=1, Ssc(5)=5, Ssc(6)=6, Ssc(7)=7, Ssc(8)=2,

Ssc(9)=1, Ssc(10)= 10, Ssc(11)=11, Ssc(12)= 3, Ssc(13)=13, Ssc(14)= 14, Ssc(15)=15,

Ssc(16)=1, Ssc(17)=17, Ssc(18)=2, Ssc(19)=19, Ssc(20)=5, …… [ 2] 关于Ssc(n)的算术性质 , 许

多学者进行了研究 ,获得了不少有趣的结果 ,见参阅文献 [ 3] [ 4] .

现在对任意的正整数 n>1, 我们考虑和式:

1
n∑

n

k=2

ln(Ssc(k))
lnk

(1)

FeliceRusso在文献 [ 2] 中建议我们研究当n※∞时 , (1)式的极限是否存在?如果存在 , 确定其值.

关于这一问题 , 至今似乎没有人研究 , 至少我们没有看到过有关方面的论文.本文的主要目的是利用初

等方法研究这一问题 , 并得到彻底解决!具体地说也就是证明了:

定理 　对任意的正整数 n>1, 我们有估计式:

1

n∑
n

k=2

ln(Ssc(k))
lnk

=1+O 1

lnn
.

显然这是一个比解决文献 [ 1] 中问题更强的结论.由此定理我们立刻得到下面的:

推论 　对任意的正整数 , 我们有极限:

lim
n※∞

1
n∑

n

k=2

ln(Ssc(k))
lnk

=1.

证明 　令 U(n)=∑
n

k=2

ln(Ssc(k))
lnk

.

首先我们估计 U(n)的上界.事实上当n>1时 , 由 Ssc(n)的定义我们不难推出 Ssc(n)表示n的所

有不同素因数中指数为奇数的素因数的乘积 , 所以对任意的正整数k有:Ssc(k)≤k及ln(Ssc(k))≤lnk,

从而有估计式:
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U(n)=∑
n

k=2

ln(Ssc(k))
lnk

≤ ∑
n

k=2

lnk
lnk
=n-1≤n (2)

其次我们估计 U(n)的下界.对任意的正整数n>1, 设n=p1
a1p2

a2…pr
ar为n的标准分解式 , 我们将

区间 [ 2, n] 中的所有整数分成两个子集 A及B, 其中A表示区间[ 2, n] 中所有满足条件 ai(i=1, 2, … , r)

为偶数的正整数的集合;B表示区间[ 2, n] 中满足至少有一个 a
i
(i=1, 2, … , r)为奇数的正整数的集合.

于是我们有:

U(n)=∑
n

k=2

ln(Ssc(k))
lnk

≥ ∑
n

k=2

ln(Ssc(k))
lnn

=
1
lnn∑k∈ Aln(Ssc(k))+∑k∈Bln(Ssc(k)) (3)

显然由集合 A的定义可知:
1

lnn∑k∈ A
ln(Ssc(k))≤ ∑

k∈A

lnk=0 (4)

另一方面 , 对于任意的n∈ B,一定存在一个素数p使得 p n且 p,
n
p
=1.同时注意到素数定理的几

种不同形式:(参阅文献[ 5] [ 6] [ 7] ).

∑
p≤n

lnp
p
=lnn+O(1);∑

p≤n

lnp=n+O n
lnn
及 ∑

p≤n

lnp
p2
=D+O n

lnn

其中 D为正常数 ,于是我们有估计式:

∑
k∈ B

ln(Ssc(k))= ∑
pm≤n
(p, m)=1

ln(Ssc(pm))= ∑
pm≤n
(p, m)=1

(lnp+ln(Ssc(m)))

≥ ∑
pm≤n
(p, m)=1

lnp=∑
p≤n

lnp∑
k≤
n
p

1≥ ∑
p≤n

lnp n
p
-
n2

p
+O(1) (5)

由(3), (4)及(5)式我们有估计式:

U(n)=∑
n

k=2

ln(Ssc(k))
lnk

=
1

lnn∑k∈B
ln(Ssc(k))≥

1

lnn
(nlnn+O(n))=n+O n

lnn
(6)

结合(2)及(6)式我们立刻推出渐近公式:∑
n

k=2

ln(Ssc(k))
lnk

=1+O n
ln

于是完成了定理的证明.推论可以理解为定理中取 n※∞.
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OnAProblemofSmarandacheSquareComplementaryFunction
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Abstract:Foranypositiveintegern, thefamousSmarandacheSqureComplementaryfunctionSsc(n)isdefineas:Ssc(n)=

m, wheremisthesmallestvaluesuchthatm· nisaperfectsquare.In《AnintroductiontotheSmarandacheSquareComplementa-

ryfunction》, FeliceRussosuggeststodeterminethelimitlim
n※∞

1

n
∑
n

k=2

ln(Ssc(k))
lnk

Inthispaper, thisproblemissolvedcompletely

anditprovesthatitslimitis1.
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