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关于 Smarandache素数列及其它的行列式
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摘 要：对任意正整数 n ≥ 2, Smarandache 下素数列 {pp(n)} 定义为小于或等于 n 的
最大素数; 而 Smarandache 上素数列 {Pp(n)} 表示大于或等于 n 的最小素数. 本文
的主要目的是利用初等方法研究 Smarandache 素数列的性质, 并得到由 Smarandache
素数列组成的行列式的一些性质.
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1 引引引言言言及及及结结结论论论

对任意正整数 n ≥ 2, 著名的 Smarandache 下素数列 {pp(n)} 定义为小于或等于 n 的
最大素数. 例如此数列的前几项是: pp(2) = 2, pp(3) = 3, pp(4) = 3, pp(5) = 5, pp(6) = 5,
pp(7) = 7, pp(8) = 7, pp(9) = 7, pp(10) = 7, pp(11) = 11, pp(12) = 11, pp(13) = 13, pp(14) = 13,
pp(15) = 13, pp(16) = 13, · · · . 同理我们定义 Smarandache 上素数列 {Pp(n)} 为大于或等于 n
的最小素数. 例如: Pp(1) = 2, Pp(2) = 2, Pp(3) = 3, Pp(4) = 5, Pp(5) = 5, Pp(6) = 7,
Pp(7) = 7, Pp(8) = 11, Pp(9) = 11, Pp(10) = 11, Pp(11) = 11, Pp(12) = 13, Pp(13) = 13,
Pp(14) = 17, Pp(15) = 17, · · · . 由这两个数列的定义可知对任意素数 q, 都有 pp(q) = Pp(q) = q.
在文 [1-2] 中, Smarandache 教授建议我们研究这两个数列的性质. 关于这一内容及其有关

问题, 不少学者进行了研究, 得出了一些有趣的结论, 参阅文 [3-6]. 例如在文 [6] 中闫晓霞研究

了
Sn

In
的渐近性质, 证明了对任意正整数 n > 1, 有渐近公式

Sn

In
= 1 + O(n−

1
3 )

其中 In = {pp(2) + pp(3) + · · ·+ pp(n)}/n 及 Sn = {Pp(2) + Pp(3) + · · ·+ Pp(n)}/n.
关于数列 {pp(n)} 与 {Pp(n)} 的性质研究是很有意义的, 因为 Smarandache 素数列与素数

分布问题有着密切的联系.
在本文中, 我们给出 Smarandache 素数列的一些重要性质. 首先定义由 Smarandache 素

数列构成的行列式: 对任意正整数 n, 设 c(n) 和 C(n) 为 n× n 行列式, 即

c(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

pp(2) pp(3) · · · pp(n + 1)
pp(n + 2) pp(n + 3) · · · pp(2n + 1)

...
...

. . .
...

pp(n(n− 1) + 2) pp(n(n− 1) + 3) · · · pp(n2 + 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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C(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Pp(1) Pp(2) · · · Pp(n)
Pp(n + 1) Pp(n + 3) · · · Pp(2n)

...
...

. . .
...

Pp(n(n− 1) + 1) Pp(n(n− 1) + 2) · · · Pp(n2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
例如

c(2) =

∣∣∣∣∣
2 3
3 5

∣∣∣∣∣ = 1, c(3) =

∣∣∣∣∣∣∣

2 3 3
5 5 7
7 7 7

∣∣∣∣∣∣∣
= 14, c(4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 3 5
5 7 7 7
7 11 11 13

13 13 13 17

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

c(5) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 3 5 5
7 7 7 7 11

11 13 13 13 13
17 17 19 19 19
19 23 23 23 23

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −96, c(6) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 3 5 5 7
7 7 7 11 11 13

13 13 13 17 17 19
19 19 19 23 23 23
23 23 23 29 29 31
31 31 31 31 31 37

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

C(2) =

∣∣∣∣∣
2 2
3 5

∣∣∣∣∣ = 4, C(3) =

∣∣∣∣∣∣∣

2 2 3
5 5 7
7 11 11

∣∣∣∣∣∣∣
= 4, C(4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 2 3 5
5 7 7 11

11 11 11 13
13 17 17 17

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 188

C(5) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 2 3 5 5
7 7 11 11 11

11 13 13 17 17
17 17 19 19 23
23 23 23 29 29

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −1 424, C(6) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 2 3 5 5 7
7 11 11 11 11 13

13 17 17 17 17 19
19 23 23 23 23 29
29 29 29 29 29 31
31 37 37 37 37 37

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

C(7) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 2 3 5 5 7 7
11 11 11 11 13 13 17
17 17 17 19 19 23 23
23 23 29 29 29 29 29
29 31 31 37 37 37 37
37 37 41 41 41 41 43
43 47 47 47 47 51 51

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 37 536



第 4 期 余亚辉 等: 关于 Smarandache 素数列及其它的行列式 749

C(8) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 2 3 5 5 7 7 11
11 11 11 13 13 17 17 17
17 19 19 23 23 23 23 29
29 29 29 29 29 31 31 37
37 37 37 37 37 41 41 41
41 43 43 47 47 47 47 51
51 51 51 53 53 57 57 57
57 59 59 61 61 67 67 67

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
关于这些行列式的性质, 至今似乎没有人研究, 至少我们没有在现有的文献中看到！最近,

张文鹏教授建议我们研究这些行列式的性质, 同时提出了下面两个猜测
猜猜猜测测测 1 对任意合数 n ≥ 6, 有 c(n) = 0 及 C(n) = 0.
猜猜猜测测测 2 对任意素数 q, 有 c(q) 6= 0 及 C(q) 6= 0.
从前面几个例子我们也不难发现以上两个猜测是正确的, 从而坚定了我们研究这两个猜测

的信心！本文的主要目的是利用初等方法研究这两个问题, 并彻底解决了猜测 1. 即就是证明
了下面的

定定定理理理 对任意合数 n ≥ 6, 我们有恒等式 c(n) = 0 及 C(n) = 0.
显然我们的定理解决了猜测 1. 猜测 2 是否成立仍然是一个未解决的问题, 建议有兴趣的

读者与我们一起探讨! 当然, 如果猜测 2 成立, 那么通过这种行列式的计算可以给出正整数是否
为素数的一个新的判别方法!

2 定定定理理理的的的证证证明明明

这一节我们将对以上猜测进行分析, 并给出定理的证明.
(1) 首先证明 c(n) = 0 的情况, 以下讨论中的 n 为合数. 由 c(n) 的定义我们可得

c(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

pp(2) pp(3) · · · pp(n− 1) pp(n) pp(n + 1)
pp(n + 2) pp(n + 3) · · · pp(2n− 1) pp(2n) pp(2n + 1)

...
...

. . .
...

...
...

pp(n(n− 1) + 2) pp(n(n− 1) + 3) · · · pp(n2 − 1) pp(n2) pp(n2 + 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

因为 n是合数,显然 i ·n也是合数,其中 i = 1, 2, · · · n. 由 Smarandache下素数列 {pp(n)}
的定义, 显然有 pp(i · n) = pp(i · n − 1). 再观察行列式 c(n), 可以看到行列式的第 n − 2 列与
第 n− 1 列是相同的, 因此由行列式的性质得 c(n) = 0.

(2) 现在证明定理的 C(n) = 0, 下面证明过程中的 n 是大于 6 的任意合数. 这部分的证明
过程类似上一部分的证明. 因为 n 是合数, 所以必然存在正整数 b ≥ a > 1 使得 n = a · b. 因此
行列式 C(n) 可以写为

C(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Pp(1) · · · Pp(n− a) Pp(n− a + 1) · · · Pp(n− 1) Pp(n)
Pp(n + 1) · · · Pp(2n− a) Pp(2n− a + 1) · · · Pp(2n− 1) Pp(2n)

...
. . .

...
...

. . .
...

...
Pp(n(n− 1) + 1) · · · Pp(n2 − a) Pp(n2 − a + 1) · · · Pp(n2 − 1) Pp(n2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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因为 n = a · b ≥ 6 及 b ≥ a > 1 , 所以

a|(i · n− a) 且 (i · b− 1) > 1

其中 i = 1, 2, · · · , n. 由此可知 i · n− a 是合数. 由 C(n) 的定义我们可得

Pp(i · n− a) = Pp(i · n− a + 1)

显然行列式 C(n) 的第 n− a 列和第 n− a + 1 列是相同的, 这就意味着 C(n) = 0.
结合 (1) 和 (2) 就完成了定理的证明.
(3)下面我们对 n为素数时的情况进行讨论.从引言中所列举的例子可以看到: 如果 n是素

数, 那么 c(n) 与 C(n) 都不等于零. 因此我们认为对任意的素数 q, 都有 c(q) 6= 0 和 C(q) 6= 0,
也就是说猜测 2 可能是正确的. 关于这个结论, 我们暂时还不能证明, 但是通过大量的数据计
算 (运用 MATLAB 数学软件), 我们相信猜测 2 是正确的! 下表是我们通过计算得出的一些数
据.

表 1 n 为素数时的数据实验结果

n c(n) C(n) n c(n) C(n)

2 1 4 3 14 4

5 −96 −142 4 7 1.021 4× 105 3 753 6

11 7.829 9× 107 1.147 8× 108 13 9.833 8× 108 −2.795 8× 109

17 8.246 2× 1014 1.316 4× 1013 19 −1.960 8× 1015 1.629× 1015

23 2.454 5× 1020 3.156× 1018 29 8.930 8× 1027 −6.500 8× 1027

31 1.109 5× 1029 −2.283 5× 1028 37 9.949 7× 1037 −7.469 2× 1038

41 −1.150 2× 1042 3.924 4× 1045 43 1.515 2× 1045 −2.167 1× 1044

47 1.160 6× 1051 4.06× 1050 53 2.935 9× 1059 5.873 5× 1059

59 3.840 2× 1067 −3.104 3× 1069 61 −3.614× 1070 6.985 8× 1072

67 3.234 1× 1080 −9.537 4× 1078 71 −2.219× 1085 4.768 8× 1086

73 −3.665 6× 1085 −3.698 5× 1089 79 −4.203 8× 1098 −3.876 2× 1097

83 1.696 6× 10104 2.138 9× 10104 89 −1.069 5× 10113 5.782 4× 10110

97 2.898× 10124 1.996 8× 10124

猜测 2 刻画了正整数 n 是否为素数的一个判定准则, 是我们进一步研究的目标.
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