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摘 要: 对任意的正整数 n，Smarandache 素数可加补函数 SPAC( n) 定义为最小的正整数 k，使得 n + k 是一个素数． 文

章利用初等方法研究了 Smarandache 素数可加补函数 SPAC( n) 的均值性质，并给出一个有趣的渐近公式．
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0 引言及结论

对任意的正整数 n，著名的 Smarandache素数可加补函数 SPAC( n) 定义为最小的非负整数 k，使得 n +
k 为素数． 该数列的前几项为:

1，0，0，1，0，1，0，3，2，1，0，1，0，3，2，1，0，1，0，3，2，1，0，5，4，3，2，1，0，…
著名教授 F． Smarandache 建议我们研究序列{ SPAC( n) } 的性质． 关于这一问题，有学者已作过研究，

并获得了一些有趣的结论． 例如，郭艳春在文献［1］中证明了:

存在任意大的正整数 k，使得

k，k － 1，k － 2，k － 3，…，2，1，0
包含于序列{ SPAC( n) } ．

郭艳春在文献［2］中研究了均值
1
n∑

n

a = 1
SPAC( a) ，并证明了:

对任意的正整数 n，有估计式

An = 1
n∑

n

a = 1
SPAC( a) ≥ 1

2 lnn + O( 1) .

这一 研 究 解 决 了 Kenichiro Kashihara 教 授 在 文 献［3］ 中 提 出 的 对 任 意 大 的 正 整 数 k，均 值

1
n∑

n

a = 1
SPAC( a) 发散的猜想．

本文的主要目的是利用初等方法研究关于著名的 Smarandache 素数可加补函数 SPAC( n) 的均值分

布性质，并给出一个有趣的渐近公式． 即证明下面的结论:

定理 对任意实数 x ＞ 1，有渐近公式

∑
n≤x

( n + SPAC( n) ) = 1
2 x2 + O x

19
( )12 ．

1 定理证明

为了完成定理的证明，需要引入以下引理:

引理 1 设 x 为任意大的正数，则一定存在素数 p，有

x ＜ p≤ x + x
7
12

成立．
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证明参阅文献［4］．
引理 2 对任意实数 x ＞ 1，有渐近公式

∑
pi+1≤x

( pi+1 － pi )
2 = x

23
18 +ε.

其中 pi 表示第 i 个素数，ε 是任意给定的正数．
证明参阅文献［5］和［6］．
下面利用引理来证明定理．
对任意实数 x ＞ 1，设 2 = p1 ＜ p2 ＜ p3 ＜ … ＜ pm ≤ x 表示不超过 x 的所有素数，则有等式

∑
n≤x

( n + SPAC( n) ) = ［1 + SPAC( 1) ］+ ［2 + SPAC( 2) ］+

∑
m－1

i = 1
∑

pi ＜ n≤pi+1

［n + SPAC( n) ］+ ∑
pm ＜ n≤x

［n + SPAC( n) ］

= 2 + 2 +∑
m－1

i = 1
∑

pi ＜ n≤pi+1

pi+1 + ∑
pm ＜ n≤x

pm+1

= ∑
m－1

i = 1
( pi+1 － pi ) ·pi+1 + O( ( x － pm ) ·pm+1 )

= ∑
m－1

i = 1
( p2i +1 － pipi+1 ) + O( ( x － pm ) ·pm+1 )

= ∑
m－1

i = 1
［1
2 ( pi+1 － pi )

2 + 1
2 ( pi+1

2 － pi
2) ］+ O( ( x － pm ) ·pm+1 )

= 1
2∑

m－1

i = 1
( pi+1 － pi )

2 + 1
2∑

m－1

i = 1
( pi+1

2 － pi
2 ) + O( ( x － pm ) ·pm+1 )

∑
n≤x

( n + SPAC( n) ) = ［1 + SPAC( 1) ］+ ［2 + SPAC( 2) ］+

∑
m－1

i = 1
∑

pi ＜ n≤pi+1

［n + SPAC( n) ］+ ∑
pm ＜ n≤x

［n + SPAC( n) ］

= 2 + 2 +∑
m－1

i = 1
∑

pi ＜ n≤pi+1

pi+1 + ∑
pm ＜ n≤x

pm+1

= ∑
m－1

i = 1
( pi+1 － pi ) ·pi+1 + O( ( x － pm ) ·pm+1 )

= ∑
m－1

i = 1
( pi+1

2 － pipi+1 ) + O( ( x － pm ) ·pm+1 )

= ∑
m－1

i = 1
= 1

2 ( pi+1 － pi )
2 + 1

2 ( pi+1
2 － pi

2[ ]) + O( ( x － pm ) ·pm+1 )

= 1
2∑

m－1

i = 1
( pi+1 － pi )

2 + 1
2 ( pm

2 － 4) + O( ( x － pm ) ·pm+1 ) ( 1)

由引理 1，有

x － pm = O x
7

( )12 ( 2)

和

pm+1 = x + O x
7

( )12 .
从而有估计式

( x － pm ) ·pm+1 = O x
19

( )12 ． ( 3)

由式( 1) ，( 2) ，( 3) 和引理 2，立即可得渐近公式

∑
n≤x

( n + SPAC( n) ) = 1
2 x + O x

7
( )[ ]12

2 －{ }4 + 1
2 ·O x

23
18 +( )ε + O x

19
( )12

= 1
2 x2 + O x

19
( )12 ．

·51·2012 年第 2 期 郭艳春，任刚练: 关于 Smarandache 素数可加补函数



于是完成了定理的证明．
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On the Smarandache Prime Additive Complement
GUO Yan-chun，REN Gang-lian

( School of Mathematics and Information Science，Xianyang Normal University，Xianyang 712000，China)

Abstract: For any positive integer，the Smarandache prime additive complement function is defined as the smallest integer
such that is a prime． The main purpose of this paper is using the elementary methods to study the mean value distribution properties
of and give an interesting asymptotic formula for it．
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Base n Digital Sum Function and Its pth-power Mean Value
YANG Qian-li

( Institute of Number Theory，Weinan Normal University，Weinan 714000，China)

Abstract: This paper was mainly resolved the pth-power mean value computation problem of the base n digital sum function．
The element methods of recursion，induction，guessed and mathematical induction were used． And it reached the pth-power mean
value computing formula of digital sum function in the base n，which made the problem of the pth-power mean value of the base n
digital sum function resolved thoroughly．
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