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摘　 要：Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ结 构 数 列 ｛ａｎ｝定 义 为 ｛１，２３，４５６，７８９１，２３４５６，７８９１２３，４５６７８９１，２３４５６７８９，

１２３４５６７８９，… ｝．利用初等对接方法及数列｛ａｎ｝特有的分 布 性 质，研 究 了 该 数 列 的 算 术 性 质，给 出 其 数 字 和 函 数

的一个较强的渐近公式．
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１　主要结果

著名数论专家Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ在他所著的Ｏｎｌｙ　ｐｒｏｂｌｅｍｓ，ｎｏｔ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ一书中提出了１０５个未解决的

问题或 猜 测［１］，其 中 第１８个 问 题 就 是 引 入 结 构 数 列 ｛ａｎ｝＝｛１，２３，４５６，７８９１，２３４５６，７８９１２３，４５６７８９１，

２３４５６７８９，…… ｝，即ａｎ 按自然数１，２，３，…，８，９的次序重复排列，每个数ａｎ＋１ 比它的前一项ａｎ 多一位且按

照 紧 接 ａｎ 的 末 位 数 字 继 续 排 下 去 的 方 法 构 成． 例 如，ａ１０ ＝１２３４５６７８９１，ａ１１ ＝２３４５６７８９１２３，
…．Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ［２］还建议人们 研 究 该 数 列 的 各 种 算 术 性 质．关 于 这 一 问 题，一 些 学 者 进 行 过 探 讨，例

如Ｊ．Ｅａｒｌｓ［３］寻找了该数列中包含的素数个数，在区间１≤ｎ≤５００内发现了１３个素数，即ａ２，ａ７，ａ８，ａ１０，

ａ１７，ａ２０，ａ２５，ａ２８，ａ３１，ａ３８，ａ６１，ａ６２，ａ３３５．那么，是否存在无穷多个自然数ｎ使得ａｎ 为素数呢？ 这是一个很难

解决的数论问题，有兴趣的读者可以去考虑．关于数列｛ａｎ｝的其他算术性质，我们知道的并不多，至少在现

有的文献中还没有见到．本文研究数列｛ａｎ｝的算术性质，利用初等对接方法以及｛ａｎ｝特有的分布性质，讨论

该数列数字和函数的均值分布问题，给出了一个较强的渐近公式．为方便起见，设Ｓ（ｎ）表示ｎ的十进制中各

位数字之和，如Ｓ（１０）＝１＋０＝１，Ｓ（３２１）＝１＋２＋３＝６，Ｓ（ａ２）＝Ｓ（２３）＝５，Ｓ（ａ３）＝Ｓ（４５６）＝１５，Ｓ（ａ４）

＝Ｓ（７８９１）＝２５．在此定义下，有下面的结论．
定理１　 设｛ａｎ｝表示Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ结构数列，则对任意实数ｘ＞１，有渐近公式

　　　　　　∑
ａｎ≤ｘ
Ｓ（ａｎ）＝

５
２
·［ｌｎ　ｘｌｎ　１０］

２

＋
１５
２
·［ｌｎ　ｘｌｎ　１０］＋Ｏ（１），

其中 ［ｘ］表示不超过ｘ的最大整数．
定理２　 设｛ａｎ｝表示Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ结构数列，则对任意实数ｘ＞１，有渐近公式

　　　　　　∑
ｎ≤ｘ
Ｓ（ａｎ）＝

５
２
·ｘ２＋

５
２
·ｘ＋Ｏ（１）．

显然，我们的结论还可以一般化．设Ｓｋ（ｎ）表示ｎ的十进制中各位数字的ｋ次幂之和，例 如Ｓ３（１２３）

＝１３＋２３＋３３＝３６，Ｓ４（１２）＝１４＋２４＝１７．则有下面的结论．
定 理３　设｛ａｎ｝表示Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ结构数列，ｋ为任意给定的正整数，则对任意实数ｘ＞１，有渐近公式

　　　　　　∑
ａｎ≤ｘ
Ｓｋ（ａｎ）＝

ｃ（ｋ）
１８
·［ｌｎ　ｘｌｎ　１０］

２

＋
ｃ（ｋ）
６
·［ｌｎ　ｘｌｎ　１０］

２

＋Ｏ（１），

其中ｃ（ｋ）＝１ｋ ＋２ｋ ＋３ｋ ＋４ｋ ＋５ｋ ＋６ｋ ＋７ｋ ＋８ｋ ＋９ｋ，为常数．
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定 理４　设｛ａｎ｝表示Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ结构数列，ｋ为任意给定的正整数，则对任意整数ｘ＞１，有渐近公式

　　　　　　∑
ｎ≤ｘ
Ｓｋ（ａｎ）＝

ｃ（ｋ）
１８
·ｘ２＋

ｃ（ｋ）
６
·ｘ＋Ｏ（１），

其中ｃ（ｋ）＝∑
９

１
ｉ　ｋ，为常数，特别当ｋ＝２，３时，有

　　　　　　∑
ｎ≤ｘ
Ｓ２（ａｎ）＝

９５
６
·（ｘ２＋ｘ）＋Ｏ（１），　∑

ｎ≤ｘ
Ｓ３（ａｎ）＝

２２５
２
·（ｘ２＋ｘ）＋Ｏ（１）．

２　 定理的证明

本节利用初等对接方法及数列ａｎ 数字和函数的特点来完成定理的证明，所用到的初等数论知识参见文

献［４－７］，有关Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ问题的其他内容参见文献［８－１１］．
定理１的证明 　 对任意实数ｘ＞１，显然存在正整数ｍ，使得满足不等式ａｍ ≤ｘ＜ａｍ＋１．所以ｘ的整

数部分的位数一定为ｍ位，因此１０　ｍ－１≤ｘ＜１０　ｍ，取对数得（ｍ－１）ｌｎ　１０＜ｌｎｘ＜ｍｌｎ　１０．由取整函数的性

质可知

　　　　　　ｍ＝［１ｌｎ　１０·ｌｎｘ］＋１， （１）

由ｍ 的定义可知，不大于ｘ的最大ａｎ 即ａｍ 的位数是ｍ 位．不妨这样考虑问题：将所有ａ１，ａ２，ａ３，…，ａｍ 按

照自然顺序对接起来得到一个自然数Ｍ，显然，Ｍ 的位数为

　　　　　　１＋２＋３＋…＋ｍ－１＋ｍ＝
ｍ（ｍ＋１）

２
，

而Ｍ 的各位 数 字 是 由｛１，２，３，…，８，９｝重 复 排 列，由 带 余 除 法 可 知 存 在 非 负 整 数ｑ及ｒ使 得
ｍ（ｍ＋１）

２

＝９ｑ＋ｒ，其中ｑ　＝［ｍ（ｍ＋１）１８ ］，０≤ｒ＜９，则由Ｍ 的定义可得

　　　　　　Ｍ ＝ １２３４５６７８９
烉烇 烋

１２３４５６７８９
烉烇 烋…１２３４５６７８９

烉烇 烋烉烇 烋
ｑ

１２３…ｒ，

即Ｍ 的表示 式 中 数 字１２３４５６７８９重 复 出 现 了ｑ＝［ｍ（ｍ＋１）１８ ］＝ｍ（ｍ＋１）１８ ＋Ｏ（１）次．在 一 个 循 环 段

１２３４５６７８９上，它的数字之和为１＋２＋…＋９＝４５．显然，由Ｍ 的结构及数字和函数的定义有

∑
ａｎ≤ｘ
Ｓ（ａｎ）＝∑

ｍ

ｋ＝１
Ｓ（ａｋ）＝Ｓ（Ｍ）＝ｑ×４５＋１＋２＋３＋…＋ｒ＝

４５　×［ｍ（ｍ＋１）２×９ ］＋Ｏ（１）＝５２·ｍ（ｍ＋１）＋Ｏ（１）． （２）

结合（１）和（２）式可得渐近公式

∑
ａｎ≤ｘ
Ｓ（ａｎ）＝

５
２
·（［１ｌｎ　１０·ｌｎｘ］＋１）·（［

１
ｌｎ　１０

·ｌｎｘ］＋２）＋Ｏ（１）＝
１５
２
·［１ｌｎ　１０·ｌｎ　ｘ］

２

＋
１５
２
·［１ｌｎ　１０·ｌｎｘ］＋Ｏ（１）．

于是证明了定理１．
定理２的证明　由于ｘ为整数，所以ａｘ 的位数为ｘ位．将所有ａ１，ａ２，ａ３，…，ａｘ 按照自然顺序对接起来

得到一个自然数Ｎ，显然，Ｎ 的位数为

　　　　　　１＋２＋３＋…＋ｘ－１＋ｘ＝
ｘ（ｘ＋１）
２

．

所以，利用定理１的证明方法有

　　　　　　∑
ｎ≤ｘ
Ｓ（ａｎ）＝Ｓ（Ｎ）＝［ｘ（ｘ＋１）２×９ ］×４５＋Ｏ（１）＝５２·ｘ２＋

５
２
·ｘ＋Ｏ（１）．

于是完成了定理２的证明．

·２４２·
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定理３和定理４的证明方法与定理１相同，差别在于对１２３４５６７８９一段上数字和的计算．在定理３中，

１２３４５６７８９的数字之和应为ｃ（ｋ）＝∑
９

ｉ＝１
ｉ　ｋ．在定理１及定理２中ｋ＝１是一个特殊情况，即ｃ（１）＝４５．
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