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关于 Smarandache问题的一个推广

郭晓艳

(西北大学 数学系 ,陕西 西安　710127)

摘要:目的　对 F.Smarandache提出的一个问题进行研究 。方法　采用初等方法 。结果　求解含

有 n-1个变量的方程 , x1a
1
x1 +x2a

1
x2 +… +xn-1a

1
xn-1 +… + 1

x1x2…xn-1
a
x
1
x
2
…x
n-1 =na。结论　推广了

F.Smarandache所提出的一个问题。
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Abstract:Aim　TostudyoneoftheproblemsthatromaniannumbertheoristprofessorF.Smarandachehaspro-

posedandtogeneralize.Methods　Utilizingtheelementarymethods.Results　Havingsolvedtheequationofcon-

tainign-1 variablescompletely, x1a
1
x1 +x2a

1
x2 +… +xn-1a

1
xn-1 +… + 1

x1x2…xn-1
a
x
1
x
2
…x
n-1 =na。Conclusion　One

oftheproblemsproposedbyprofessorF.Smarandachehasbeendeveloped.
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1　引言及结论

不定方程(或方程组)是变量数个数多于方程

个数 ,且变量取整数值的方程(或方程组)。不定方

程是数论中古老而又重要的一个分支 ,例如著名的

Fermat大定理就是不定方程的一个典型代表。其内

容与现代数学有密切的联系。美籍罗马尼亚著名数

论专家 F.Smarandache教授在他所著的 “只有问题 ,

没有解答 ”一书的第 50个问题中建议我们研究方

程
[ 1]

xa
1
x +

1
x
a
x
=2a (1)

的可解性 ,并求该方程的所有实数解 。

关于这一问题 ,张文鹏教授在文献 [ 2] 中进行

了研究。具体地说 ,即证明下面的结论:

对所有的 a∈ R {-1, 0, 1},方程(1)有且仅有

一个实数解 x=1。

本文将方程(1)进行了推广和延伸 ,即考虑了 n

-1个变量的情况 ,求出了方程

x1a
1
x1 +x2a

1
x2 +… +xn-1a

1
xn-1 +

1

x1x2…xn-1
a
x1x2…xn-1 =na (2)

的所有非负实数解 ,亦即证明了下面的定理 。

定 　理 　对任意实数 a∈ R {0},方程(2)有

且仅有一组非负实数解

x1 =x2 =…… =xn-1 =1。

当 n=2时 ,方程(2)变为 x1a
1
x1 +

1

x1
a
x1 =2a,

即文献 [ 2] 中所讨论的情况 ,因此本文的结果是文
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献 [ 2] 中定理的推广和延伸。

2　定理的证明

利用文献 [ 2] 中的思想直接给出定理证明。为

此需要下面的两个结论。

结论 1　对任意正实数 a1 , a2 , …, an,有不等式

a1 +a2 +… +an
n

≥
n
a1a2…an。

多元函数取得极值的必要条件:设函数 z=

f(x1 , x2 , …, xn)在点(x
′
1 , x

′
2 , … , x

′
n)具有偏导数且取

得极值 ,则它在该点的偏导数必为零 ,即

结论 2　fx1(x
′
1 , x

′
2 , … , x

′
n)=fx2(x

′
1 , x

′
2 , …, x

′
n)

=… =fxn(x
′
1 , x

′
2 , …, x

′
n)=0。

以上两个结论的证明可参阅文献 [ 3-4]及[ 6] 。

现在利用以上两个结论来证明对所有 a∈

R {0},方程

x1a
1
x1 +x2a

1
x2 +… +xn-1a

1
xn-1 +

1

x1x2…xn-1
a
x1x2…xn-1 =na

成立 ,当且仅当 x1 =x2 =… =xn-1 =1。现在将 a分

成三种情况 a≥ 1 , 0 <a<1及 a<0讨论 。

事实上当 a≥ 1时 ,由上面的基本不等式可得

1

x1
+

1

x2
+… +

1

xn-1
+x1x2…xn-1 ≥n,

于是有

x1a
1
x1 +x2a

1
x2 +… +xn-1a

1
xn-1 +

1

x1x2…xn-1
a
x1x2…xn-1 ≥

n
n

a
1
x1
+1
x2
+…+ 1

xn-1
+x1x2…xn-1

≥n
n

a
n
≥na,

上式成立当且仅当 x1 =x2 =… =xn-1 =
1

x1x2…xn-1
或者 x1 =x2 =… =xn-1 =1。即当 a≥ 1时 ,方程

(2)仅有一组正实数解 x1 =x2 =… =xn-1 =1。

当 0 <a < 1时 , 为方便起见 , 设 xn =

1

x1x2…xn-1
,并令函数

f(x1 , x2 , …, xn-1)=x1a
1
x1 +x2a

1
x2 +… +

xn-1a
1
xn-1 + 1

x1x2…xn-1
a
x
1
x
2
…x
n-1 -na,

因为函数 f(x1 , x2 , … , xn-1)在(0, +∞)上是可导

的 ,故对f(x1 , x2 , …, xn-1)分别关于 x1 , x2 , …, xn-1求

偏导数 ,可得

 f
 x1
=a

1
x1(1 -lna

x1
)+

1

x1
lnaa

x1x2…xn-1
-

1

x1
1

x1x2…xn-1
a
x1x2…xn-1

=

a
1
x1(1 -lna

x1
)+1

x1
a

1
xn(lna-xn),

 f
 x2
=a

1
x2(1 -

lna
x2
)+

1
x2
a

1
xn(lna-xn),

……

 f
 xn-1

=a
1
xn-1(1 -

lna
xn-1
)+

1
xn-1
a

1
xn(lna-xn)。

分别令
 f
 x1
,
 f
 x2
, … ,

 f
 xn-1

=0 ,则

a
1
x1(lna-x1)=a

1
xn(lna-xn),

a
1
x2(lna-x2)=a

1
xn(lna-xn),

……

a
1
xn-1(lna-xn-1)=a

1
xn(lna-xn)。

设函数 u(x)=a
1
x(lna-x),其中 0 <a<1。下面

证明此函数为单调函数 。

u′(x)=a
1
x[

1

x
2lna(x-lna)-1] =

-a
1
x[ (
lna
x
)

2
-
lna
x
+1] =

-a
1
x[ (lna

x
-1

2
)
2
+3

4
] <0。

故 u(x)在(0, +∞)上是单调递减函数 ,所以对应

于同一个函数值 u(x0),有且仅有一个 x0成立。所以

由

a
1
x1(lna-x1)=

a
1
x2(lna-x2)=… =a

1
xn(lna-xn)

可得出 x1 =x2 =… =xn =q。则(q, q, … , q)为原

函数 f(x1 , x2 , …, xn-1)可能的极值点 ,且仅有这一个

极值点。由 q
n
=1可得 q=1,故(1, 1, …, 1)为函数

的极值点 ,此时极值为 0。事实上 ,假设函数 f(x1 , x2 ,

…, xn-1)还有其他的极值点 , 设为 (x′1 , x′2 , …,

x′n-1),则由多元函数极值存在的必要条件可知 ,在

这一点必有 x′1 =x′2 =… =x′n-1 =1式成立 ,与之

前单调函数同一函数值对应唯一自变量矛盾 。故函

数只有点(1, 1, …, 1)这一个极值点。即此时原函数

f(x1 , x2 , … , xn-1)=x1a
1
x1 +x2a

1
x2 +… +

xn-1a
1
xn-1 +

1

x1x2…xn-1
a
x1x2…xn-1

-na

取得惟一极值 ,且极值为 0。即当且仅当 x1 =x2 =…

=xn-1 =1时 ,原方程的解是

(下转第 18页)
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第 4步　fi:(Li, Fi)※(L, F )是结构渗透 fi:

Li※L的终提升 。对于任一 A -对象(L0 , F0)和

任一保并映射 g:L※L0 ,设 g fi有提升 ,则 g fi是

(Li, Fi)※(L0 , F0)的保并连续映射 。对任意的 A

∈ F0 , (g fi)
-1
(A)=fi

-1
(g

-1
(A))∈ Fi( i∈ I),

这说明 g
-1
(A)∈ F,从而 g是保并连续映射 ,这说

明 g:L※L0有提升。

第 5步　fi:(Li, Fi)※(L, F )是惟一的终提

升 。假设 li:(Li, Fi)※(L, F′)是另一个终提升 ,

令

(L0 , F0)=(L, F′), g=iL ,

则 U(li)=fi,即 iL  fi=fi有提升 li,所以 iL:L※L

有提升  i:(L, F )※(L, F′),又由于  i是连续的 ,

所以 F′ F,同理 F  F′,综上所述 , F=F′。又

U(li)=fi=U(fi),

所以 li=fi。

第 6步 　WTML不是 topologicalconstruct(同

理可证 TML也不是 topologicalconstruct)。若不

然 ,取集合 L={x, y}(其中 x≠y), WTML-对象

(L1 , F1)=({0, 1}, {0, 1})(其中 0<1)及映射 f1:

L※L1 ,其中 f1(x)=f1(y)=0。则可设(≤, F)是

L上相应的初始 WTML-结构 。由于(L, ≤)是

完备格 ,不妨设 x<y。这时取 WTML-对象(L0 ,

F0)=(L1 , F1)和满足 g(0)=g(1)=y的映射 g:

L0※L。则由

(f1  g)(0)=(f1  g)(1)=0

可知 f1  g:(L0 , F0)※(L1 , F1)是 WTML-态射 ,

但 g:(L0 , F0)※(L, F)不是 WTML-态射(因 g

不是保并映射)。这与(≤, F )是 L上相应的初始

WTML-结构矛盾。
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　　x1 =x2 =… =xn-1 =1。

当 a<0时 ,原方程(2)若要有解 ,则 x1 , x2 , … ,

xn-1必为有理数 ,因为负数不能开无理数次方 ,故设

xi=
pi
qi
, (pi, qi)=1,其中 i=1, 2, … , n。若要 a

qi
pi有

意义 ,则 pi必为奇数 ,故 p1p2…pn也为奇数 ,若存在

qi为偶数 ,则由已知条件有
q1…qi…qn
p1…pi…pn

=1, 这与 pi

为奇数矛盾 。所以 q1q2…qn也为奇数 , qi为奇数 ,所

以有 a
1
xi =- a 

1
xi,于是原方程可化为

n a =-na=-x1a
1
x1 -… -

xn-1a
1
xn-1 -

1

x1x2…xn-1
a
x1x2…xn-1

=

x1  a 
1
x1 +… +xn-1  a 

1
xn-1 +

1

x1x2…xn-1
 a 

x1x2…xn-1 。

此时 ,由前面讨论的两种情况可知 ,方程(2)的解仍

然是

x1 =x2 =… =xn-1 =1。

综上所述 ,可得出方程(2)的所有非负实数解

为

x1 =x2 =… =xn-1 =1。

于是 ,完成了定理的证明 。
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