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关于一个 Smarandache 数列的研究

王明军
( 渭南师范学院 数学与信息科学学院，陕西 渭南 714099)

摘 要: 对于任意的正整数 n，设 a( n) 表示将每个自然数 n 重复 n 次得到的数列． 给出该数列的一个通项公

式，然后利用初等方法研究了该数列与 Euler 函数的均值，以及与 δk ( n) 的复合函数的均值，并给出其渐近公

式．
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SMAＲANDACHE 教授在《Proposed Problems of Mathematics》［1］一书中，介绍了一个数列 1，2，2，3，3，3，

4，4，4，4，5，5，5，5，5，6，6，6，6，6，6，…，对于每个自然数 n 重复 n 次，此数论函数看起来很有规律; 同时给

出了这个数列的一个通项公式

对于 r≥1，有 ar( r + 1) /2 － k = r，( 0≤k≤r － 1) ．
关于此数列，尚未见到其他相关的结论． 为了能更好地研究该数列的性质，将该数列的通项公式表示为

r( r － 1) /2 ＜ n≤r( r + 1) /2 时，a( n) = r，其中 r 为正整数．
关于数论函数的均值和混合均值的研究有许多很好的结论和研究方法，文献［2 － 3］给出五边形补数

的均值，文献［4 － 8］给出与 ep ( n) 和其他函数有关的一些混合均值． 笔者在上述通项公式的基础上，利用

初等方法研究了该数列与 Euler 函数的均值以及与函数 δk ( n) 的复合函数的均值，并给出其渐近公式，即

证明了以下定理．
定理 1 对于任意给定的正实数 x≥1，{ a( n) } 是将每个正整数 n 重复 n 次得到的数列，φ( n) 表示

Euler 函数，则有渐近公式

∑
n≤x

φ( a( n) ) = 槡2 2
π2 x3 /2 ln x + 槡2 2 × ln2

π2 x3 /2 + O( xln x) ．

定理 2 对任意实数 x≥1，有渐近公式

∑
n≤x

δk ( a( n) ) = 槡2 2
3 x3 /2Π

p | k

p
p + 1 + O( x5 /4 + ε ) ，

其中 δk ( n) 定义为 δk ( n) =
max{ d N | d | n，( d，k) = 1} ，n≠0
0，n{ = 0

．

1 引理

为了完成定理的证明，需要下面的引理．
引理 1 对于任意的实数 x≥1，设 M( M － 1) /2 ＜ x ≤M( M + 1) /2，则有渐近公式

M = 2槡 x + O( 1) ．
证明 对于任意的实数 x≥1，设 M( M － 1) /2 ＜ x ≤M( M + 1) /2，由不等式 x≤M( M + 1) /2，解得

M≥( － 1 + 1 + 8槡 x) /2 或者 M≤( － 1 － 1 + 8槡 x) /2． 由不等式 M( M － 1) /2 ＜ x，解得( 1 － 1 + 8槡 x) /2 ＜
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M ＜ ( 1 + 1 + 8槡 x) /2，由此可得 ( －1 + 1 +8槡 x) /2≤M ＜ ( 1 + 1 +8槡 x) /2，即 M = 2槡 x +O( 1) ．
引理 2 设 φ( n) 表示 Euler 函数，M≥1 为任一正整数，则有渐近公式

∑
t≤M

tφ( t) = 2
π2M

3 ln M + O( M2 ln M) ．

证明 令 A( M) = ∑
r≤M

φ( r) ，由 Abel 恒等式［9］可得到

∑
t≤M

tφ( t) = A( M) M － ∫ M

1 A( t) dt =M(
3
π2M

2 +O( Mln M) ) － ∫ M

1 (
3
π2 t

2 +O( tln t) ) dt = 2
π2M

3 ln M +O( M2 ln M) ) ．

引理 3 对于任意正数 x≥1 及正整数 k，有渐近公式

∑
n≤x

δk ( n) = x2
2 Πp | k

p
p + 1 + O( x3 /2 + ε ) ，

其中，δk ( n) =
max{ d N | d | n，( d，k) = 1} ，n≠0
0，n{ = 0

，Π
p | k

表示对所有满足 p | k 的素因子 p 求积，ε 是任意给定

的正数．
证明 参阅文献［10］．

2 定理的证明

首先证明定理 1．
对于任意给定的正数 x≥1，必存在正整数 M，满足 M( M － 1) /2 ＜ x≤M( M + 1) /2． 由 a( n) 的定义及

引理 1 和引理 2 有

∑
n≤x

φ( a( n) ) = ∑
M － 1

r = 1
∑

r( r － 1) /2 ＜ n≤r( r + 1) /2
φ( a( n) ) + ∑

M( M － 1) /2 ＜ n≤x
φ( a( n) ) =

∑
M － 1

r = 0
( r( r + 1) /2 － r( r － 1) /2) φ( r) + ∑

M( M － 1) /2 ＜ n≤x
φ( M) =

∑
M

r = 1
rφ( r) + O( M1 + ε ) = 2

π2M
3 ln M + O( M2 ln M) ) =

槡2 2
π2 x3 /2 ln x + 槡2 2 × ln2

π2 x3 /2 + O( xln x)

定理 2 的证明．
对于任意实数 x≥1，M 是一个确定的正整数，满足 M( M －1) /2 ＜ x≤M( M +1) /2，根据 a( n) 的定义有

∑
n≤x

δk ( a( n) ) = ∑
M － 1

t = 0
∑

t( t － 1) /2 ＜ n≤t( t + 1) /2
δk ( a( n) ) + ∑

M( M － 1) /2 ＜ n≤x
δk ( a( n) ) =

∑
M － 1

t = 0
( t( t + 1) /2) － t( t － 1) /2) δk ( t) + ∑

M( M － 1) /2 ＜ n≤x
δk ( M) =

∑
M

t = 1
tδk ( t) + O( ∑

M( M － 1) /2 ＜ n≤M( M + 1) /2
δk ( M) ) =∑

M

t = 1
tδk ( t) + O( Mδk ( M) ) ．

设 A( y) =∑
t≤y
δk ( t) ，根据 Abel 恒等式以及引理 3，则有

∑
M

t = 1
tδk ( t) =MA( M) － ∫ M

1 A( y) dy =M(
M2

2 Πp | k
p

p + 1 + O( M3 /2 + ε ) ) － ∫ M

1 (
y2
2 Πp | k

p
p + 1 + O( y3 /2 + ε ) ) dy =

M3

3 Πp | k
p

p + 1 + O( M5 /2 + ε ) －M3

6 Πp | k
p

p + 1 =M3

3 Πp | k
p

p + 1 + O( M5 /2 + ε ) ．

因此，由引理 1 及上式可以得到

∑
n≤x

δk ( a( n) ) = 槡2 2
3 x3 /2Π

p | k

p
p + 1 + O( x5 /4 + ε ) ．

这样就完成了定理的证明．
按照相同的推理方法，还可以得出该数列与其他数论函数的均值，例如: 设 p 为一个素数，ep ( n) 表示

整除正整数 n 的 p 的最大幂指数，则对任意实数 x≥1，有渐近公式

∑
n≤x

ep ( a( n) ) = 1
p － 1x + O( x1 /2 ln2x) ．
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Some Colorings of the Gear Graph

ZHANG Donghan，ZHAO Jian
( College of Mathematics and Computer Applications，ShangLuo University，Shang luo，Shan Xi 726000)

Abstract: The exhaustion method and the combination analytic method were used to discuss the adjacent strong
edge coloring and the adjacent vertex distinguishing total coloring of the gear graph． The adjacent strong edge
chromatic number and the adjacent vertex distinguishing total chromatic number of the gear graph were obtained
by constructing specific coloring．
Key words: gear graph; adjacent strong edge coloring; adjacent vertex distinguishing total coloring
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A Smarandache Sequence

WANG Mingjun
( Department of Mathematics and Information Science，Weinan Teachers University，Weinan Shannxi，714099)

Abstract: For any positive integer n ，let a( n) denote the natural sequence where each number n is repeated n
times． After the general term formula was proposed，the elementary method was used to study the asymptotic
properties of this sequence and two hybrid function，and the asymptotic formula was obtained．
Key words: hybrid function; mean value; asymptotic formula
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