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关于一个数论函数的二次均值
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摘要:推广了 n进制中非零数字倒数之和函数的均值公式 , 给出其二次均值 A2(N, n)的计算公式。
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Abstract:Extendsandreforcerelationofcorollary, obtainanmeanvaluecomputingformulaA2(N, n).
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1　引言及结论

美国数论专家 SmarandacheF在《OnlyProblems,

NotSolution》
[ 1]
一书中提出了初等数论及集合论中

105个未解决的问题 ,其中第 22个问题是研究十进制

中数字之和数列的性质。文献 [ 2, 3]分别讨论了 n进

制中数字函数均值的有关计算。在前面的工作中作

者研究了 n进制中数字倒数和函数均值的计算 ,本文

在此基础上讨论其二次均值的计算 ,并给出了一个计

算公式 A2(N, n)。为叙述方便 ,先引入如下定义:

定义 4
[ 4]
:设 n(n≥2)为一给定的正整数 ,对

任一正整数 m,假定 m在 n进制中表示为:

m=a1n
k
1 +a2n

k
2 +… +asn

k
s

其中 , 1≤ai<n, i=1, 2, …, s;k1 >k2 >… >ks≥0。

记 a(m, n)=
1

a1
+

1

a2
+… +

1

as
,并令 Ar(N,

n)=∑
m<N
a
r
(m, n),令 φr(n)=∑

n-1

i=1

1

i
r。

本文的目的是给出 r=2时的精确计算公式 ,

即 A2(N, n),在这一记号下 ,有下列定理。

定理 1:设 N=a1n
k
1 +a2n

k
2 +… +asn

k
s,

其中 , 1≤ai<n;i=1 , 2, … , s;k1 >k2 >… >ks

≥ 0

A2(N, n)=∑
s

i=1
{[ 2kiaiφ1(n)[φ1(ki)φ1(n)+∑

i-1

j=1

1
aj
] -φ1(ki)ai] /n+kiaiφ2(n)+[ 2kiφ2(n)-1]φ1(ai)

+nφ2(ai)+ai(∑
i-1

j=1

1

aj
)
2
}n
k
i
-1
。

2　引理

为了完成定理的证明 ,需要引入下面的引理 ,有

引理 1
[ 2]
:A1(N, n)=∑

s

i=1
[ aikiφ(n)+nφ(

1

ai
)

+nai∑
i-1

j=1

1
aj
] n
k
i
-1
。
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引理 2:A2(n
k
, n)={[ 2k(k-1)φ

2

1(n)-

φ1(k)] /n+kφ2(n)}n
k-1

(1)

证明:当 k=1时 ,左边 =A2(n, n)=∑
m<n
a
2
(m,

n)=a
2
(1, n)+a

2
(2, n)+…a

2
(n-1, n)=1

2
+

1

2
2

+…+
1

(n-1)
2 =φ2(n),右边 =φ2(n),左边 =右

边 ,故命题成立。

假设 k=p时命题成立 ,即

A2(n
p
, n)={[ 2p(p-1)φ

2
1(n)-φ1(p)] /n

+pφ2(n)}n
p-1

那么 ,当 k=p+1时

A2(n
p+1
, n)= ∑

m<np+1
a
2
(m, n)=∑

m<np
a
2
(m, n)

+ ∑
np≤m<2np

a
2
(m, n)+… + ∑

(n-1)np≤m<np+1
a
2
(m, n)=

∑
m<np
a
2
(m, n)+ ∑

0≤m<np
a
2
(m+n

p
, n)+… + ∑

0≤m<np

a
2
(m+(n-1)n

p
, n)=∑

m<np
a
2
(m, n)+∑

0≤m<np
[ a

(m, n)+1]
2
+… + ∑

0≤m<np
[ a(m, n)+

1
(n-1)

]
2

=n∑
m<np
a
2
(m, n)+2[ 1+1

2
+… + 1

(n-1)
]∑
m<np

a(m, n)+[ 1
2
+

1

2
2 +… +

1

(n-1)
2 ] n

p
=nA2(n

p
,

n)+2φ1(n)A1(n
p
, n)+φ2(n)n

p
。

由假设与引理 1得

A2(n
p+1
, n)=n{[ 2p(p-1)φ

2
1(n)-φ1(p)]

/n+pφ2(n)}n
p-1
+2φ

2
1(n)pn

p-1
+φ2(n)n

p
={[

2p(p+1)φ
2
1(n)-φ1(p+1)] /n+(p+1)φ2(n)}

n
p

所以 k=p+1成立 ,命题成立。

故由数学归纳法得 ,原命题成立 。

引理 3:A2(an
k
, n)={[ 2k(k-1)φ

2
1(n)-

φ1(k)] a/n+kaφ2(n)+2kφ1(a)φ2(n)+nφ2

(a)}n
k-1
,其中 a为自然数 。

证明:A2(an
k
, n)=∑

m<ank
a
2
(m, n)=∑

m<nk
a
2

(m, n)+ ∑
nk≤m<2nk

a
2
(m, n)+… + ∑

(a-1)nk≤m<ank

a
2
(m, n)=∑

m<nk
a
2
(m, n)+ ∑

0≤m<nk
[ a(m, n)+1]

2

+… +∑
0≤m<nk

[ a(m, n)+
1

(a-1)
]
2
=a∑

m<np
a
2
(m,

n)+2[ 1 +
1

2
+… +

1

(a-1)
] ∑
m<nk
a(m, n)+[ 1

+ 1

2
2 +… + 1

(a-1)
2 ] n

k
= aA2(n

k
, n) +

2φ1(a)A1(n
k
, n)+φ2(a)n

k

由式(1)和引理 1得

A2(an
k
, n)=a{[ 2k(k-1)φ

2
1(n)-φ1(k)]

/n+kφ2(n)}n
k-1
+2φ1(a)kn

k-1
φ1(n)+φ2(a)n

k

={[ 2k(k-1)φ
2

1(n)-φ1(k)] a/n+kaφ2(n)+

2kφ1(a)φ2(n)+nφ2(a)}n
k-1
。

3　定理的证明

有了以上引理 ,下面给出定理 1的证明 ,事实上有

A2(N, n)=∑
m<N
a
2
(m, n)= ∑

m<a1nk1
a
2
(m, n)+

∑
a1nk1≤m<a1nk1+a2nk2

a
2
(m, n)+… + ∑

N-asnks≤m<N
a
2
(m, n)

= ∑
m<a

1
nk1
a
2
(m, n)+ ∑

0≤m<a
2
nk2
[ a(m, n)+

1

a1
]
2
+…

+ ∑
0≤m<asnks

[ a(m, n)+∑
s-1

i=1

1
ai
]
2
=∑

s

i=1
A2(ain

ki
)+

∑
s

i=1
2(∑

i-1

j=1

1

aj
)A1(ain

k
i)+∑

s

i=1
(∑
i-1

j=1

1

aj
)
2
ain

k
i

由引理 1和引理 3得

A2(N, n)=∑
s

i=1
{[ 2ki(ki-1)φ

2
1(n)-φ1(ki)]

ai/n+kiaiφ2(n)+2kiφ1(ai)φ2(n)+nφ2(ai)}n
k
i
-1
+

∑
s

i=1
[ 2(∑

i-1

j=1

1

aj
)aikiφ1(n)n

ki-1 +φ1(ai)+ai(∑
i-1

j=1

1

aj
)
2
]

n
k
i =∑

s

i=1
{[ 2kiaiφ1(n)[φ1(ki)φ1(n)+∑

i-1

j=1

1
aj
] -φ1

(ki)ai] /n+kiaiφ2(n)+[ 2kiφ2(n)-1]φ1(ai)+nφ2

(ai)+ai(∑
i-1

j=1

1

aj
)
2
}n
ki-1

定理得证。
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