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摘要: 　主要目的是利用初等方法研究 LCM序列和 SLOS数列的性质 ,并给出一个包含这两个数列的恒等

式及渐近公式 . 结论:证明了
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　　对任意正整数 n ,我们定义 L (n )是自然数 1到 n的最小公倍数 ( LCM ) ,即 L (n ) = [1,

2,… ,n ]. Sma randach e LCM数列由 SLS→ L ( 1) ,L ( 2) ,… , L (n) ,… 来定义 .我们再定义

另一个新的 Smarandache SLO S序列 ,被称为是 Sma randache LCM奇数序列 .对任意的正整

数 n ,我们有 SLOS ( 2n - 1) = [1, 3, 5,… , 2n - 1] ,这一数列是 SLOS→ 1, 3, 15, 105, 415,

4565,… . Smarandache LCM偶数数列 ( SLES)也可以用相同的方法定义 .即 SLES→ 2, 4,

12, 24, 240,… . 如果令 Tn表示这些数列的第 n项 ,则很容易看出

T2n+ 1 ( SLES ) = 2n Tn ( SLOS ) .

显然 L (n )和 SLOS ( 2n - 1)是两个新的 Smarandache函数 .关于这两个函数的性质 ,很少

有人研究 ,但是它们却非常重要 .因为它可以揭示最小公倍数的性质 .本文的主要目的是通

过对 L (n )与 SLOS ( 2n - 1)之间关系的研究 ,得出一个有趣的恒等式及渐近公式 ,从而推

出∑
∞

n= 2

1
[ln(L (n) ) ]

T的收敛性 .即就是证明以下两个结论:

定理 1　对任意给定的正整数 n ,我们有恒等式
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其中 [x ]表示不超过 x的最大整数 .

定理 2　对任意给定的正整数 n ,我们有渐近公式

ln( L (n ) ) = n + O n exp
- c( ln n)

3
5

( ln ln n )
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,

其中 c为一正常数 .

由定理 2我们立刻得到下面的:



推论　无穷级数

∑
∞

n= 2

1
[ln(L (n) ) ]T

当T> 1时收敛 ,当T≤ 1时发散 .

2　定理的证明
为了完成定理的证明 ,我们需要下面两个简单引理 ,

引理 1　如果 a ,b是两个正整数 ,则 a与 b的最小公倍数 [a ,b ] = ab
(a ,b )

,其中 (a,b)表

示 a和 b的最大公约数 .特别地 ,当 (a,b) = 1时 , [a ,b ] = ab.

引理 1的证明可参见文献 [1 ].

引理 2　对 x > 0,我们有渐近公式

θ(x ) = ∑
p≤ x

ln p = x + O x exp
- c ( ln x )

3
5

( ln ln x )
1
5

,

其中 c是一个正常数 .

引理 2的证明可参见文献 [3 ].

现在我们来完成定理的证明 ,首先证明定理 1.由 L (n )与 SLO S( 2n - 1)的定义可得

L ( 2n) = [1, 2,… , 2n ] = [ [1, 3,… , 2n - 1] , [2, 4,… , 2n ] ]

= [ [1, 3,… , 2n - 1 ] , 2[1, 2,… ,n ] ] = [SLO S( 2n - 1) , 2L (n ) ]

=
2 L (n)  SLO S( 2n - 1)
( 2L (n ) , SLO S( 2n - 1) )

=
2 L (n )  SLOS( 2n - 1)
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或

L ( 2n )
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( L (n ) , SLOS( 2n - 1) )
. ( 1)

现在我们只需证明

( L (n ) , SLOS( 2n - 1) ) = SLO S 2 n+ 1
2

- 1 . ( 2)

对任意正整数 Ti ,设 Ti = 2
T
i ti , (其中 i是一非负整数 , ti是一奇数 ) .

则由最小公倍数的定义有
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T
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这里T= max {T1 ,T2 ,… ,Tn }. 于是

(L (n ) , SLOS( 2n - 1) ) = 2T 1, 3,… , 2
n+ 1

2
- 1 , [1, 3,… , 2n - 1]
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n + 1

2
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2 - 1 = SLO S 2
n + 1
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即 ( 2)成立 .再结合 ( 1)与 ( 2) ,我们立即可得恒等式

L ( 2n )
L (n)

= 2 SLOS( 2n - 1)

SLO S 2
n+ 1

2
- 1

.
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于是完成了定理 1的证明 .

下面我们来证明定理 2.令

L (n ) = [1, 2,… ,n ] = p
T
11 , p

T
22 ,… ,p

T
nn ,

其中 pi是 L (n )不同的素因子 , Ti是所有 1, 2, 3,… ,n标准分解式中 pi的最高次幂 .因此

ln(L (n) ) = ln(p
T
11 , p

T
22 ,… , p

T
nn ) = ∑

p≤ n

T( p ) ln p = ∑
p≤ n

ln p + ∑
p≤ n

(T(p ) - 1) ln p

= θ(n ) + ∑
p≤ n

(T( p ) - 1) ln p + ∑
n p≤ n

(T( p ) - 1) ln p ,

当 pi > n , 我们有Ti = 1. 否则若Ti ≥ 2,则 p
2
i > n, 从而 p

Ti
i > n.这与 p < n矛盾 .即

∑
n ≤ p≤ n

(T( p ) - 1) ln p = 0. 所以

ln( L (n ) ) = θ(n ) + ∑
p≤ n

(T( p ) - 1) ln p.

又 p
T
i

i < n,因此Ti < ln n , p < ln n ,再由引理 2,即可得

ln( L (n ) ) = θ(n ) + O ln2n ∑
p≤ n
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这样就完成了定理 2的证明 .

最后我们来证明无穷级数

∑
∞

n= 2

1
[ln(L (n) ) ]T

当T> 1时收敛 ,当T≤ 1时发散 .

由定理 2,可得
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所以
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∞
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因为

lim
n→∞

n
T

n
T

1+ O exp
- c( ln n )

3
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T = 1,

而调和级数∑
∞

n= 2

1
n

T当T> 1时收敛 ,当T≤ 1时发散 .故由正项无穷级数的比较法则知当T

> 1时∑
∞

n= 2

1
[ln( L (n ) ) ]

T也收敛 ,而当 T≤ 1时该级数发散 .于是完成了推论的证明 .
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Some New Smarandache Sequences
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Abstract: 　 Objectiv e: T o study the prope rties of LCM sequence and SLO S sequence. Me th-

ods: Using the elementa ry method. Results: Tiv e an identity and asympto tic formula involv ing

these tw o sequences. Conclusions: Pr oved tha t
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