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关于一类 Smarandache LCM 函数混合均值研究

黄 炜
( 宝鸡职业技术学院 基础部，陕西 宝鸡 721013)

摘 要:利用初等方法及素数分布理论研究 Smarandache LCM 函数 SL( n) 与函数 F( k，n) 混合均值

( SLk ( n) － F( k，n) ) 2
问题，并获得了一个有趣的渐近公式．
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On Hybrid Mean Value Distribution Involving Smarandache LCM Functions
HUANG Wei

(Department of Fundamentals，Baoji Vocational and Technical College，Baoji 721013，China)

Abstract: The main purpose of this paper is to study the mean value distribution properties of
involving function (SLk(n) － F( k，n) ) 2 of Smarandache LCM function SL( n) and function
F(k，n) by means of the elementary methods and the theory of prime distribution． The study
also results in a sharper asymptotic formulae．
Key words:Smarandache LCM function; additive function;Hybrid mean value; Asymptotic
formulae

1 引言及结论

对于任意正整数 n，著名的 F． Smarandacl7e LCM 函数 SL( n) ［1］
定义为最小的正整数 k，使得 n 整除

［1，2，3，…，k］，其中［1，2，3，…，k］表示 1，2，3，…，k 的最小公倍数． 例如 SL( n) 的前几个值是 SL( 1) =
1，SL( 2) = 2，SL( 3) = 3，SL( 4) = 4，SL( 5) = 5，SL( 6) = 3，SL( 7) = 7，SL( 8) = 8，SL( 9) = 9，SL( 10) = 5，

SL( 11) = 11，SL( 12) = 4，SL( 13) = 13，SL( 14) = 7，SL( 15) = 5，SL( 16) = 16，…，由 SL( n) 的定义我们容

易推出当 n = pα11 pα22 …pαkk 是 n 的标准分解式，那么 SL( n) = max{ pα11 pα22 …pαkk } ( 1)

关于 SL( n) 的性质有不少的学者
［2 － 7］

进行了研究，取得了一系列有趣且十分重要的结果: 对于任意

素数 p，SL( p) = S( p) ，其中 S( n) 为 F． Smarandache 函数，同时解决了当 n = 12，或 n = pα11 pα22 …pαrr 时 SL
( n) = S( n) ，S( n) ≠n 其中 p ＞ pαii ，i = 1，2，3，…，t 等等． 对于任意正整数 n，若它的标准分解式是 n =

pα11 pα22 …pαkk ，可加函数 F( k，n) 定义为: F( k，n) = α1·pk
1 + α2·pk

2 +… + αr·pk
r =∑

r

i = 1
αi·pk

i ，其中 F( k，1)

=0 把 F( k，n) 称为 n 加性算数函数，例如: F( 1，2) = 2，F( 1，3) = 3，F( 1，4) = 4，F( 1，5) = 5，F( 1，6) =
5，F( 1，7) = 7，F( 1，8) = 6，F( 1，9) = 9，F( 1，10) = 7，…． 关于函数 F( n) 的性质，不少学者进行了研究，
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获得了一些有趣的结果
［2 － 6］．

本文用初等方法，结合素数函数 π( x) 的解析性质，研究了 Smarandache LCM 函数 SL( n) 加性函数

混合均值( SLk ( n) － F( k，n) ) 2，并给出了两个有趣的渐近公式，即就是证明以下结论:

定理 1 设 N 是任意给定的自然数，x≥1，有如下的渐近公式:

∑
n≤x

( SLk ( n) － F( k，n) ) 2 = xk + 1∑
N

i = 1

fi
lni + 1x

+ O(
xk + 1

lnN + 2x
)

fi ( i = 1，2，…，k) 是可计算常数且 f1 =
π2

6 ．

2 一个简单引理

引理 1 对于任何实数 x ＞ 1，有渐近公式

π( x) =∑
p≤n

1 =∑
k

i = 1

ai·x
lni x

+ O(
x

lnk + 1x
)

其中 π( x) 表示不超过 x 的所有素数 p 的个数，ai = ( i － 1) ! ，( i = 1，2，…，k) ． 证明可参阅文［3］．

3 定理的证明

对于任意的 n≥1，把区间( 1，x］的所有正整数 n 分成如下四个部分:

A 是( 1，x］中: 恰好有一个素因子 p 满足 n =mp，p ＞ 使得 m 的所有素因子 q 满足 q ＜ 的集合;

B 是( 1，x］中: 有一个素因子 p 满足 n =mp2，p ＞ 的整数 n 的集合;

C 是( 1，x］中: 有两个素因子 p1，p2 满足 n = mp1p2，p2 ＞ p1 ＞ ＞ m 的 p1，p2、m 两两互素的整数 n
的集合;

D 是( 1，x］中满足所有的素因子 p，满足 p≤ 的整数 n 的集合． 由 A，B，C，D 的定义显然有

∑
n≤x

( SLk ( n) － F( k，n) ) 2 = ∑
n∈A

( SLk ( n) － F( k，n) ) 2 + ∑
n∈B

( SLk ( n) － F( k，n) ) 2 +

∑
n∈C

( SLk ( n) － F( k，n) ) 2 + ∑
n∈D

( SLk ( n) － F( k，n) ) 2

下面逐一计算:

( i) 当 n∈A 时，n =mp 且 m 的所有素因子 q 满足 q ＜ ，而 F( k，n) 是完全可加函数，故有: p( n) ≤

F( 1，n) ，F( k，n) ≤n
k
3 lnn． 再由引理 1 有估计式:

∑
n∈A

( SLk ( n) － F( k，n) ) 2 = ∑
mp≤x

( mp) ∈A

( SLk ( mp) － F( k，mp) ) 2 = ∑
mp≤x

( mp) ∈A

( pk － pk － F( k，m) ) 2 =

∑
mp≤x

( mp) ∈A

F2 ( k，m) = ∑
m≤槡x

∑
槡x≤p≤ x

m

( mp)
2
3 ln2 ( mp) ( lnx) 2 ∑

m≤槡x
m

2
3 ∑
m ＜ p≤ x

m

p
2
3( lnx) 2 ∑

m≤槡x
m

2
3

x( )m

5
3 1

ln x
m

≤x
5
3 ln2x

( ii) 当 n∈B 时，此时有 n =mp2，注意到: F( k，mp2 ) = F( k，m) + 2F( k，p) = F( k，m) + 2pk，

p ＞ ＞m，p 为素数，从而有

∑
n∈B

( SLk ( n) － F( k，n) ) 2 = ∑
mp2≤x
m ＜ p

3槡x ＜ p ＜槡x

( pk － zk － F( k，m) ) 2 = ∑
m ＜ 3槡x

∑
m ＜ p ＜ x
槡m

( F( k，m) + pk ) 2

∑
m ＜ 3槡x

∑
k ＜ p ＜ x
槡m

p2k ∑
m≤3槡x

x
槡( )m

2k
x
槡m

ln x
槡m

x
2k + 1
2

lnx

( iii) 当 n∈C 时，此时有 n = kp1p2，p2 ＞ p1 ＞ ＞ m，如果 k ＜ p1 ＜ 这属于( i) 的估计情况，如果 m

＜ p1 ＜ p2 ＜ 这属于( ii) 的估计情况，从而由引理 1 及 Abel 求和公式可得

∑
n∈C

( pk － F( k，n) ) 2 = ∑
mp1p2≤x
m ＜ p1 ＜ p2

( pk
2 － F( k，p1p2m) ) 2 = ∑

mp1p2≤x
m ＜ p1 ＜ p2

( pk
2 － ( F( k，m) + pk

1 + pk
2 ) ) 2 +

2
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O x
2k + 3
3 ln2( )x = ∑

m≤3槡x
∑

m ＜ p2 ＜
x
槡m

∑
m ＜ p1 ＜

x
mp2

( F2 ( k，m) + 2pk
1F( m) + p2k1 ) + O( x

2k + 3
3 ln2x) =

∑
m≤3槡x

∑
m ＜ p1 ＜

x
槡m

∑
p1 ＜ p ＜ x

mp1

p2k1 + O ∑
m≤3槡x

∑
m ＜ p1 ＜

x
槡m

∑
p1 ＜ p ＜ x

mp1

mpk( )1 + O( x
2k + 3
3 ln2x) =

∑
m≤3槡x

∑
m ＜ p1 ＜

x
槡m

∑
m ＜ p ＜ x

mp1

p2k1 = ∑
m≤3槡x

∑
m ＜ p1 ＜

x
槡m

p2k1
∑
N

i = 1

aix

mp1 ln
i x
mp1

+ O x
mp1 ln

N + 1( )







x =

x∑
N

i = 1
∑

m≤3槡x
∑

m ＜ p1 ＜
x
槡m

aip
2k － 1
1

mlni x
mp1

+ O ∑
m≤3槡x

∑
3槡x ＜ p1 ＜

x
槡m

pk + 1
1

lnN + 1p( )
1

=

x∑
N

i = 1
∑

m≤3槡x

ai

mlni + 1x
x
槡( )m

2k － 1

π x
槡( )m

－ ( 2k － 1) ∫
x
槡m
2 π( y) y2k － 2( )dy + O 2Nxk + 1

lnN + 2( )x =

∑
N

i = 1
∑

m≤3槡x

cix
k + 1

mk + 1 lni x
+ O ∑

m≤3槡x
∑

3槡x ＜ p1 ＜
x
槡m

pk + 1
1

lnN + 1p( )
1

=

∑
N

i = 1

cix
k + 1

lni + 1x
∑
∞

i = 1

1
mk + 1 － ∑

k≥3槡x

1
mk( )+ 1 + O 2Nxk + 1

lnN + 2( )x =

∑
N

i = 1

di·xk + 1

lni + 1x
+ O 2Nxk + 1

lnN + 2( )x
其中 di = ξ( k + 1) ci ( i = 1，2，…，N) 是不依赖任何常数的可计算常数． ξ( s) 为 Riemann Zeta － 函数．

∑
m≤3槡x

∑
3槡x ＜ p1 ＜

x
槡m

∑
m ＜ p ＜ x

mp1

mpk
1 ∑

m≤3槡x
∑

p1 ＜
x
槡m

mpk
1

x
mp1 lnx

 ∑
m≤3槡x

x
lnx

x
槡( )m

k － 1
x
槡m
lnx 

x
k + 2
2

ln2x

∑
m≤3槡x

∑
3槡x ＜ p1 ＜槡

x
k

pk
1

lnN + 1p1
 ∑

k≤3槡x

x
k + 1
2

k k + 12 lnN + 2x
 x

k + 1
2

lnN + 2x
 xk + 1

lnN + 2x

于是有

∑
n∈A

( SLk ( n) － F( k，n) ) 2 = xk + 1∑
N

i = 1

fi
lni x

+ O xk + 1

lnN + 1( )x ，fi ( i = 1，2，…，k) 是可计算常数．

( iv) 当 n∈D 时，此时 p≤ 及 P( n) ≤F( k，n) ，F( k，n) ≤ lnn 可类似的得到

( SLk ( n) － F( k，n) ) 2∑
n≤x

n
2k
3 ln2nx

2k + 3
3 ln2x

结合( i) 、( ii) 、( iii) 、( iv) 立即得到

∑
n∈A

( SLk ( n) － F( k，n) ) 2 = xk + 1∑
N

i = 1

fi
lni x

+ O xk + 1

lnN + 1( )x ，fi ( i = 1，2，…，k) ，是可计算常数． 证毕．
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