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关于伪 Smarandache函数的 d次剩余
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摘　要:主要目的是利用初等方法 ,研究伪 Smarandache函数 D(m)是模 m的 d次剩余所要满足的

条件 ,并给出了这些条件的具体形式 。
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　　对任意正整数 m,著名的伪 Smarandache函数

D(m)定义为最小的正整数 n使得 m
n(n+1)

2
.即

D(m)=minn∶m
n(n+1)

2
, n∈ N

＊
.

其中 N
＊
表示正整数集合。由 D(m)的定义知:

D(1)=1 , D(2)=3, D(3)=2 , D(4)=7,

D(5)=4 , D(6)=3, D(7)=6 , D(8)=15,

D(9)=8 , D(10)=4, D(11)=10, D(12)=8,

D(13)=12, D(14)=7 , D(15)=5, D(16)=31,

D(17)=16, D(18)=8 , …

伪 Smarandache函数是由 DavidGorski在文 [ 1]

中提出的 , 同时他也研究了 D(m)的一些初等性

质 ,获得了 D(m)的一系列特殊值的计算公式 , 其

中部分结果如下:

(1)如果 P>2是一个素数 , 那么对任意正整

数 α有 D(p
α
)=p

α
-1;

(2)如果 m=2
k
,那么 D(m)=2

k+1
-1;

(3)设 p>2是素数 , α为任意正整数。

那么 D(2p
α
)=p

α
,如果 p

α
≡3(mod4);D(2p

α
)

=p
α
-1,如果 p

α
≡1(mod4).

其它有关伪 Smarandache函数的研究工作可参

阅文 [ 2-5] 。杨明顺在文 [ 2]中研究了伪 Smaran-

dache函数 D(m)为 m的原根当且仅当 m=2, 3, 4.

受此启发 ,本文的主要目的是利用初等方法 ,研究伪

Smarandache函数 D(m)为模 m的 d次剩余所要满

足的条件 , 并给出了这些条件的具体形式 。具体来

说就是证明了下面的定理:

定理　设 m≥2是任意整数且存在原根 , d≥2

为整数 , (D(m), m)=1,其中 D(m)是伪 Smaran-

dache函数 ,若满足下列条件之一:

(i)m=2;

(ii)m=4且(d, 2)=1;

(iii)m=p
α
, p>2为素数 .设 p-1=2

α1 p1
α2 ,

p1为奇数 , α1≥1, α2≥0且均为整数 ,若有(d,  (p
α
))

=2
α3p

α4
1 p

β
, 0≤α3 <α1 , 0≤α4≤α2 , 0≤β≤α-1且

均为整数 , φ(m)为 Euler函数。

则同余方程 x
d
≡D(m)(modm)有解 ,即 D(m)

是模 m的 d次剩余。

为了证明上述定理 ,需要引入下面两个引理:

引理 1　设 m≥2 , (a, m)=1, n≥2,及模 m有

原根 g.那么 ,同余方程 x
n
≡a(modm)有解的充要

条件 ,即 a是模 m的 n次剩余的充要条件是

(n, φ(m)) γ(a),

这里 γ(a)=γm, g(a)是 a关于模 m的以 g为底

的指标。

证明　参阅文献 [ 6]第 5章第 4节定理 1。

引理 2　设模 m有原根 , n≥2.那么 , a是模 m

的次 n剩余 ,即同余方程
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x
n
≡a(modm)((a, m)=1)有解的充要条件是

a
 (m)/(n,  (m))

≡1(modm)

成立 ,且有解时有(n,  (m))个解 。

证明　参阅文献 [ 6]第 5章第 4节定理 3。

利用上述引理 , 我们来证明定理。

(i)若 m=2时 ,则由引理 1知 D(m)是模 m的

d次剩余 。

(ii)若 m=4时 , D(4)=7, 则 x
d
≡D(m)

(modm)变为 x
d
≡7(mod4), (4, 7)=1.当(d, 2)=

1时 , (d,  (4)) γ(7).于是 ,由引理 1知 D(m)是

模 m的 d次剩余。

(iii)若 m=p
α
, p>2为素数 .由文献 [ 1]知

D(p
α
)=p

α
-1 ,则

x
d
≡D(m)(modm)变为 x

d
≡p

α
-1(modp

α
)且

(p
α
-1, p

α
)=1.

设 p-1=2
α1p

α2
1 , p1为奇数 , α1≥1, α2≥0且均

为整数 ,且

(d,  (p
α
))=2

α3p
α4
1 p

β
, 0≤α3 <α1 , 0≤α4≤α2 ,

0≤β≤α-1.

这里 α3 , α4 , β均为整数 , φ(p
α
)=p

α-1
(p-1).

若 α3 , α4 , β同时为零 ,则

(d,  (p
α
))=(d, p

α-1
(p-1))=1,

从而有

2
 (p

α
)

(d,  (p
α
))
.

若 α3 , α4 , β不同时为零 ,则

 (p
α
)

(d,  (p
α
))
=
p
α-1
(p-1)

(d, p
α-1
(p-1))

=2
α1-α3p

α2-α4
1 p

α-1 -β
,

从而有

2
 (p

α
)

(d,  (p
α
))
.

下面来证当

2
 (p

α
)

(d,  (p
α
))

时结论成立。设

 (p
α
)

(d,  (p
α
))
=n, 则有

(p
α
-1)

n
-1=∑

n

r=1
C
r
np
rα
(-1)

n-r
-1

=∑
n

r=1
C
r
np
rα
(-1)

n-r
+(-1)

n
-1

=∑
n

r=1
C
r
np
rα
(-1)

n-r
.

所以

p
α
(p
α
-1)

n
-1 , 即

D(p
α
)
 (pα)/(d,  (pα))

≡1(modp
α
).

于是 ,由引理 2知 D(m)是模 m的 d次剩余。
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Abstract:ThemainpurposeofthispaperisusingtheelementarymethodtostudytheconditionsthatpseudoSma-

randachefunctionD(m)isaresidueofd-thdegreeofmodulomandgivetheconcreteformsoftheseconditions.
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