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摘要: n ∈ N+ ,伪 Smarandache无平方因子函数 Zw(n)定义为最小的正整数 m ,满足 n|mn.

Z(n)定义为最小的正整数 k , 满足 n|(k(k +1))/2.用初等方法研究了方程 Zw(Z(n))-

Z(Zw(n))=0的可解性 , 并证明了该方程有无穷多个正整数解.同时给出了不等式Zw(Z(n))

-Z(Zw(n))<0和 Zw(Z(n))-Z(Zw(n))>0的正整数解.
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1　引言及结论

 n ∈ N+ ,伪 Smarandache无平方因子函数 Zw(n)定义为最小的正整数 m ,满足n|m
n
,即 Zw(n)=

min{m:m ∈ N ,n|mn}.

关于函数 Zw(n)的研究是数论中非常重要和有意义的课题 ,许多学者研究了它的性质[ 1-6] ,并得出了

有意义的结论 ,文献[ 2] 证明了 Zw(n)= ∏
p|n
p ,其中 p为n 的素因子.从这个公式 ,很容易得到 Zw(n)的

值.如Zw(1)=1 ,Zw(2)=2 ,Zw(3)=3 ,Zw(4)=2 , Zw(5)=5 ,Zw(6)=6 ,Zw(7)=7 ,Zw(8)=2 ,

Zw(9)=3 , Zw(10)=10 , ….很容易看出 ,如果 n为一个无平方因子数 ,则 Zw(n)=n;如果 n为素数p ,

则 Zw(p)=p.

文献[ 3] 引入了伪 Smarandache 函数 Z(n). n ∈ N+ ,Z(n)定义为最小的正整数 k ,满足 n|1+2+

…+k =(k(k +1))/2.由此可知 Z(1)=1 ,Z(2)=3 ,Z(3)=2 , Z(4)=7 ,Z(5)=4 , Z(6)=3 ,Z(7)=

6 ,Z(8)=15 ,Z(9)=8 , Z(10)=4 , ….

文献[ 4] 提出了关于复合函数 Zw(Z(n))和 Z(Zw(n))的 3个问题 ,即

问题 1　求解方程

Zw(Z(n))-Z(Zw(n))=0. (1)

问题 2　求解不等式

Zw(Z(n))-Z(Zw(n))<0.

问题 3　求解不等式

Zw(Z(n))-Z(Zw(n))>0.

本文利用初等方法研究方程Zw(Z(n))-Z(Zw(n))=0的可解性 ,并证明了该方程有无穷多个正整

数解.同时证明了不等式 Zw(Z(n))-Z(Zw(n))<0和 Zw(Z(n))-Z(Zw(n))>0有正整数解.即就
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是证明了下面的:

定理 1　方程 Zw(Z(n))-Z(Zw(n))=0有无穷多个正整数解.

推论 1　不等式 Zw(Z(n))-Z(Zw(n))<0有无穷多个正整数解.

推论 2　不等式 Zw(Z(n))-Z(Zw(n))>0有无穷多个正整数解.

2　引 　理

引理 1[ 5] 　对于任意的素数 p >2 ,Z(p)=p -1.

引理 2[ 5] 　若 n =pm ,其中 p 为大于 2的素数 ,m ∈ N ,则 Z(n)=n -1.

引理 3
[ 5]
　若 n =2
m
,其中 m ∈ N ,则 Z(n)=2n-1.

引理 4[ 5] 　若 n ∈ N ,且 n/2为比 2大的奇数 ,则 Z(n)=
n/2 -1 ,

n/2 ,
　
若 4|(n/2 -1),

若 4|(n/2 +1).

引理 5　若 n ∈ N ,且 n/3为比 3大的素数 ,则 Z(n)=
n/3-1 ,

n/3 ,
　
若 3|(n/3 -1),

若 3|(n/3 +1).

3　定理和推论的证明

3.1　定理的证明

显然当 n =1时 ,Zw(Z(1))-Z(Zw(1))=0 ,以下讨论 n >1时的情形(以下 p 均为素数).

(1)　当n =p >2时.由引理 1知Zw(Z(n))=Zw(Z(p))=Zw(p -1), Z(Zw(n))=Z(Zw(p))

=Z(p)=p -1.若方程(1)成立 ,则

Zw(p -1)=p -1. (2)

显然当 p -1当为无平方因子数时 ,式(2)成立.所以 n =p >2且 p -1为无平方因子数为方程(1)的

解.

(2)　当 n =pm ,p >2 ,m ∈ N且m >1时.由引理 2知 Zw(Z(n))=Zw(Z(pm))=Zw(pm -1),

Z(Zw(n))=Z(Zw(pm))=Z(p)=p -1.

若方程(1)成立 ,则 Zw(p
m
-1)=p -1.解得 p =3 ,m =2即 n =9为方程(1)的解.

(3)　当 n =2
m
, m ∈ N.由引理 3知

Zw(Z(n))=Zw(Z(2m))=Zw(2m+1 -1),

Z(Zw(n))=Z(Zw(2
m
))=Z(2)=3.

若方程(1)成立 ,则 Zw(2m+1 -1)=3.解得 m =1 , n =2为方程(1)的解.

(4)　当 n = 2p1 p2 …pk ,p i > 2　(i = 1 ,2…k)为不同的素数时 , 由引理 4 知 Z(n) =

p1 p2 …pk -1 ,

p1 p2 …pk ,
　
若 4|p1 p2 …pk -1 ,

若 4|p1 p2 …pk +1.
故 Zw(Z(n))=
Zw(p1 p2 …pk -1),

p1 p2 …pk ,
　
若 4|p1 p2 …pk -1 ,

若 4|p1 p2 …pk +1.

Z(Zw(n))=Z(2p1 p2 …pk)=
p1p2 …pk -1 ,

p1p2 …pk ,
　
若 4|p1 p2 …pk -1 ,

若 4|p1 p2 …pk +1.

所以当 n =2p1 p2 …pk 且 4|p1 p2 …pk +1时 , 方程(1)成立.

(5)　当 n =3p , p ≥5时.由引理 5知 Z(n)=Z(3p)=
p -1 ,

p ,

若 3|p -1 ,

若 3|p +1.
Zw(n)=Zw(3p)=

3p.故 Zw(Z(n))=
Zw(p -1),

Zw(p)=p ,

若 3|p -1 ,

若 3|p +1.
Z(Zw(n))=Z(3p)=
p -1 ,

p ,

若 3|p -1 ,

若 3|p +1.
所以当n =

3p , p ≥5且 3|p+1时 ,方程(1)成立.显然存在无穷多个素数 p使得 3|p+1 ,因而方程(1)有无穷多

个正整数解.

综合以上 1 ～ 5 , 得到方程(1)有无穷多个正整数解.这就完成了定理 1的证明.

3.2　推论 1和推论 2的证明

(1)　由定理 1证明中的第 1种情况知 ,当 n =p >2且 p -1含平方因子数时 , Zw(Z(n))=Zw(p

-1)<p -1 =Z(Zw(n)),所以 Zw(Z(n))-Z(Zw(n))<0.
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由定理 1证明中的第 4种情况知 ,当 n =2p1 p2 …pk 且 4|p1 p2 …pk -1时 ,即 p1p2 …pk -1 =2
2
t ,

t ∈ N ,

Zw(Z(n))=Zw(p1 p2 …pk -1)=Zw(22 t)<22 t.

而此时 Z(Zw(n))=Z(Zw(2p1 p2 …pk))=22 t.所以 Zw(Z(n))-Z(Zw(n))<0.这就证明了推论 1.

(2)　由定理 1证明中的第 3种情况知 ,当 n =2m 且m >1时 ,

Zw(Z(n))=Zw(Z(2m))=Zw(2m+1 -1)>3 ,

而此时 Z(Zw(n))=Z(Zw(2
m
))=Z(2)=3.所以 Zw(Z(n))-Z(Zw(n))>0.这就证明了推论 2.
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Abstract:For any po sitive integ er n , the Pseudo-Smarandache-S quaref ree function Zw(n)was defined as

the smallest posi tive integ er m such that n mn.Z(n)was defined as the smallest posit ive intege r k such

that n (k(k+1))/2.Using the elementary methods , it w as studied that the so lut ions of the equation

Zw(Z(n))-Z(Zw(n))=0 ,

and it w as proved that the equation has infinite posi tive integer so lutions.A t the same time , it w as given

that the so lutions of the inequali ties

Zw(Z(n))-Z(Zw(n))<0 and Zw(Z(n))-Z(Zw(n))>0.

Key words:Pseudo-Smarandache-Squaref ree funct ion;Pseudo Smarandache funct ion;integer solution;in-

equali ties
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