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摘 要
:

对任意正整数几 ,

著名的伪 Sm ar a n d a
hc

e 函数 Z ( )n 定义为最小的正整数。使
得。 } 里烤

土且
.

本文的主要目的是利用初等方法研究K e
in

ihcr
o K as h ih ar a

提出的
·

求

所有正整数。使得伪 Sm ar an d a c h e 函数Z (司为n 的原根
”

这一问题
,

并得到彻底解决
.

即就是证明了 Z (n) 为 n 的原根当且仅当n = 2
,

3
,

.4
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1 引言及结论

对任意正整数。 ,

著名的伪s m ar an d ac he 函数 z ()n 定义为最小的正整数。 使得。 }业笋 )

即就是

()zn
一

、
仇 :

ln 里竺犷卫
,

m : N }

其中N表示所有正整数集合
.

例如
,

Z ()n 的前几个值为

Z (1 ) = 1
,

Z (2 ) 二 3
,

Z (3 ) = 2
,

Z (4 ) = 7
,

Z (5 ) = 4
,

Z (6 ) = 3
,

Z (7) = 6
,

Z (8 ) = 15

Z (9 ) = 8
,

Z ( 1 0 ) = 4
,

Z (1 1 ) = 1 0
,

Z (1 2 ) 二 8
,

Z (13 ) = 12
,

Z ( 14 ) = 7
,

Z (15 ) = 5

Z ( 1 6 ) = 3 1
,

Z ( 1 7 ) = 16
,

Z ( 18 ) = 8
,

Z ( 19 ) = 18
,

Z (2 0 ) = 15
,

…

这 一 函数是D va id G o sr ik 在文! l] 中提出 的
,

同时他也研究 了 z ()n 的一些初等性质
,

获得

了Z ( n )的一系列特殊值的计算公式
.

其中部分结果如下
:

A ) 如果 p > 2 是一个素数
,

那么对任意正整数a 有 Z (p a) 二 aP 一 ;1

B ) 如果
“ = Z k

,

那么 Z (
。 ) = 2无+ ` 一 1

.

C )御
> 2 为素数

,
a 为任意正整数

.

那么 Z ( ZaP ) 二 广
,

如果尹 三 3 (mo d 4 ) ; Z (ZaP ) 二

aP 一 1
,

如果夕
。 三 1 (mo d 4 )

.

其 它有关伪 S m ar a n d ac h e 函数的研究工作可参 阅文 [2
一

61
,

fg
一

101
.

在文 l3[ 中
,

K e
in

c

ihr
。

K as ih h ar a
建议我们求所有正整数 n使得伪 S m ar an d ac h e函数 z (n) 为n 的原根

.

关于这一问题
,

至

今似乎没有研究
,

至少我们没有看到相关的论文 ! 通过数值检验我们发现这样的正整数 n虽然很

少
,

然而是存在的 ! 正像K e
in hc ir o K as hi h ar a

所指出的
,

Z (4 ) = 7是4的一个原根 ; Z (3 ) = 2是 3的

一个原根
.

除了这两个正整数外
,

是否还有其它正整数二使得 Z (动为 n 的原根? 本文利用初等方

法研究了这一问题
,

并得到彻底解决 ! 具体地说也就是证明了下面的
:

定 理 设。是存在原根的任意正整 数
,

则伪 S m ar a n d ac he 函数 Z (司为n 的原根当且仅
当几 = 2

,

3
,

4
.
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2 定理的证明

这 节我们利用初等方法来完成定理的证明
.

首先我们介绍一下原根的定义及其它的
存在性

.

设 n >1为正整数
, 。
为任意整数且 (a

,

)n 二 1
.

则由初等数论中著名的E ul er 定理
可知砂 ()n 二 1 (m o d )n

,

其中功(司为 E u le r函数
,

即就是沪(n) 表示不超过 n 且与n 互素的正整数

的个数
.

因此当a(
,

司互素时
,

至少存在一个正整数m使得
a m 三 1 (m

o d 司
.

设满足同余

式
a饥 三 1 (mo d 司的最小正整数为饥

.

则当。 二 功( )n 时
,

称a 为模 n 的原根
.

然而
,

并非所有正整

数 n都有原根
.

事实上关于原根的存在性
,

我们有 卜面的
:

引理 设。 > 1为任意正整数
,

则模m存在原根当且仅当m 二 2
,

4
,

护
,

2夕Q ,

其中p为奇素

数
,

。为正整数
.

证明 参阅文图或者文 s1[ 中第 6 章定理 .4

现在我们应用这
一

引理来完成定理的证明
.

显然Z (2 ) 二 3是 2的一个原根
; Z (4 ) = 7是 4的

个原根
.

现在考虑 n 二广
,

其中p为奇素数
.

若 z( n) 是模 n = 广的原根
,

则由z( n) 的定义及性

质知 Z (n) = aP 一 1
,

所以广 一 1为模。 二 aP 的原根 ! 又由于

2 2 (。 ) = (P
“ 一 1 )2 三 一 (m o d 刀a

)

且p。 一 1为模 n = 沪的原根
,

所以

2 二 功伽
“

) 二尹
一 ,伽一 l)

由此式立刻推出 a 二 1
,

p 一 1 = 2
.

既就是。 = 2 + 1 二 3
.

因此当。 = 沪 伽为奇素数 )时
,

刻司为二的原根当且仅当n = p = 3
.

当n =
丫时

,

注意到前面列出的 z ()n 的性质 )C 我们分两种情况讨论
:

( l) 若p “ 三 3 (mo d 4 )
,

则由z (司的定义及性质可得 z (司 二 沪
.

因为 (沪
,

Zp 。
) = 沪 > 1 ,

所以 Z ()n 二尹不可能为 n = 2P
“
的原根

.

(2 ) 若夕
。 二 l( 卿 d 4 )

,

则由Z (司的定义及性质可得 Z ( )n 二 p “ 一 1
.

因为护
一 1

,

ZP a) 二

2 > 1
,

所以Z (n) 二广 一 1也不可能为n =
护的原根

.

综合以上结果以及 n 的原根存在定理我们立刻推出 Z (司为n 的原根当且仅当。 = 2
,

3
,

4
.

于

是完成了定理的证明
.
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