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关于伪 Smarandache无平方因子函数的一个问题

熊文井

(陕西教育学院 数理系 , 陕西 西安　710061)

摘要:目的　研究一个包含伪 Smarandache无平方因子函数 Zω(n)的极限问题。方法　利用初等

及解析方法 。结果　证明了该极限存在且其值为 1。结论　解决了 FeliceRusso在文献 Asetof

newSmarandachefunctions, sequencesandconjecturesinnumbertheory中提出的一个极限问题。
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1　引言及结论

对任意正整数 n,著名的伪 Smarandache无平方

因子函数 Zω(n)定义为最小的正整数 m使得 n 

m
n
。即就是 Zω(n)=min{m:m∈ N, n m

n
}。这一

函数是美籍罗马尼亚著名数论专家 F.Smarandache

教授在他所著的 OnlyProblems, NotSolutions一书

中引入的 ,并建议人们研究它的性质!从 Zω(n)的

定义人们容易推出如果 n=p
α
1

1 p
α
2

2 …p
α
r
r表示 n的标

准分解式 ,那么 Zω(n)=p1p2…pr。由此 ,也不难计

算出 Zω(n)的前几个值为:Zω(1)=1, Zω(2)=

2, Zω(3)=3 , Zω(4)=2 , Zω(5)=5 , Zω(6)=6,

Zω(7)= 7, Zω(8), Zω(9) = 3, Zω(10) =10,

Zω(11)=11, Zω(12)=6, Zω(13)=13, Zω(14)

=14, Zω(15)=15 , Zω(16)=2, …。关于 Zω(n)

的算术性质 ,许多学者进行了研究 ,获 得了不少有

趣的结果
[ 3-7]
。例如 LeMaohua

[ 3]
证明了级数

∑
∞

n=1

1

(Zω(n))
a, a∈ R, a>0

是发散的。刘华宁研究了函数 Zω(n)的均值性

质
[ 4]
,并获得了两个有趣的恒等式及渐近公式 。即

证明了对任意实数 α, s满足 s-α>1及 α>0,有恒

等式

∑
∞

n=1

(Zω(n))
α

n
s =

ζ(s)ζ(s-α)
ζ(2s-2α)∏p [ 1 -

1

p
s
+p

α] 。

其中 ζ(s)为 RiemannZeta-函数 , ∏
p
表示对所有素

数求积。

对任意实数 α>0及 x≥ 1,有渐近公式

∑
n≤x
(Zω(n))

α
=

ζ(α+1)x
α+1

ζ(2)(α+1)∏p [ 1 -
1

p
α
(p+1)

] +

O(x
α+1

2
+∈
)。

现在对任意正整数 n>1 ,考虑和式

1

n∑
n

k=2

ln(Zω(k))
lnk

。 (1)

FeliceRusso在文献 [ 2]中建议我们研究当 n※

∞时 ,式(1)的极限是否存在 ?如果存在 ,确定其值。

关于这一问题 ,至今似乎没有人研究 ,至少我们没有

看到过有关方面的论文。本文的主要目的是利用初

等方法研究这一问题 ,并得到彻底解决 。亦即证明了

下面更强的定理。

定 　理 　对任意正整数 n>1,有估计式

1
n∑

n

k=2

ln(Zω(k))
lnk

=1 +O(
1
lnn
)。

显然 ,这是一个比文献 [ 2] 中问题更强的结论 。由此

定理立刻得到下面的推论。

推 　论 　对任意正整数 n,有极限

lim
n※∞

1
n∑

n

k=2

ln(Zω(k))
lnk

=1。
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2　定理的证明

利用初等方法给出定理的直接证明。令 U(n)

=∑
n

k=2

ln(Zω(k))
lnk

。首先 ,估计 U(n)的上界。事实上

当 k>1时 ,由 Zω(k)的定义不难推出 Zω(k)表示

k的所有不同素因数的乘积 ,所以对任意正整数 k,

有 Zω(k)≤k及 ln(Zω(k))≤lnk,从而有估计式

U(n)=∑
n

k=2

ln(Zω(k))
lnk

≤

∑
n

k=2

lnk
lnk

=n-1≤n。 (2)

其次 ,估计 U(n)的下界。对任意正整数 2≤k≤n,

设 k=p
α1
1 p

a2
2 …p

αs
s为 k的标准分解式 ,将区间 [ 2, n]

中的所有整数分成两个子集 A及 B,其中 A表示区间

[ 2, n] 中所有满足条件 αi≥ 2(i=1, 2, …, s)的正

整数 k的集合;B表示区间 [ 2, n]中所有满足至少有

一个 αi=1(1≤i≤s)的正整数 k的集合。于是有

U(n)=∑
n

k=2

ln(Zω(k))
lnk

≥∑
n

k=2

ln(Zω(k))
lnn

=

1

lnn∑k∈ Aln(Zω(k))+
1

lnn∑k∈ Bln(Zω(k))。(3)

显然由集合 A的定义可知 A是区间 [ 2, n] 中所有

Square-full数的集合 ,所以有估计式

∑
k∈ A
ln(Zω(k))≤∑

k∈ A
lnk≤ n·lnn。 (4)

另一方面 ,对于任意 n∈ B,一定存在一个素数 p,使

得 p n且(p,
n
p
)=1。同时注意到素数定理的几种

不同形式
[ 8-10]

∑
p≤n

lnp
p
=lnn+O(1),

∑
p≤n
lnp=n+O(n

lnn
),

及

∑
p≤n

lnp
p
2 =D+O(

1

lnn
)。

其中 D为正常数 。于是有估计式

∑
k∈ B
ln(Zω(k))=

∑
pk≤n
(p, k)=1

ln(Zω(pk))=

∑
pk≤n
(p, k)=1

(lnp+ln(Zω(k)))≥

∑
pk≤n
(p, k)=1

lnp=∑
p≤n
lnp∑

k≤np
(p, k)=1

1 =

∑
p≤n
lnp(

n
p
-
n
p
2 +O(1))=

n∑
p≤n

lnp
p
-n∑

p≤n

lnp
p
2 +O(∑

p≤n
lnp)=

nlnn+O(n)。 (5)

由式(3)～ (5),得到估计式

U(n)=∑
n

k=2

ln(Zω(k))
lnk

≥

1

lnn∑k∈ Bln(Zω(k))+O(nlnn)≥

1
lnn
(nlnn+O(n))+

O(nlnn)=n+(
n
lnn
)。 (6)

结合式(2)及(6),立刻推出渐近公式

1
n∑

n

k=2

ln(Zω(k))
lnk

=1 +O(
1
lnn
)。

于是完成了定理的证明 。

推论可以理解为定理中取 n※∞。
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弱;对剪切攻击 ,其恢复图像相当于原始图像受同等

程度的剪切攻击 。

4　结　语

本文在图像置乱过程中使用了两种混沌序列生

成器 ,并在其非线性离散化过程中使用了其改进方

法 ,算法的时间复杂度与使用一个混沌序列生成器

的时间复杂度一致 ,但此算法大大提高了隐藏图像

的安全性。实验证明该方法是一个简单 、安全 、有效

的图像隐藏算法 。
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Adigitalimagehidingalgorithmbasedonchaoticsequences
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(1.SchoolofComputerScienceandTechnology, NorthwestUniversity, Xi′an710069, China;2.DepartmentofComputerScience,

ShangluoUniversity, Shangluo726000, China)

Abstract:Aim　Basedonchaoticsequencestopresentahighlysecuritydigitalimagehidingalgorithmispresen-
ted.Methods　Bothlogisticmappingandhybirdmappingareusedintheimagescramblingalgorithm, thenusing
chaoticsequencestohidethescrambledimageinthestencil-plateimage.Results　Simulatingexperimentation
showsthatthealgorithmissimplewithhighsecurity, andhascertainanti-aggressivitytotheshears.Conclusion　
Itisasecurealgorithmforthefeaturesoffeasiblegeneration, sensitivitytoinitialconditionsandcompletereappear-
anceofthechaossequence.
Keywords:chaossequences;nonlineardispersion;imagescrambling;imagehiding
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Onaproblemofpseudo-Smarandache-squarefreefunction
XIONGWen-jing

(DepartmentofMathematicsandPhysics, ShaanxiInstituteofEducation, Xi′an710061, China)

Abstract:Aim　Tostudyalimitprobleminvolvingthefamouspseudo-Smarandache-squarefreefunctionZω(n).

Methods　Usingtheelementaryandanalyticmethods.Results　Itwasprovedthatthevalueofthelimitis1.Con-

clusion　Alimitedproblemwassolved, whichwasproposedbyFeliceRussoinhisbook"AsetofnewSmaran-

dachefunctions, sequencesandconjecturesinnumbertheory".

Keywords:pseudo-Smarandache-squarefreefunction;summation;limit
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