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关于伪 Smarandache 无平方因子函数的混合均值

赵杏花， 郭金保， 穆秀梅， 何 桃

（延安大学 数学与计算机科学学院，陕西 延安 716000）

摘 要：利用初等和解析的方法研究两个关于伪 Smarandache 无平方因子函数的混合均值问题，并给出它们的渐近

公式 .
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1 引言及结论

对任意正整数 n，伪 Smarandache 无平方因子函数 Zw（n）定义为最小的正整数 m 使得 n|mn
，即

Zw（n）=min｛m：m∈N*
，n|mn

｝.

其中 N*
为正整数 . 关于 Zw（n）的初等性质，许多学者进行了研究，得到了一系列有趣的结果，其中 Felice

Russo 在文献［1］中得出了下列性质：

性质 1 对于任意素数 p 和正整数 k，有 Zw（pk
）=p；

性质 2 对任意正整数 n=p1
α1p2

α2…pr
αr为 n 的标准分解式，有 Zw（n）=p1p2…pr；

性质 3 对任意正整数 n，有 Zw（n）≤n .
对任意正整数 n，数论函数 V（n）和 U（n）分别定义为：

V（1）=U（1）=1；当 n>1 时，令 n=p1
α1p2

α2…pr
αr为 n 的标准分解式，

V（n）=min
1≤i≤r

｛α1p1，α2p2，…，αr pr｝，

U（n）=max
1≤i≤r

｛α1p1，α2p2，…，αr pr｝.

上述三个数论函数都是 Smarandache 在文献［2］中引入的 . 本文利用初等和解析的方法研究了两个关

于伪 Smarandache 无平方因子函数的混合均值的问题，并给出了它们的渐近公式，即：

定理 1 设 k≥2 为给定的整数，则对任意实数 x≥2，有渐近公式

n≤x
Σ V（n）U（n）

Zw（n）
=x

2

2

k

i=1
Σ ai

lni x
+O

x2

lnk+1 x
Σ Σ.

其中 ai=（i-1）！.
定理 2 设 k≥2 为给定的整数，则对任意实数 x≥2，有渐近公式

n≤x
ΣV（n）Zw（n）=x

3

3

k

i=1
Σ ai

lni x
+O

x3

lnk+1 x
Σ Σ.

其中 ai=（i-1）！.

2 引理

为了完成定理的证明，需要引入下面 3 个简单引理：
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引理 1 设 x≥2 是实数，则有：

π（x）=
p≤x
Σ1=

k

i=1
Σ ai x

lni x
+O

x
lnk+1 x
Σ Σ.

其中 ai=（i-1）！.
证明 参阅文献［3］的 3．1 中定理 3．2 .
引理 2 设 p 为素数，则有

p≤x
Σpk= 1

k+1
xk+1

r

i=1
Σ ai

lni x
+O

xk+1

lnr+1 x
Σ Σ.

证明 由引理 1 以及 Abel 恒等式[4]可得

p≤x
Σpk=π（x）xk-k

x

1乙tk-1π（t）dt=

xk
r

i=1
Σ ai x

lni x
+O

x
lnr+1 x
Σ ΣΣ Σ-k x

1乙tk-1
r

i=1
Σ ai t

lni t
+O

t
lnr+1 t
Σ ΣΣ Σdt=

1
k+1

xk+1
r

i=1
Σ ai

lni x
+O

xk+1

lnr+1 x
Σ Σ.

引理 3 设 r>1 是任意正整数，且 n=p1
α1p2

α2…pr
αr为 n 的标准分解式，则有

V（n）≤ nr
姨 .

证明 参阅文献［5］.

3 定理的证明

对任意正整数 n>1，令 n=p1
α1p2

α2…pr
αr 为 n 的标准分解式 . 把区间（1，x］的所有正整数 n 分成如下两部

分：

A：n=pα≤x，α≥1，其中 p 为素数；

B：n=p1
α1p2

α2…pr
αr，r≥2 且设 V（n）=α1p1，U（n）=α2 p2 .

首先给出定理 1 的证明 . 由上面的分法有

n≤x
Σ V（n）U（n）

Zw（n）
=1+

n∈A
Σ V（n）U（n）

Zw（n）
+

n∈B
Σ V（n）U（n）

Zw（n）
. （1）

由性质 1 我们可以得到

n∈A
Σ V（n）U（n）

Zw（n）
=

p≤x
Σ p2

p
+

2≤α≤ln x
Σ

p≤x
1
α

Σ α2p2

p
=

p≤x
Σp+

2≤α≤ln x
Σ α2

p≤x
1
α

Σ p .

由引理 2 可得

p≤x
Σp=x

2

2

k

i=1
Σ ai

lni x
+O

x2

lnk+1 x
Σ Σ，

2≤α≤ln x
Σ α2

p≤x
1
α

Σ p<<
2≤α≤ln x
Σ α2 x

ln x
<<x ln2 x .

所以

n∈A
Σ V（n）U（n）

Zw（n）
=x

2

2

k

i=1
Σ ai

lni x
+O

x2

lnk+1 x
Σ Σ. （2）

由性质 2 可得

n∈B
Σ V（n）U（n）

Zw（n）
=

n∈B
Σ α1α2 p1p2

p1p2…pr
≤

n∈B
Σ α1α2 p1p2

p1p2
=

n∈B
Σα1α2 <<

n≤x
Σn

1
2 <<x

3
2 . （3）
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将（3）式和（2）式代入（1）式，得

n≤x
Σ V（n）U（n）

Zw（n）
=x

2

2

k

i=1
Σ ai

lni x
+O

x2

lnk+1 x
Σ Σ.

于是完成了定理 1 的证明 .
下面证明定理 2 .

n≤x
ΣV（n）Zw（n）=1+

n∈A
ΣV（n）Zw（n）+

n∈B
ΣV（n）Zw（n）. （4）

由性质 1 我们可以得到

n∈A
ΣV（n）Zw（n）=

n∈A
Σαp2=

p≤x
Σp2+

2≤α≤ln x
Σ

p≤x
1
α

Σ αp2 .

由引理 2 可得到

p≤x
Σp2=x

3

3

k

i=1
Σ ai

lni x
+O

x3

lnk+1 x
∈ Σ，

2≤α≤ln x
Σ

p≤x
1
α

Σ αp2=
2≤α≤ln x
Σ α

p≤x
1
α

Σ p2<<
2≤α≤ln x
Σ α x

3
2

ln x
<<x

3
2 ln x .

所以

n∈A
ΣV（n）Zw（n）=x

3

3

k

i=1
Σ ai

lni x
+O

x3

lnk+1 x
∈ Σ. （5）

由性质 3 和引理 3 我们可以得到

n∈B
ΣV（n）Zw（n）≤

n∈B
ΣZw（n） nr

姨 <<
n≤x
Σn n姨 <<x

5
2 . （6）

将（5）式和（6）式代入（4）式，可得

n≤x
ΣV（n）Zw（n）=x

3

3

k

i=1
Σ ai

lni x
+O

x3

lnk+1 x
∈ Σ.

于是完成了定理 2 的证明 .
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Abstract：Two hybrid mean value problems involving the pseudo Smarandache squarefree function are studied
by using the elementary and analytic methods，and their asymptotic formulas are given．
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