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关于新 Smarandache函数的部分数列

冯治宇
(宝鸡职业技术学院基础部 ,宝鸡 721013)

摘　要　对任意正整数 n, 设 Sp(x)表示不小于素数 p的 x幂的最大 m阶乘部分 , S
＊
p(x)表示不超过素数 p的 x幂的最小 m

阶乘部分。利用初等方法研究了{Sp(x)}和{S
＊
p(x)}这两个数列的性质 , 并给出由两个数列构成的行列式的一些特殊性质。
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1　Smarandache-单值函数

对于任意的正整数 n, Smarandache函数
[ 1]
S(n)

定义为:S(n)=min{m:n m!, m∈ N},在文献 [ 2]

中 , JozsefSandor定义了提出了的 Smarandache函

数 ,对于固定的素数 p, Smarandache-单值函数定

义为:

定义 1　设对固定整数 n,

Sp(x)=min{m m! ≥p
x
, m∈ N

+
}, x∈ (1 , ∞);

S
＊
p(x)=max{m m! ≤p

x
, m∈ N

+
}, x∈ (1, ∞),

其中 k∈N
+
,称 Sp(x)表示不小于素数 p的 x幂的

最大 m阶乘部分 ,亦称为上部类似于 Smarandache

函数的部分数列;称 S
＊
p(x)表示不超过素数 p的 x幂

的的最小 m阶乘部分 ,亦成为下部类似于 Smaran-

dache函数的部分数列。例如当 p=2时:S
＊
2 (1)=

1, S
＊
2 (2)=2, S

＊
2 (3)=3, S

＊
2 (4)=3, S

＊
2 (5)=4 ,

S
＊
2 (6)=4, S

＊
2 (7)=5, S

＊
2 (8)=5, S

＊
2 (9)=5 ,

S
＊
2 (10)=6, S

＊
2 (11)=6, S

＊
2 (12)=6, S

＊
2 (13)=7 ,

S
＊
2 (14)=7, S

＊
2 (15)=7, S

＊
2 (16)=8, S

＊
2 (17)=8,

S
＊
2 (18)=8, S

＊
2 (19)=9, S

＊
2 (20)=9, S

＊
2 (21)=9 ,

S
＊
2 (22)=10, S

＊
2 (23)=10, S

＊
2 (24)=10, ……;

Sp(1)=2, Sp(2)=3, Sp(3)=4, Sp(4)=4, Sp(5)=

5, Sp(6)=5, Sp(7)=6, Sp(8)=6, Sp(9)=6,

Sp(10)=7, Sp(11)=7 , Sp(12)=7, Sp(13)=8,

Sp(14)=8, Sp(15)=8 , Sp(16)=9, Sp(17)=9,

Sp(18)=9, Sp(19)=10, Sp(20)=10, Sp(21)=10,

Sp(22)=11, Sp(23)=11, Sp(24)=11, ……。

显然 ,对于 m≥2当 x∈ (
lgm!
lgp
,
lg(m+1)!
lgp

] ,

Sp(x)=m, x∈ [
lgm!
lgp
,
lg(m+1)!
lgp

), S
＊
p(x)=m, (当

m=1没定义 ,因为 0! =1!)。

Sp(x)=

S
＊
p(x)+1, if　x∈

ln(m-1)!
lnp

,
lnm!
lnp
　(m≥1)

S
＊
p(x), 　if　x=

ln(m-1)!
lnp

　(m≥1)
,

m=1, 2, 3, 4, …。

定义 2　m阶乘定义的 Smarandach行列式

A(m)和 B(m)
[ 3]
,即对任意的 n, A(m)和 B(m)表

示 m×m的行列式:

A(n)=

S
＊
p(1) S

＊
p(2) … S

＊
p(n)

S
＊
p(n+1) S

＊
p(n+2) … S

＊
p(2n)

   

S
＊
p(n

2
-n+1) S

＊
p(n

2
-n+2) … S

＊
p(n

2
)

,



B(n)=

Sp(2) Sp(3) … Sp(n+1)

Sp(n+2) Sp(n+3) … Sp(2n+1)

   

Sp(n
2
-n+2) Sp(n

2
-n+3) … Sp(n

2
+1)

,

称为 n阶 Smarandache行列式 。

例如:

A2(2)=
2 3

4 4
=-4 , A2(3)=

2 3 4

4 5 5

6 6 6

=

-6, A2(4)=

2 3 4 4

5 5 6 6

6 7 7 7

8 8 8 9

=9,

A2(5)=

2 3 4 4 5

5 6 6 6 7

7 7 8 8 8

9 9 9 10 10

10 11 11 11 12

=0 , A2 (6)=

2 3 4 4 5 5

6 6 6 7 7 7

8 8 8 9 9 9

10 10 10 11 11 11

11 12 12 12 13 13

13 13 14 14 14 14

=0,

……。

B2(2)=
3 4

4 5
=-1, B2(3)=

3 4 4

5 5 6

6 6 7

=1 ,

B2(4)=

3 4 4 5

5 6 6 6

7 7 7 8

8 8 9 9

=9

B2(5)=

3 4 4 5 5

6 6 6 7 7

7 8 8 8 9

9 9 10 10 10

11 11 11 11 12

=1,

B(6)=

3 4 4 5 5 6

6 6 7 7 7 8

8 8 9 9 9 10

10 10 11 11 11 11

12 12 12 13 13 13

13 14 14 14 14 15

=0 ,

……。

关于这个 Smarandache-单值函数问题 ,许多学

者进行了研究 ,如文献 [ 2, 4] 。在本文中 ,利用初等

方法 ,我们给出{Sp(n)}和{S
＊
p(n)}这两个数列

的一些重要性质;并给出这些行列式的性质 , 即就

是证明了下面的定理:

定理 1　对于任何整数 n,我们有

无限系列∑
∞

i=1

1

(Sp(n))
α, 　∑

∞

i=1

1

(S
＊
p(x))

α

对任何 α>1的实数 ,和是收敛的 ,对任何 α≤1的

实数 ,和是发散的。

定理 2　lgSp(n)～ lgx, lgS
＊
p(x)～ lgx, (x※∞);

Sp(n)～
xlnp
lnx
, S
＊
p(x)～

xlnp
lnx
, (x※+∞)。

定理 3　对于任意的正整数 n≥5, A2(n)=0,

且B2(n)=0。

定理 4　对于任意的正整数 n≥5, Ap(n)=0,

且 Bp(n)=0。

2　定理的证明

定理 1、2的证明:
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∑
∞

i=1

1

(Sp(n))
α=∑

∞

m=1

ln(m+1)! -lnm!
lnp·m

α =

∑
∞

m=1

ln(m+1)
m
α
lnp

(1)

注意到:m! ≤p
x
<(m+1)!,两边取对数 ,我们

得到:

∑
m-1

i=1
lni<xlnp≤∑

m

i=1
lni。

由欧拉求和公式(见文献 [ 5]中定理 3.1),我

们有

∑
m

i=1
lni=∫

m

1
lntdt+∫

m

1
(t-[ t] )(lnt)′lntdt=

mlnm-m+O(lnm) (2)

∑
m-1

i=1
lni=∫

m-1

1
lntdt+∫

m-12

1
(t-[ t])(lnt)′lntdt=

mlnm-m+O(lnm) (3)

结合式(2),式(3)我们立刻得到:

xlnp=mlnm-m+O(lnm) (4)

因此 m=
xlnp
lnm-1

+O(1) (5)

结合式(1)-式(5)及 p级数审敛法知:对任何 α

>1的实数 ,和是收敛的 ,对任何 α≤1的实数 ,和是发

散的 ,用相同的方法可以证明序列 ∑
∞

i=1

1

(S
＊
p(x))

α对任

何 α>1的实数 ,和是收敛的 ,对任何 α≤1的实数 ,

和是发散的 ,这就完成了定理 1证明 。

定理 2的证明:

由(5)式我们有:lnm=lnx+O(lnlnm) (6)

lnlnm=O(lnlnx) (7)

从而 lgSp(n)～ lgx, lgS
＊
p(x)～ lgx(x※+∞)。

由式(5)、式(6)、式(7)有

Sp(n)=m=
xlnp
lnm-1

+O(1)=
xlnp

lnx+O(lnlnm)-1
+

O(1)=
xlnp
lnx
+xlnp

O(lnlnm)
lnx(lnx+O(lnlnm)-1)

=

xlnp
lnx
+O

xlnlnx
ln

2
x
。

即 Sp(n)～
xlnp
lnx
, (x※+∞)。

这就完成了定理 2证明 。

定理 3的证明:

再观察数列

1
1!

, 2, 3 , 4, 5
2!

, 6, 7…23
3!

, 24 , 25… 119
4!

,

120, 121…719
5!

, 720, 37… 5039
6!

, 5040, 48…40319
7!

,

40320, 65…362879
8!

, ……。

只是由于 lgS
＊
p(x)～lgx(x※∞)n

2
! -(n

2
-n)! =

(n
2
-n)! (n

2
-n+1)…n

2
-(n

2
-n)! =(n

2
-

n)! [ (n
2
-n+1)…n

2
-1] >(n-1)(n-1)

2
! >

(n-1)n。

由 Smarandach行列式的定义知 ,行列式 A(n)

一定有两行或两列相同 ,可以推断:

A(n)=

a(1) a(2) … a(n)

a(n+1) a(n+2) … a(2n)

   

a(n
2
-n+1) a(n

2
-n+2) … a(n

2
)

=0。

故 A(n)=0。

定理 4的证明:

观察数列

1
1!

, 2
2!

, 3, 4 , 5, 6
3!

, 7, 8, … , 24
4!

, 25, 26, …119, 120
5!

,

121, 122, …, 720
6!

, 721, 722…, 5040
7!

, 5041, 5042, …, 40320
8!

,

……。

由于

(n
2
+2)-(n

2
-n+1)! =

(n
2
-n+1)! (n

2
-n+2)…(n

2
+2)-(n

2
-n+

1)! =(n
2
-n+1)! [ (n

2
-n+1)…(n

2
+2)-1] >

(n-1)(n
2
+1)! >(n-1)n。

行列式 B(n)至少有两行或两列相同 , 可以

推断:

B(n)=

a(2) a(3) … a(n+1)

a(n+2) a(n+3) … a(2n+1)

   

a(n
2
-n+2) a(n

2
-n+3) … a(n

2
+1)

=0。

这就完成了定理 4的证明 。
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