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包含Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ幂函数的均值问题

高　丽，马娅锋

（延安大学 数学与计算机科学学院，陕西 延安７１６０００）

摘要：利用初等数论和解 析 数 论 的 方 法 研 究 著 名 的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ幂 函 数ＳＰ（ｎ）的 均 值 估 计 问

题．首先给出Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ幂函数ＳＰ（ｎ）的定义，几个重要的性质和相关引理．在此基础上得到

了一些有意义的结果，即在简单数序列上得到了∑
ｎ∈Ａ
ｎ≤ｘ

１
Ｓ（ＳＰ（ｎ））

和∑
ｎ∈Ａ
ｎ≤ｘ

Ｓ（ＳＰ（ｎ））的均值．
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ｏｆ∑
ｎ∈Ａ
ｎ≤ｘ

１
Ｓ（ＳＰ（ｎ））ａｎｄ∑ｎ∈Ａ

ｎ≤ｘ

Ｓ（ＳＰ（ｎ））ｏｎ　ｔｈｅ　ｓｉｍｐｌｅ　ｎｕｍｂｅｒ　ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ．
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１　引言及结论

对任意的正整数ｎ，著名的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ幂函数［１］定义为

ＳＰ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ：ｎ｜ｍｍ，ｍ∈Ｎ＋｝， （１）
容易得到Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ幂函数的序列｛ＳＰ（ｎ）｝：１，２，３，２，５，６，７，４，３，１０，１１，６，１３，…．文献［２］给出了简单



数的定义．如果ｎ的所有真因子的乘积小于或等于ｎ，则称ｎ为简单数．
当ｎ＝ｐα 时，Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ幂函数ＳＰ（ｎ）有

ＳＰ（ｎ）＝

ｐ， １≤α≤ｐ，

ｐ２， ｐ＋１≤α≤２ｐ２，

ｐ３， ２ｐ２＋１≤α≤３ｐ３，
… …

ｐα， （α－１）ｐα－１＋１≤α≤αｐα

烅

烄

烆 ．
许多学者关于Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　Ｃｅｉｌ幂函 数 的 研 究 给 出 了 许 多 重 要 的 结 果［３－１０］．徐 哲 峰［３］ 研 究 了 包 含 序 列

｛ＳＰ（ｎ）｝的均值性质，并得到了以下几个渐进公式：

∑
ｎ≤ｘ
ＳＰ（ｎ）＝ １２ｘ

２∏
ｐ

１－ １
ｐ（ｐ＋１（ ））＋οｘ３／２＋（ ）ε ，

其中ε为任意的正数，∏
ｐ

表示对所有素数的乘积；

∑
ｎ≤ｘ
φ（ＳＰ（ｎ））＝

１
２ｘ

２∏
ｐ

１－ ２
ｐ（ｐ＋１（ ））＋οｘ３／２＋（ ）ε ，

其中φ（ｎ）为欧拉函数．

∑
ｎ≤ｘ
ｄ（ＳＰ（ｎ））＝６ｘｌｎｘπ２ ＋ １２γ－６

π２ －７２ζ′
（２）
π（ ）４ ＋οｘ１／２＋（ ）ε ，

其中ｄ（ｎ）表示Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ除数函数，ζ（ｓ）表示Ｒｉｅｍａｎ　ｚｅｔａ函数，γ为欧拉函数．
贺艳峰［４］研究了包含Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ幂函数的混合均值，得到以下渐进公式：

∑
ｎ≤ｘ

ｕ（ｎ）
ＳＰ（ｎ）＝ｘ＋οｘ

１／２＋（ ）ε ，∑
ｎ≤ｘ

ｕ（ｎ）
ＳＰｋ（ｎ）＝ｘ

１－ｋ＋οｘ１／２－ｋ＋（ ）ε ．

本文主要研究包含Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ幂函数ＳＰ（ｎ）的数论函数Ｓ（ＳＰ（ｎ））的均值问题，得到以下结果：

定理１　∑
ｎ∈Ａ
ｎ≤ｘ

１
Ｓ（ＳＰ（ｎ））＝

２ｘｌｎｌｎｘ
ｌｎｘ ＋Ｄ１ ｘｌｎｘ＋ο

ｘｌｎｌｎｘ
ｌｎ２（ ）ｘ ．

定理２　∑
ｎ∈Ａ
ｎ≤ｘ

Ｓ（ＳＰ（ｎ））＝２ｘｌｎｌｎｘｌｎｘ ＋Ｄ２ ｘｌｎｘ＋ο
ｘｌｎｌｎｘ
ｌｎ２（ ）ｘ ．

其中Ａ表示所有简单数的集合，Ｓ（ｎ）表示Ｓｍａｒｎｄａｃｈｅ函数．

２　 定理证明

为证明定理需要下面几个引理．

引理１［１１］　∑
ｐｑ≤ｘ
１＝２ｘｌｎｌｎｘｌｎｘ ＋Ｅ ｘｌｎｘ＋ο

ｘｌｎｌｎｘ
ｌｎ２（ ）ｘ

，其中Ｅ为常数．

引理２［１２］　 若ｎ为简单数，则ｎ只能取ｎ＝ｐ，ｎ＝ｐ２，ｎ＝ｐ３ 或ｎ＝ｐｑ，ｐ和ｑ为不同的素数．
引理３［１２］　 对任意给定的实数ｘ，π（ｘ）表示不超过ｘ的素数的个数，有

π（ｘ）＝ ｘ
ｌｎｘ＋

ｘ
ｌｎ２　ｘ＋ο

ｘ
ｌｎ３（ ）ｘ ．

定理１的证明

∑
ｎ∈Ａ
ｎ≤ｘ

１
Ｓ（ＳＰ（ｎ））＝∑ｐ≤ｘ

１
Ｓ（ＳＰ（ｐ））＋∑

ｐ２≤ｘ

１
Ｓ（ＳＰ（ｐ２））

＋∑
ｐ３≤ｘ

１
Ｓ（ＳＰ（ｐ３））

＋∑
ｐｑ≤ｘ
ｐ≠ｑ

１
Ｓ（ＳＰ（ｐｑ））＝

∑
ｐ≤ｘ

１
Ｓ（ｐ）＋∑

ｐ２≤ｘ

１
Ｓ（ｐ）＋

１
Ｓ（ＳＰ（２３））＋∑

ｐ３≤ｘ
ｐ＞２

１
Ｓ（ＳＰ（ｐ３））

＋∑
ｐｑ≤ｘ

１
Ｓ（ｐｑ）＝

∑
ｐ≤ｘ

１
Ｓ（ｐ）＋∑

ｐ２≤ｘ

１
Ｓ（ｐ）＋

１
Ｓ（４）＋∑

ｐ３≤ｘ

１
Ｓ（ｐ）－

１
Ｓ（２）＋∑ｐｑ≤ｘ

１
Ｓ（ｐｑ）＝

∑
ｐ≤ｘ

１
ｐ＋∑

ｐ２≤ｘ

１
ｐ＋

１
４＋∑

ｐ３≤ｘ

１
ｐ－

１
２＋∑ｐｑ≤ｘ

１
ｐ ＝

ｌｎｌｎｘ＋Ａ１＋ο １
ｌｎ（ ）ｘ ＋ｌｎｌｎ槡ｘ＋Ａ２＋ο １

ｌｎ槡（ ）ｘ ＋ｌｎｌｎ３
槡ｘ＋Ａ３＋ο

１
ｌｎ

３
槡（ ）ｘ ＋
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Ｅ１ｌｎｌｎｘ＋Ｅ２Ａ１＋ο １
ｌｎ（ ）ｘ －１４ ＝Ｅｌｎｌｎｘ＋ｌｎｌｎ槡ｘ＋ｌｎｌｎ３

槡ｘ＋ο
１

ｌｎ
３
槡（ ）ｘ ＋Ａ．

其中Ｅ＝１＋Ｅ１ 为常数．定理１得证 ．
定理２的证明

∑
ｎ∈Ａ
ｎ≤ｘ

Ｓ（ＳＰ（ｎ））＝∑
ｐ≤ｘ
Ｓ（ＳＰ（ｐ））＋∑

ｐ２≤ｘ

Ｓ（ＳＰ（ｐ２））＋∑
ｐ３≤ｘ

Ｓ（ＳＰ（ｐ３））＋∑
ｐｑ≤ｘ
ｐ≠ｑ

Ｓ（ＳＰ（ｐｑ））＝

∑
ｐ≤ｘ
Ｓ（ｐ）＋∑

ｐ２≤ｘ

Ｓ（ｐ）＋Ｓ（ＳＰ（２３））＋∑
ｐ３≤ｘ
ｐ＞２

Ｓ（ＳＰ（ｐ３））＋∑
ｐｑ≤ｘ
Ｓ（ｐｑ）＝

∑
ｐ≤ｘ
Ｓ（ｐ）＋∑

ｐ２≤ｘ

Ｓ（ｐ）＋Ｓ（４）＋∑
ｐ３≤ｘ

Ｓ（ｐ）－Ｓ（２）＋∑
ｐｑ≤ｘ
Ｓ（ｐｑ）＝

∑
ｐ≤ｘ
Ｐ＋∑

ｐ２≤ｘ

Ｐ＋４＋∑
ｐ３≤ｘ

Ｐ－２＋∑
ｐｑ≤ｘ
Ｐ ＝

ｘ２
２ｌｎｘ＋

ｘ２
４ｌｎ２　ｘ＋ο

ｘ２
ｌｎ３（ ）ｘ ＋ ｘ

２ｌｎ槡ｘ
＋ ｘ
４ｌｎ２槡ｘ

＋ο
ｘ

ｌｎ３槡（ ）ｘ ＋
３
槡ｘ

２ｌｎ
３
槡ｘ
＋

３
槡ｘ

４ｌｎ２
３
槡ｘ
＋

ο
３
槡ｘ

ｌｎ３
３
槡

烄

烆

烌

烎ｘ
＋Ｃ１ ｘ

２

２ｌｎｘ＋Ｃ２
ｘ２
４ｌｎ２　ｘ＋ο

ｘ２
ｌｎ３（ ）ｘ ＋２＝Ｄ１ ｘ

２

２ｌｎｘ＋Ｄ２
ｘ２
４ｌｎ２　ｘ＋ο

ｘ２
ｌｎ３（ ）ｘ ．

其中Ｄ１，Ｄ２ 为常数．定理２得证．
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