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摘　要：利用初等方法以及伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｚ（ｎ）和Ｅｕｌｅｒ函数φ（ｎ）的性质，讨论了两

个数论函数方程φ（ｎ）＝Ｚ（ｎ
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０　引言

对任意的正整数ｎ，著名的伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函

数 Ｚ（ｎ） 定 义 为 最 小 的 正 整 数 ｍ 使

得ｎ｜
ｍ（ｍ＋１）
２

， 即 Ｚ（ｎ） ＝ ｍｉｎ｛ｍ：ｍ ∈

Ｎ，ｎ｜
ｍ（ｍ＋１）
２

｝．从Ｚ（ｎ）的 定 义 可 以 计 算 出

Ｚ（ｎ）的前几个值为：Ｚ（１）＝１，Ｚ（２）＝３，Ｚ（３）＝２，

Ｚ（４）＝７，Ｚ（５）＝４，Ｚ（６）＝３，Ｚ（７）＝６，Ｚ（８）＝
１５，Ｚ（９）＝８，Ｚ（１０）＝４，Ｚ（１１）＝１０，…，关于Ｚ（ｎ）
的初等性质，许多学者进行了研究，并获得了不少有

意义 的 结 果．例 如：Ｋｅｎｉｃｈｉｒｏ　Ｋａｓｈｉｈａｒａ［１］研 究 了

Ｚ（ｎ）的一些初等性质；Ａ．Ａ．Ｋ．Ｍａｊｕｍｄａｒ［２］进一步

研究了Ｚ（ｎ）的性质，给出Ｚ（２ｐ），Ｚ（３ｐ），Ｚ（２ｐ２），

Ｚ（３ｐ３），Ｚ（２ｐｋ），Ｚ（３ｐｋ），Ｚ（４ｐ），Ｚ（５ｐ），Ｚ（６ｐ），

Ｚ（７ｐ），Ｚ（１１ｐ），（其 中ｐ 为 素 数）的 表 达 形 式；

Ｙｕａｎｂｉｎｇ　Ｌｏｕ［３］研究了一个包含伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函

数的均值问题，得到了一个渐近式：

　　∑
ｎ≤ｘ
ｌｎＺ（ｎ）＝ｘｌｎｘ＋Ｏ（ｘ）；

　　Ｌｉｎ　Ｃｈｅｎｇ［４］也 讨 论 了 一 个 包 含 伪Ｓｍａｒａｎ－
ｄａｃｈｅ函数的均值，得到渐近式：

∑
ｎ≤ｘ

ｐ（ｎ）
Ｚ（ｎ）＝

ｘ
ｌｎｘ＋∑

ｋ

ｉ＝２

ａｉｘ
ｌｎｉ　ｘ＋

Ｏ
ｘ

ｌｎｋ＋１ｘ（ ）；
　　Ｙａｎｉ　Ｚｈｅｎｇ［５］证明了对任意的正整数ｎ与足

够大的Ｍ，
Ｚ（ｎ＋１）
Ｚ（ｎ） ＞Ｍ 和｜Ｚ（ｎ＋１）－Ｚ（ｎ）

＊
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｜＞Ｍ 成立．
张文 鹏［６］教 授 讨 论 了 方 程Ｚ（ｎ）＝Ｓ（ｎ）和

Ｚ（ｎ）＋１＝Ｓ（ｎ）的正整数解问题；
范盼红［７］在其硕士论文中研究了方程Ｚ（ｎ）＝

φ（ｎ）可解性问题，并给出解有如下形式：
（１）ｎ＝ｐ，其中ｐ为素数；（２）ｎ＝２ｐ，其中ｐ

≡１（ｍｏｄ　４）；（３）ｎ＝２ｋｐ，其 中，ｐ ≡１（ｍｏｄ　４），
且ｐ｜（２ｋ－１－１）．

本文作者前期已经对方程φ（ｎ）＝Ｚ（ｎ
２）的可

解性问题进行了研究．在此基础上，本文利用初等

方法讨论两个方程φ（ｎ）＝Ｚ（ｎ
ｋ）与Ｚ（ｎ）＋φ（ｎ）

＝２ｎ的可解性问题，并给出其所有正整数解．

１　基本定义及引理

定义［８］Ｅｕｌｅｒ函数φ（ｎ）定义为不大于ｎ且与

ｎ互素的正整数的个数．
引理１［８］　Ｅｕｌｅｒ函 数 为 积 性 函 数，即 对 于 任

意 互 素 的 正 整 数 ｍ 和 ｎ， 则 有 φ（ｍｎ）＝

φ（ｍ）φ（ｎ）．
引理２［８］　设ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ 是正整数ｎ的

标准分解式，则有φ（ｎ）＝∏
ｋ

ｉ＝１
ｐαｉ－１ｉ （ｐｉ－１）．

引理３［８］　对 于素数ｐ 与α≥１，有φ（ｐα）＝
ｐα－ｐα－１．

引理４［９］　对任意的素数ｐ≥３，Ｚ（ｐ）＝ｐ－１．
　　引理５［９，１０］　对任意的素数ｐ≥３及ｋ∈Ｎ，

Ｚ（ｐｋ）＝ｐｋ－１．当ｐ＝２时，则有Ｚ（２ｋ）＝２ｋ＋１－１．
　　引理６［９］　Ｚ（ｎ）是不可加的，即Ｚ（ｍ＋ｎ）不

恒等 于Ｚ（ｍ）＋Ｚ（ｎ）；Ｚ（ｎ）也 不 是 可 乘 的，即

Ｚ（ｍ·ｎ）不恒等于Ｚ（ｍ）·Ｚ（ｎ）．
引理７［１０］　Ｚ（ｎ）≤２ｎ－１；若ｎ为奇数，则

Ｚ（ｎ）≤ｎ－１．

２　主要结论及其证明

定理１　对任意的正整数ｎ和ｋ≥２，方程

　　　　　　　φ（ｎ）＝Ｚ（ｎ
ｋ） （１）

仅有正整数解ｎ＝１．
下面提到的ｐ，ｐｉ 均为素数．
证明：对正整数ｎ进行分类讨论．
（１）当ｎ为奇数时，可分为以下４种情况讨论：
（ⅰ）当ｎ＝１时，φ（１）＝Ｚ（１）＝１，所以ｎ＝１是

方程（１）的解．
（ⅱ）当ｎ＝ｐ（ｐ≥３）时，φ（ｐ）＝ｐ－１，Ｚ（ｐ

ｋ）

＝ｐｋ－１，则φ（ｐ）≠Ｚ（ｐ
ｋ），所以ｎ＝ｐ不是方程

（１）的解．

（ⅲ）当ｎ＝ｐｔ（ｐ ≥３），ｔ＞１时，φ（ｐ
ｔ）＝

ｐｔ－１（ｐ－１），Ｚ（ｐｋｔ）＝ｐｋｔ－１，φ（ｐ
ｔ）≠Ｚ（ｐｋｔ），所

以ｎ＝ｐｔ 不是方程（１）的解．
（ⅳ）当ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｔｔ ，其中ｐｉ≥３（ｉ＝１，２，

…，ｔ）时，φ（ｎ）＝ｐα１－
１

１ ｐα２－１２ …ｐαｔ－１ｔ （ｐ１－１）（ｐ２－
１）…（ｐｔ－１），如果φ（ｎ）＝Ｚ（ｎ

ｋ）成立，则由函数

Ｚ（ｎ）的定义知：ｎｋ｜φ
（ｎ）（φ（ｎ）＋１）

２
，即：

　　　　　ｐｋ（α１－１）１ ｐｋ（α２－１）２ …ｐｋ（αｔ－１）ｔ ｜
ｐ（α１－１）１ ｐ（α２－１）２ …ｐ（αｔ－１）ｔ （ｐ１－１）（ｐ２－１）…（ｐｔ－１），
亦即：

　　ｐ（ｋ－１）α１－ｋ＋１１ ｐ（ｋ－１）α２－ｋ＋１２ …ｐ（ｋ－１）αｔ－ｋ＋１ｔ ｜
　　（ｐ１－１）（ｐ２－１）…（ｐｔ－１），显然不成立．

所以ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｔｔ 不是方程（１）的解．
（２）当ｎ为偶数时，可分为以下３种情况讨论：
（ⅰ）当ｎ＝２ｔ（ｔ≥１）时，φ（２

ｔ）＝２ｔ－１，Ｚ（２ｋｔ）

＝２ｋｔ＋１－１，则φ（２
ｔ）≠Ｚ（２ｋｔ），所以ｎ＝２ｔ 不是方

程（１）的解．
（ⅱ）当ｎ＝２ｔ　ｐｌ 且ｔ≥１，ｐ ≥３，ｌ≥１时，

φ（２
ｔ　ｐｌ）＝φ（２

ｔ）φ（ｐ
ｌ）＝２ｔ－１　ｐｌ－１（ｐ －１），如 果

φ（ｎ）＝Ｚ（ｎ
ｋ）成立，则由函数Ｚ（ｎ）的定义知：

ｎｋ｜φ
（ｎ）（φ（ｎ）＋１）

２
，即：

　２ｋｔ　ｐｋｌ｜
２ｋ－１　ｐｌ－１（ｐ－１）［２ｋ－１　ｐｌ－１（ｐ－１）＋１］

２
，

亦即：

２ｋ（ｔ－１）＋１　ｐｋ（ｌ－１）＋１｜
（ｐ－１）［２ｋ－１　ｐｌ－１（ｐ－１）＋１］

２
．

　 又（２，ｐ）＝１，所以，２ｋ（ｔ－１）＋１
ｐ－１
２
，

　　ｐｋ（ｌ－１）＋１［２ｋ－１　ｐｌ－１（ｐ－１）＋１］，
所以

２ｋ（ｔ－１）＋１　ｐｋ（ｌ－１）＋１ ｜
（ｐ－１）［２ｋ－１　ｐｌ－１（ｐ－１）＋１］

２
不成立，所以ｎ＝２ｔ　ｐｌ 不是方程（１）的解．

（ⅲ）当ｎ＝２α０ｐα１１ｐα２２ …ｐαｔｔ （其中αｉ≥１，０≤ｉ

≤ｔ，ｔ≥２）时，令ｎ＝２α０ｍ，则φ（ｎ）＝２α０－
１
φ（ｍ）．

如果φ（ｎ）＝Ｚ（ｎ
ｋ）成 立，则 由 函 数Ｚ（ｎ）的 定 义

知：ｎｋ｜φ
（ｎ）［φ（ｎ）＋１］

２
，即

　　　２ｋα０ｍｋ｜（２α０－２φ（ｍ））（２α０－
１
φ（ｍ）＋１），

又 （２ｋα０，ｍｋ） ＝ １， 所 以，２ｋα０ 
（２α０－２φ（ｍ）），ｍ

ｋ（２α０－１φ（ｍ）＋１），所以

　　　２ｋα０ｍｋ（２α０－２φ（ｍ））（２α０－
１
φ（ｍ）＋１），

得出矛盾，所以ｎ＝２α０ｐα１１ｐα２２ …ｐαｔｔ 不是方程（１）的
解．

·４６１·
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综上所述，方程（１）仅有正整数解ｎ＝１．
定理２　对任意的正整数ｎ，方程

　　　　　　Ｚ（ｎ）＋φ（ｎ）＝２ｎ （２）
仅有正整数解ｎ＝１，２．

定理２的证明与定理１证明类似，下面进行简

单证明．
证明：（１）当ｎ为奇数时，可分为以下４种情况

讨论：
（ⅰ）当ｎ＝１时，显然成立，所以ｎ＝１是方程

（２）的解．
（ⅱ）当ｎ＝ｐ（ｐ≥３）时，Ｚ（ｐ）＝ｐ－１，φ（ｐ）

＝ｐ－１，则Ｚ（ｐ）＋φ（ｐ）＝２（ｐ－１）≠２ｐ，所以ｎ
＝ｐ不是方程（２）的解．

（ⅲ）当ｎ＝ｐｋ（ｐ≥３），ｋ＞１时，Ｚ（ｐｋ）＝ｐｋ

－１，φ（ｐ
ｋ）＝ｐｋ－１（ｐ－１），则Ｚ（ｐｋ）＋φ（ｐ

ｋ）＝２ｐｋ

－ｐｋ－１－１≠２ｐｋ，所以ｎ＝ｐｋ 不是方程（２）的解．
（ⅳ）当ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，其中ｐｉ≥３（ｉ＝１，２，

…，ｋ）时，由引理７知Ｚ（ｎ）≤ｎ－１，即，Ｚ（ｎ）≤
ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ －１，又φ（ｎ）＝ｐα１－

１
１ ｐα２－１２ …ｐαｋ－１ｋ （ｐ１

－１）（ｐ２－１）…（ｐｋ－１），所以有

Ｚ（ｎ）＋φ（ｎ）≤ （ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ －１）＋
ｐα１－１１ ｐα２－１２ …ｐαｋ－１ｋ （ｐ１－１）（ｐ２－１）…（ｐｋ－１）＝
ｐα１－１１ ｐα２－１２ …ｐαｋ－１ｋ ［（ｐ１－１）（ｐ２－１）…（ｐｋ－１）＋
ｐ１ｐ２…ｐｋ］－１≤ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ
显然不成立．所以ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ 不是方程（２）的
解．

（２）当ｎ为偶数时，可分为以下４种情况讨论：
（ⅰ）当ｎ＝２时，显然成立，所以ｎ＝２是方程

（２）的解．
（ⅱ）当ｎ＝２ｋ（ｋ＞１）时，Ｚ（２ｋ）＝２ｋ＋１－１，

φ（２
ｋ）＝２ｋ－１，显然不成立，所以ｎ＝２ｋ 不是方程（２）

的解．
（ⅲ）当ｎ＝２ｋｐｌ 且ｋ≥１，ｐ≥３，ｌ≥１时，有

φ（２
ｋｐｌ）＝φ（２

ｋ）φ（ｐ
ｌ）＝２ｋ－１　ｐｌ－１（ｐ－１），由Ｚ（ｎ）

＋φ（ｎ）＝２ｎ可得：Ｚ（ｎ）＝２ｎ－φ（ｎ）＝２
ｋ－１　ｐｌ－１（３ｐ

＋１），则由函数Ｚ（ｎ）的定义知：

２ｋｐｌ｜
２ｋ－１　ｐｌ－１（３ｐ＋１）［２ｋ－１　ｐｌ－１（３ｐ＋１）＋１］

２
，

即：２ｐ｜
（３ｐ＋１）［２ｋ－１　ｐｌ－１（３ｐ＋１）＋１］

２
．

又 （２，ｐ）＝１，２ｋ－１　ｐｌ－１（３ｐ＋１）＋１为奇数，２
不能整除２ｋ－１　ｐｌ－１（３ｐ＋１）＋１，所以只能ｐ 整除

２ｋ－１　ｐｌ－１（３ｐ＋１）＋１，显然不成立．
因此，ｎ＝２ｋｐｌ 不是方程（２）的解．
（ⅳ）当ｎ＝２α０ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ （其中αｉ≥１，０≤

ｉ≤ｋ，ｋ ≥２）时，同 理 可 得 出 矛 盾，所 以ｎ＝
２α０ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ 不是方程（２）的解．

综上所述，方程（２）仅有正整数解ｎ＝１，２．

３　结束语

关于伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数的性质虽然取 得 了

不少进展，但是仍然存在不少问题．本文在文献［６，

７］研 究 的 基 础 上，利 用 初 等 方 法 对 两 个 包 含 伪

Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数的方程可解性问题进行了研究，
并得到 其 所 有 正 整 数 解，拓 宽 了 伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ
函数在方程问题的研究内容．
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