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摘　要：对任意正整数ｎ及给定的正整数ｍ 和ｋ（ｋ＞１），定 义 了 广 义Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ幂 和 函 数Ｐ（ｎ，ｍ，ｋ）＝

∑
［（ｌｎ　ｍ＋ｌｎｎ）／ｌｎｋ］

ｉ＝０

（ｎ－ｋｉ）．利用初等方法和高斯函数的性质研究了Ｐ（ｎ，ｍ，ｋ）的均值，得到了一个有趣的渐近公式．

关键词：广义Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ幂和函数；均值；渐近公式

中图分类号：Ｏ　１５６．４　　文献标志码：Ａ　　文章编号：１００１－－８７３５（２０１４）０２－－０１４９－－０３

１　引言及结论

对任意正整数ｎ及给定的正整数ｋ＞１，Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ和函数Ｓ（ｎ，ｋ）和ＡＳ（ｎ，ｋ）为

　　Ｓ（ｎ，ｋ）＝ ∑
ｎ－ｋｉ ≤ｎ〗
ｉ＝０，１，２，…

（ｎ－ｋｉ），　ＡＳ（ｎ，ｋ）＝ ∑
ｎ－ｋｉ ≤ｎ〗
ｉ＝０，１，２，…

ｎ－ｋｉ ．

Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ幂和函数为Ｐ（ｎ，ｋ）＝ ∑
ｎ－ｋｉ ≤ｎ〗

ｉ＝０，１，２，…
（ｎ－ｋｉ）．由高斯函数的性质可得

　　Ｓ（ｎ，ｋ）＝∑
［２ｎ／ｋ］

ｉ＝０

（ｎ－ｋｉ），　ＡＳ（ｎ，ｋ）＝∑
［２ｎ／ｋ］

ｉ＝０
ｎ－ｋｉ ，　Ｐ（ｎ，ｋ）＝ ∑

［ｌｎ（２ｎ）／ｌｎｋ］

ｉ＝０

（ｎ－ｋｉ），

其 中 ［ｘ］为高斯函数，即 ［ｘ］为不超过ｘ的最大整数．关于Ｓ（ｎ，ｋ）和ＡＳ（ｎ，ｋ）的性质，文献［１－３］进行了研

究，得到 若 干 渐 近 公 式 及 恒 等 式．文 献 ［４－５］分 别 将Ｓ（ｎ，ｋ）和 ＡＳ（ｎ，ｋ）进 行 了 推 广，定 义 了 广 义

Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ和函数Ｓ（ｎ，ｍ，ｋ）和ＡＳ（ｎ，ｍ，ｋ）（ｍ为给定的自然数）：

　　Ｓ（ｎ，ｍ，ｋ）＝ ∑
［（ｍ＋ｎ）／ｋ］

ｉ＝０

（ｎ－ｋｉ），　ＡＳ（ｎ，ｍ，ｋ）＝ ∑
［（ｍ＋ｎ）／ｋ］

ｉ＝０
ｎ－ｋｉ ，

并研究了Ｓ（ｎ，ｍ，ｋ）和ＡＳ（ｎ，ｍ，ｋ）的分布性质，给出均值表达式．
受文献［４－５］的启发，本文将Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ幂和函数Ｐ（ｎ，ｋ）进行推广，定义了一个广义Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ幂

和 函 数Ｐ（ｎ，ｍ，ｋ），即 对 任 意 正 整 数ｎ及 给 定 的 正 整 数ｋ（ｋ＞１）和 ｍ，广 义Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ幂 和 函 数

Ｐ（ｎ，ｍ，ｋ）为

　　　　Ｐ（ｎ，ｍ，ｋ）＝ ∑
［（ｌｎ　ｍ＋ｌｎｎ）／ｌｎｋ］

ｉ＝０

（ｎ－ｋｉ），

且Ｐ（ｎ，２，ｋ）＝Ｐ（ｎ，ｋ）．由定义容易得到Ｐ（４，２，２）＝１，Ｐ（８，１６，８）＝－４９．关于Ｐ（ｎ，ｍ，ｋ）的算数性质我

们认为是有意义的，它至少可以反映出正整数ｎ在ｋ的方幂中的分布性质．本文的主要目的是利用初等方法

及高斯函数的性质，研究Ｐ（ｎ，ｍ，ｋ）的均值，并得到下面的定理．
定理 　 对于给定的正整数ｋ（ｋ＞１），ｍ及任意实数ｘ＞１，有渐近公式

　　　　∑
ｎ≤ｘ
Ｐ（ｎ，ｍ，ｋ）＝ １

２ｌｎｋｘ
２　ｌｎ（ｍｘ）＋Ｒ（ｎ，ｍ，ｋ），

其中 Ｒ（ｎ，ｍ，ｋ） （≤ １
４＋

ｍｋ
ｋ　－ ）１ｘ２＋ ｘ

ｋ－１＋
２ｘｌｎ（ｍｘ）＋２ｘ＋ｌｎ（ｍｘ）＋ｘｌｎｋ

２ｌｎｋ ．
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推论１　 对于给定的正整数ｋ（ｋ＞１）及任意实数ｘ＞１，有渐近公式

　　　　　∑
ｎ≤ｘ
Ｐ（ｎ，１，ｋ）＝ １

２ｌｎｋｘ
２　ｌｎ　ｘ＋Ｒ（ｘ，１，ｋ），

其中 Ｒ（ｘ，１，ｋ） （≤ １
４＋

ｋ
ｋ　－ ）１ｘ２＋ ｘ

ｋ－１＋
２ｘｌｎ　ｘ＋２ｘ＋ｌｎ　ｘ＋ｘｌｎｋ

２ｌｎｋ ．

推论２　 对于给定的正整数ｋ（ｋ＞１）及任意实数ｘ＞１，有渐近公式

　　　　　∑
ｎ≤ｘ
Ｐ（ｎ，ｋ）＝ １

２ｌｎｋｘ
２　ｌｎ（２ｘ）＋Ｒ（ｘ，２，ｋ），

其中 Ｒ（ｘ，２，ｋ） （≤ １
４＋

２ｋ
ｋ　－ ）１ｘ２＋ ｘ

ｋ－１＋
２ｘｌｎ（２ｘ）＋２ｘ＋ｌｎ（２ｘ）＋ｘｌｎｋ

２ｌｎｋ ．

２　 定理的证明

对任意实数ｘ，｛ｘ｝＝ｘ－［ｘ］表示ｘ的小数部分．由Ｐ（ｎ，ｍ，ｋ）的定义可得

Ｐ（ｎ，ｍ，ｋ）＝ｎ＋ｎ［ｌｎｎ＋ｌｎ　ｍｌｎｋ
］－ｋ

［ｌｎｎ＋ｌｎ　ｍｌｎｋ ］＋１－１
ｋ－１ ＝

ｎｌｎ（ｍｎ）
ｌｎｋ ＋ｎ＋ １

ｋ－１－ ｛ｎ ｌｎ（ｍｎ）ｌｎ ｝ｋ － ｍｎ
ｋ－１

ｋ１－
ｌｎ（ｍｎ）
ｌｎ｛ ｝ｋ ． （１）

对任意实数ｘ＞１，由文献［６］中的Ｅｕｌｅｒ求和公式可知

∑
ｎ≤ｘ
ｎｌｎ（ｍｎ）＝ｌｎ　ｍ＋∫

ｘ

１
ｔｌｎ（ｔｍ）ｄｔ＋∫

ｘ

１
（ｔ－［ｔ］）（ｔｌｎ（ｔｍ））′ｄｔ＋（［ｘ］－ｘ）ｘｌｎ（ｍｔ）．

由高斯函数的性质容易得到

　　　　　∫
ｘ

１

ｔｌｎ（ｍｔ）
ｌｎｋ ｄｔ≤∑

ｎ≤ｘ

ｎｌｎ（ｍｎ）
ｌｎｋ ≤∫

ｘ＋１

１

ｔｌｎ（ｍｔ）
ｌｎｋ ｄｔ，

从而

　　　　　ｘ
２　ｌｎ（ｍｘ）
２ｌｎｋ －ｘ

２

４ ≤∑ｎ≤ｘ
ｎｌｎ（ｍｎ）
ｌｎｋ ≤

（ｘ＋１）２　ｌｎ（ｍｘ＋ｍ）
２ｌｎｋ －

（ｘ＋１）２
４ ．

由此可得

　　　　　∑
ｎ≤ｘ

ｎｌｎ（ｍｎ）
ｌｎｋ ＝ １

２ｌｎｋｘ
２　ｌｎ（ｍｘ）－ｘ

２

４＋Ｒ１
（ｎ，ｍ，ｋ）， （２）

其中

Ｒ１（ｎ，ｍ，ｋ）＝ ∑
ｎ≤ｘ

ｎｌｎ（ｍｎ）
ｌｎｋ － １

２ｌｎｋｘ
２　ｌｎ（ｍｘ）＋ｘ

２

４ ≤２ｘｌｎ
（ｍｘ）＋ｌｎ（ｍｘ）＋２ｘ

２ｌｎｋ
， （３）

令 　　　　　　Ｒ２（ｎ，ｍ，ｋ）＝∑
ｎ≤
（

ｘ
ｎ＋ １

ｋ－１－ ｛ｎ ｌｎ（ｍｎ）ｌｎ ｝ｋ － ｍｎ
ｋ－１

ｋ１－
ｌｎ（ｍｎ）
ｌｎ｛ ｝）ｋ ，

由于０ ｛≤ ｌｎ（ｍｎ）
ｌｎ ｝ｋ ＜１，所以

　　　　　∑
ｎ≤ｘ

（－ ｍｋｎｋ－１
）≤Ｒ２（ｎ，ｍ，ｋ）≤∑

ｎ≤ｘ

（ｎ＋ １
ｋ－１

），

因此

　　　　　－ ｍｋ
ｋ－１

ｘ２ ＜Ｒ２（ｎ，ｍ，ｋ）≤ｘ
２

２ （＋ １
ｋ－１＋ ）１２ ｘ， （４）

令Ｒ（ｎ，ｍ，ｋ）＝Ｒ１（ｎ，ｍ，ｋ）＋Ｒ２（ｎ，ｍ，ｋ）－ｘ
２

４
，由（１）～ （４）式可得

　　　　　∑
ｎ≤ｘ
Ｐ（ｎ，ｍ，ｋ）＝ １

２ｌｎｋｘ
２　ｌｎ（ｍｘ）＋Ｒ（ｎ，ｍ，ｋ），

其中

　　　　　 Ｒ（ｎ，ｍ，ｋ） （≤ １
４＋

ｍｋ
ｋ　－ ）１ｘ２＋ ｘ

ｋ－１＋
２ｘｌｎ（ｍｘ）＋２ｘ＋ｌｎ（ｍｘ）＋ｘｌｎｋ

２ｌｎｋ ．

·０５１·
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定理得证．
ｍ＝１时，利用定理可得推论１；ｍ＝２时，Ｐ（ｎ，２，ｋ）＝Ｐ（ｎ，ｋ），利用定理可得推论２．
显然，上述定理及推论的误差项是非常弱的，是否存在较强的渐近公式也是一个有趣的问题．
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