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推广伪 Smarandache 函数的初等性质
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摘 要: 用初等方法进一步研究了推广的伪 Smarandache 函数的初等性质，得到了几个复杂的函数值形式，为进一

步研究推广 Smarandache 函数其他性质打下了基础。
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0 引言

David Gorski 在文献［1］中提出了著名的伪 Smarandache 的函数，对任意正整数 n，伪 Smarandache 函数

Z( n) 定义为:

Z( n) = min{ m: m∈N* ，n |m( m + 1) /2}。 ( 1)

文献［2］推广了伪 Smarandache 函数，对任意的正整数 n，推广伪 Smarandache 函数 Z3 ( n) 定义为

Z3 ( n) = min{ m: m∈N* ，n |m( m + 1) ( m + 2) /6}。 ( 2)

本文进一步研究了 Z3 ( n) 的初等性质，分别对 n = 2 l p，n = 2 l pk，n = 2 l × 3k，l，k∈N* ，p ＞ 3 为素数，给出了

Z3 ( n) 的函数值形式。对于函数方程正整数解［3 － 4］，均值及渐进公式［5］的研究也是有意义的。

1 Z3 ( n) 的进一步研究

引理 1 对任意正整数 k，素数 p，若 Z3 ( kp) =m，则 m 必为 lp － 2，lp － 1，lp，l∈N* 三种情形。

证明 因为 Z3 ( n) 1，当 p = 2，3 时，引理显然成立。当 p ＞ 3 是素数，由 p |m( m + 1) ( m + 2) /6，则 p 必

整除 m，m + 1，m + 2，其中之一，因此 m 必有 lp － 2，lp － 1，lp，l∈N* 三种情形。证毕。
( 1) 当 n = 2 l p，l∈N* ，p ＞ 3 为素数，设 Z3 ( 2 l p) =m，考虑 m = gp － 2，m = gp － 1，m = gp 三种情况及 g 的

取值有:

( a) 若 g = 1，m = p － 2，此时仅有 m + 1 = p － 1 为偶数，由 2 l p | ( p － 2) ( p － 1) p /6，则有 2 l + 1 | p － 1，用同余

式表述即为，当 p － 1≡0mod( 2 l + 1 ) 时，Z3 ( 2 l p) = p － 2; 若 m = p － 1，由 2 l p | ( p － 1 ) p( p + 1 ) /6，则有 2 l | p － 1

或者 2 l | p + 1，即当 p ± 1≡0mod( 2 l ) ，但 p － 1≠0mod( 2 l + 1 ) 时，Z3 ( 2 l p) = p － 1; 若 m = p，由 2 l p | p( p + 1) ( p +
2) /6，则有 p + 1≡0modl + 1 ( 此时 p + 1≡0mod( 2 l ) ，应有 Z3 ( 2 l p) = p － 1。

( b) 同理，若 g = 2，m = 2p － 2 时，由 2 l p | ( 2p － 2) ( 2p － 1) 2p /6，则 2 l － 1 | p － 1，即当 p － 1≡0mod( 2，且 p －
1≠0mod( 2 l ) 时，Z3 ( 2 l p) = 2p － 2; m≠2p － 1，这是因为若 m = 2p － 1，则 2 l p | ( 2p － 1) 2p( 2p + 1) /6，这是不可

能的; 若 m = 2p，由 2 l p | 2p( 2p + 1) ( 2p + 2) /6，则 2 l － 1 | p + 1，即 p + 1≡0mod( 2 l － 1 ) ，且 p + 1≠0mod( 2 l ) 。
( c) 若 g = 2k，k ＞ 1，k∈N，由 2 l p | ( 2kp － 2) ( 2kp － 1) 2kp /6，则 2 l /2k，由 Z3 ( n) 的最小性，取 2k = 2 l，此时，

Z3 ( 2 l p) = 2 l p － 2。
( d) 若 g ＞ 3 为奇数，m = gp － 2，由 2 l p | ( gp － 2) ( gp － 1) gp /6，有 2 l + 1 | gp － 1; 若 m = gp － 1，由 2 l p | ( gp －

1) gp( gp + 1) /6，则 2 l － 1 | gp － 1 或者 2 l | gp + 1; 若 m = gp，由 2 l p | gp( gp + 1) ( gp + 2) /6，则 2 l + 1 | gp + 1，亦有

2 l | gp + 1，此时应有 m = gp － 1。同理，若 g ＞ 3 为奇数，m = 2gp － 2，此时有 2 l － 1 | gp － 1; 若 m = 2gp，g ＞ 3 为奇

数，此时有 2 l － 1 | gp + 1。至此 m 已没有其它可能的情形。综上，有



Z3 ( 2 l p) =

p － 2，p － 1≡0mod( 2 l + 1 )

p － 1，p ± 1≡0mod( 2 l )

2p － 2，p － 1≡0mod( 2 l － 1 )

2p，p + 1≡0mod( 2 l － 1 )

gp － 2，gp － 1≡0mod( 2 l + 1 ) ，

gp － 1，gp ± 1≡0mod( 2 l )

2sp － 2，sp － 1≡0mod( 2 l － 1 )

2sp，sp + 1≡0mod( 2 l － 1 )

2 l p － 2，



















其它

，3g2 l － 1，3s2 l － 1 － 1 为奇数 ( 1)

( 2) 同理，当 n = 2 l pk，l∈N* ，k∈N* ，p ＞ 3 为素数时，有

Z3 ( 2 l pk ) =

pk － 2，pk － 1≡0mod( 2 l + 1 )

pk － 1，pk ± 1≡0mod( 2 l )

2pk － 2，pk － 1≡0mod( 2 l － 1 )

2pk，pk + 1≡0mod( 2 l － 1 )

gpk － 2，gpk － 1≡0mod( 2 l + 1 ) ，

gpk － 1，gpk ± 1≡0mod( 2 l )

2spk － 2，spk － 1≡0mod( 2 l － 1 )

2spk，spk + 1≡0mod( 2 l － 1 )

2 l pk － 2，



















其它

，3g2 l － 1，3s2 l － 1 － 1 为奇数 ( 2)

当 n = 2 l × 3k，l，k∈N* 时，考虑到( 2) 式及文献［2］中性质 2( 文献［2］中［4］式) 有

Z3 ( 2 l × 3k ) =

3k + 1 － 2，3k + 1 － 1≡0mod( 2 l + 1 )

3k + 1 － 1，3k + 1 ±≡0mod( 2 l )

2 × 3k + 1 － 2，3k + 1 － 1≡0mod( 2 l － 1 )

2 × 3k + 1，3k + 1 + 1≡0mod( 2 l － 1 )

g·3k + 1 － 2，g·3k + 1 － 1≡0mod( 2 l + 1 ) ，

g·3k + 1 － 1，g·3k + 1 ± 1≡0mod( 2 l )

2s·3k + 1，s·3k + 1 － 1≡0mod( 2 l － 1 )

2s·3k + 1，s·3k + 1 + 1≡0mod( 2 l － 1 )

2 l × 3k + 1 － 2，



















其它

，3g2 l － 1，3s2 l － 1 － 1 为奇数 ( 3)

2 结 语

本文在文献［2］的基础上，进一步研究推广伪 Smarandache 函数 Z3 ( n) 的初等性质，给出了几个复杂的

函数值形式。
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Abstract: This article gives the dynamic constraint combination homotopy method for minimal weak efficient solutions to convex multi-
objective programming problems on unbounded sets and proves the existence and convergence of the homotopy path．
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