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Hotto: Iubirea este ţelul.porunca sacr-a f'irii. 
Mânaţi de ea vulturii se caută prin spaţii. 
Delfinele iau marea in piept să-şi af'le mirii 
Chiar stelele in ceruri se-:-njugă-n constelaţii. 

(Vasile Voiculesc~ 

CWANT INAINTE 

Ne bucurăm exprimând mulţumirile noastre f'aţă de toţi acei.cuno-

scuţi sau mai puţin cunoscuţi.care de-a lungul anilor ne-au ajutat 

să ajungem la această carte. Sunt mulţi.sunt f'oarte mulţi cei care 

ne-au ajutat ... Unii ne-au dat sugestii.alţii ne-au oferit idei. 

uneori ne-am străduit impreună să descif'răm un amănunt nelămurit. 

alteori lnv~ţam din lntrebările meşteşugite sau poate chiar naive 

ale interlocutorilor noştrii: 

Devenirea spre această carte este un f'oarte bun exemplu de altru-

lsm.de bunătate şi dăruire.de mers impreună pe drumul descoperirii 

frumuseţilor vieţii. 

Cine gândeşte nu doar la mama sa şi la tatăl său.la sine şi 

la f'amilia sa.descoperă o familie mult mai mare. descoperă pretu-, 
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tindeni viaţa.pe care incepe să o iubească tot mai mult in t.oate 

formele ei de manifestare. 

Matematica ne ajută pe acest drum,solicilându-ne şi 1mbogăţin-

du-ne nu doar capacit..ăţile inLelecluale.gândirea.logica şi a1goril-

mii noşt..rii de decizie,dar in multe feluri contribuie şi la 1mbo-

gă.ţirea noas,:J'ă suÎlet"."c..scă Ne ajută să. f'acem ordine şi lumină aco-

1 o ur~de 1 a 1 ncepuf_ si mţeam că. esle posi bi 1 ă doar o evol uţi e empi-

rlcă - in noi inşine. 
/ 

Pentru elevi şi pr-ofesorl,pent~ru candidaţii la concursul de ad-

milere in lnvăţământul superior,pentru toţi cei inleresaţi,oferim 

această succesiune de metode intilnite in studiul analizei ~At..ema-

tice de liceu.care să le perrr~tă reducerea a cât.. wÂi diverse pro-

bleme noi la cât.. mai multe scheme de lucru deJ~ cunoscut..e. 

Am urmăl'it.. prezentarea lntr-o manieră met..odică,avant..aJoasă pen-

tru cit..itor.a celor mai frecvente metode de calcul lnlâlnile in 

st.udiul.analizei matematice la acest. nivel. 

Astfel ,In această carte puteţi găsi: 

- met..ode pentru demonstrarea egal i tăţi 1 OI' de mul ţi-mi • 

rr.elode per:t.ru demonstrarea biject.iviL'iţ.ii funcţiilor. 

met.ode p?nt.ru st.udiul monotoniei şir-urilor şi f'uncţiilor. 

··m~tode comune pen+_ru calculul limit.elor de şiruri şi de 

funcţii. 

met.ode specifice pent.ru calculul limit.elor de şiruri. 

metode pentru studiul continuit.ăţil şi a derivabilit.ăţil. 

metode pent.rua delermina exist.enţa rădăcinilor unei ecuaţii. 

aplicaţii ale t.eoremelor lui Fermat.Rolle,Lagrange.Cauchy. 
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- met.Ot!le pent.ru demonst.rarea unor egalit.ăţi şi inegalit.ăţi. 

- met.ode pent.ru a arăt.a că o f'uncţie ar e pr i mi t. i ve • 

met.ode pent.ru a arăt.a că o f'uncţie nu are primit.ive. 

met.ode pent.ru a arăt.a că o f'uncţie est.e integrabilă. 

met.ode pent.ru a arăt.a că o f'uncţie nu est.e ingrabilă. 

Pent.ru 1mbunăt.ăţirea acest.ei pre:zent.ări suntem bucuroşi să pri-

min sugest.iile şi observaţiile dumnea voas t.r ă o 

C. Dumit.rescu. Căsuţa Poşt.ală 811 
Craiova Cl100).Romania 

Fo Smarandache. PoC. Box 42561 
Phoenlx.Arizona.U.S.A. 
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t TEORIA MULTIMILOR 

o mulţime este determinată cu ajutorul uneia sau mai multe pro

prietăţi pe care cerem să le satisfacă elementele sale. 

Cu această deflniţie s-ar părea că putem considera ca mulţime 

orice totalitate de obiecte. Totuşi lucrurile nu stau aşa. 

Dacă presupunem, prin absurd, că orice totalitate de obiecte 

formează o mulţime atunci totalitatea mulţimilor ar forma la rân

dul ei o mulţime, pe care să o notăm de exemplu cu M.Dar atunci şi 

familia ~(M) a părţilor sale ar forma o mulţime. Am avea deci 

~(M) E M. 

Not3nd prin card M numărul elementelor lu~ M. vom avea : 

card ~(M) ~ cardM 

Dar o teoremă datorată lui Cantor arată că avem intotdeauna 

card M < card ~(M) 

Prin urmare, in mod surprinzător poate, nu orice totalitate da 

obiacte poate fi considerată mulţime. 
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OPERAŢII CU MULŢIMI 

. 
DEFINITIE: Se numeşte mulţime totală, notată cu T • mulţ1mea 

obiectelor matematice cu care se lucrează la un moment dat. 

De exemplu, 

desenând mulţimi pe foaia de caiet, mulţimea to-

tală este foaia de caiet; 

desen3nd mulţimi pe tablă. mulţimea totală este 

mui ţimea punctel_or tablei. 

Prin urmare mulţimea totală nu este unică~ ea depinde de felul 

obiectelor matematice cu care lucrăm la un moment dat. 

1n diagramele următoare vom reprezenta mulţimea totală printr-un 

dreptunghi, iar submulţimile lui T prin suprafeţe interioare aces-

tui dreptunghi. O astfel de diagraiTlă se numeşte diagramă 

Euler-Venn. 

Avem 1n vedere următoarele operaţii cu mulţimi: 

1. 1 NTERSECTI A. 

A Îl B = { X E T X E A şi x E B } 

Deoarece la un moment dat lucrăm doar cu elemente din T , con-

diţia x E. T poate fi subânţeleasă, deci putem 5cr1e: 

A () B =- { x X E A şi x E B } 

A CI) B 

A n B 
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Mai general, . 

. ~ A. = { X 
\=1 \ 

Să observăm că: 

ViE ~ ~ X.E A } 
1. 

x • A n B <=~-> x. A sau x. B 

2. REUNIUNEA. 

A u B = { x XEA sau x.B} 

A u B 

Ca şi In cazul intersecţiei, putem considera: 

. B A. = { X 
\. =1 \. 

Se observă că: 

3 i e ~, X.E A } 
\. 

x e A u B <===> x e A si x e B 

3. DIFERENTA. 

A - B = { x X E A şi X. B } 

Reţinem că: 

A- B li: C B 
A 

B 

x • A - B <=-=> x. A sau x e B 
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4. COHPLEHENT ARA. 

Complementara unei mulţimi A este diferenţa dintre mulţimea 

totală şi A. 

C A = { X 
T 

X E T şi x ~ A } = { x x ti! A } 

Complementara unei mulţimi se mai notează cu CA sau cu ~ • 

\ A 
'- / 
~ -

C A 

Să observăm că 

x ~ CA <===) x E A 

Mai general~ putem vorbi de complementara unei mulţimi faţă 

de o altă mulţime,oarecare. Astfel, 

X E B şi x ti! A } 

este complementa~a mulţimli B faţă de mulţimea A. 

5. DIFERENTA SIHETRICA. 

A A B = (A - B) u (B - A) 

B 

A A B 

Ava. x ti! A A B <===> x ti! A - B şi x ti! B - A • 

6. ?R1JDUSUL CAJUEZI AN. 

A X 8 = { (x,y) X E A şi Y e B } 

Produsul cartezian a două mulţimi este deci o mulţi.e de pe-
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rechi ordonate de elemente, primul element fiind din prima mulţiMe, 

iar al doilea element fiind din a doua .ulţ1me. 

De exemplu, ~ X ~ = { (x~y) x e ~ , y e ~ } , ~ar o 

imagine intuitivă a acestei mulţimi este dată 1n figura 1.1. 

y l--

~ X IR 

(x,y) .., 

Fig. 1.1 

Prin analogie, produsul cartezian a trei mulţimi este o 

mulţime de triplete: 

A X B X C c { (x,y,z) x eA, y e B li Z Ee} 

o imagine intuitivă a lui ~3 = ~ X ~ X ~ este dată In f1-

gura de mai jos. 

z 

~XIRXIR 

Mai general, 
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i 
f 

n 

. X A. = {( x ,x , ••• , x ) 
\,=1 \, .. 2 n 

X. E A. pentru orice i E·l ,n } 
\, \, 

METODE PENTRU DEMONSTRAREA EGALITATII A DOUA MULTIMI 

Dificultăţile- şi surprizele 1ntâlnite incercând să definim 

riguros noţiun.a de .ulţim. nu sant singurele din teoria mulţi-

.ilor. 

o ~ltA surpriză este că binecunoscutul (şi intuitiv evidentul) 

procedeu de da.oristrar~ a egalităţii a două .ulţimi prin dubla 

incluziune este - la nivelul definirii riguroase a .ulţimilor 

doar El axiontă. 

A ~ B <===> A S B şi B S A (1.1 ) 

Accept8nd această axiomă,vom ex .. plifica in cele ce urmează 

următoarele două metode pentru demonstrarea egalităţi lor de muI-

ţimi: 

(A) DUBLA INCLUZIUNE (exprimată prin echivalenţa (1.1» 

eaj UTILIZAREA FUNCTIEI CARACTERISTICE A UNEI MULŢIMI 

Dăm mai 1ntâi câteva detalii ale acestei a doua metode, care 

in practică este mult mai rapidă~ deci mai comod de utilizat decât 

prima metodă. 

DEFINITIE. Se numeşte funcţie caracteristică a mulţimii A func-

ţia 9 A 
. T {O,l} definită prin . . . 

{ 1 dacă x E A 
9 (x) = 

A O dacă x A fi! 

După cum se observă numerele O şi 1 folosesc pentru a 1m-

părţi el~ntele mulţimii totale T 1n două categorii: 

(1) o categorie conţine acele elemente x in care va-

loarea lui 'PA este 1 (elementele lui A) " 

(2) din a doua categorie fac parte acele elemente 1n 
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care valoarea lui este O 

nu sunt in A). 

Procedeul (8) de detM3n_t.,-are a egaliUţ.ii a douA atulţ.imi se 

bazează pe faptul că orice mulţ.i .... te deter.inată 1n mod unic 

de funcţia sa caracteristică, 1n sensul că: 

există o bijecţie de la mulţimea ~(T) a sublaulţiailor 

lui T la mulţimea ~(T) a funcţiilor caracteristice 

definite pe T. (vezi exerciţiul VII) 

Aşadar, 

A = B <===> . p = P 
A- • 

PROPRIETATI ALE FUNCTIEI CARACTERISTICE 

= p (X)'p (x) 
A • 

P (x) = P (x) + p (x) Aua A • 

P (x) = PA(x) - P&~(x) A-a _ -. .. 

P (x) = 1 - P (x) 
CA A 

P AÂB ( x) = PA (>:) + Pa ( x) - 2· P Af"IB ( x ) 

PAxa(x,y) = PA(x)·Pa(Y) 

z P (x) = P (x) 
A A 

(1.2) 

P p ) A S B <===> P (x) ~ P (x) pentru orice x E T. 
A • 

Să demonstrăM de exemplu P ). Pentru aceasta să observăm că 
~ 

mulţimea totală Teste 1mpArţitA de mulţimile A şi B 1n cel mult 

patru regiuni : 

1) pantru punctele x care nu aparţin nici lui A nici lui B 

ave. P (x) = p(x) = O şi P&~(x) = O • A. ... .. 
2) pentru punctele x care sunt in A şi nu sunt 1n B avem 
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~ (x) = 1 • p (x) = O şi p ~(x) = O • 
r A . B AI~ 

3) dacă x E A şi x e B 
egalităţile rezultă analog. 

4) dacă x E B şi x e A 

EXERCITII 

l. lJtili<!:ind metodele CA) ~i (B) arătaţi că : 

1. A (8 ('\ C) = (A B) u (A C) 

2. A (B U C) := fA Bl () (A C) 

3. efa ('\ C) = CB u ce 

4.. C(B u C) = CB ('\ CC 

5. A () (8 C) = (A () B) - (A () C) 

6. A u (B A) = A u B 

7. A (A B) = A () B 

8. C(CS) = B 

9. A u CA =- T , A ('\ CA = 0 

REZOLV A.RI : 

(A) (dubla incluziune) 

Să observăm că pentru rezolvarea unei probleme de matematică 

răspundem succesiv la grupe de două întrebări : 

(q) CE AVEM DE ARATAT? 

(Q> CUM ARATAM ? 

Răspunzând la intrebarea (O> putem ajunge la o nouă intrebare 

(q). Astfel, pentru exerciţiul 1 răspunsul la intrebarea (q) este I 

(r ) : avem de arătat o egalitate de multimi 
1 • 

iar răspunsul la intrebarea (Q> este : 

(R) : putem arăta această egalitate prin două metode : utili-
1 

z~nd dubla incluziune, SAU utilizând proprietăţile funcţiei carAC-

teri$tice. 
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Alegem prima metodă şi ajunge. din nou la (q).De data. 

aceasta răspunsul este : 

(r ) : avem de arătat două incluziuni, 
2 

iar răspunsul la intrebarea (Q) corespunzătoare esta 

(R) : arătăm pe rand câte o incluziune • 
2 

Apoi, 

(r ) : avem de arătat o incluziune 
li 

(R ) : arătăm că un element arbitrar din "mulţimea inclusă" 
li 

este in "mulţimea care include". 

Sigur că de obicei tot acest raţionament este mttntal, rezol-

vitorul incepe prin: 

a) fie x E A - (B - C) • oarecare [pen·tru a cont t:nua ci t im 

ultima operatie CdijerentaJ] , <===} x E A şi x« B n C [ci-

tim operatia devenita ultima CintersectiaJ] <=-=} 

{ x 'lEB { x e A şi x fi! B 
x eA şi sau <===> sau (1.3) 

x ~C x e A şi x fi! C 

Din acest moment nu mai avem operaţii de explicitat şi putem 

regrupa enunţul la care am ajuns in mai multe feluri (multe impli-

caţii rezultă din (1.3), dar oumai una ne interesează - concluzia 

exerciţiului) de aceea trebuie să actualizăm concluzia: 

x e (A - B)U (A - C) <===> x e A - B sau x e A - C 

Observăm că din (1.3) rezultă imediat această concluzie, 

deci incluziunea este'demonstrată. 

Pentru a doua incluziune: fie x E (A - B) U (A - C), [citim 

ul t ima operat ie Creuniunea.)] (==-> 

{

XEA-B 
sau 

x E A - C 
(===> [citim operatia a.v.nita uLtima] (=a=) 
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{

X e A 

x E A 

şi 

sau 
şi 

x • 8 
<===> 

x f6 C 
X E A şi 

{ 

)( • B 
. sau 

x f6 C 
(1.4) 

Nu mai avem operaţii de explicitat, d.ci detaliem concluzia 

la care vrem să ajungem: x E A - (B n C), adică x e A şi 

)( ~ B n·C , afir~aţie care rezultă imediat din (1.4)~ 

9. (r 
j. 

) I avem da arătat o egalitate de mulţimi 

(R ) 
j. 

: ară.tăm două incluziun~ 

(r ) · avem de arătat o incluziune · 2 

(R ) · arătăm că fiecare element din mulţimea inclusă · 2 

este In mulţimea care include. 

Fie x E A - (A - B) , oarecare [citim. ultill'<a operatie Cdi-

ferent.w] (==:=0.:: x e A şi X f6 A B [citUl<. ope-ratia care a 

devenit. ultima] <===> 

{ 

x ~ A 
x E A şi sau 

}! E B 
(1.5) 

Nu mai avem operaţii de explicitat. deci reactua11zăm 

concluzia: 

X E A ('l B adică X E A şi X e B. 

Observăm că. (l.S) este echivalent cu : 

{

X e A 

x e A 

şi X f6 A 
sau 
şi x e B 

Prima afirmaţie este faI"să, iar din a doua rezul tă x e A I"'l 8. 

Vom rezolva aceleaşi exerciţii utiliz~d proprietăţile funcţiei 

caracteristi~e şi echivalenţa (1.2). 

1. Avem de arătat c~ ţ> =1{) 
A-CBt"'lc) (A-B)UA-C) 

(r ) : avem de arătat o egalitate da funcţii 
1 

(R) : deoarece domeniul şi codomeniul celor două funcţii 
j. 
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coin~id, mai trebuie arătat că valorile lor coincid, adică 

(r ) : li') (x) = li') (x) 
2 r A-(Bt"'lc> rCA-B)UCA-C> 

pentru orice x e T 

Răspunsul la intrebarea (Q) corespunzătoare este 

(Rz) : explic~tăM am~ii membri ai egalităţii precedente. 

tp (x) = [ctttm ultima operatte Cdtferent~ si apticam 
A-eBnc> 

proprtetatea tp.1= tpA(X) - tpAlieBnc)(X) = [citim operatta devenita 

1.Lt t ima si apl. icam. proprttttat.ea tp] = 
1 

= tp (x) - " (x).tp (x).tp (x) 
A A B C 

(1.6) 

Membrul doi al egalităţii devine succeS1V: 

ţ> (x)." (x) 
4 C 

2 
tp (x).tp (>:).tp (:.:) = tp (x)·" (x)·" (}!). 

4 B. C . A B C 

5. Pe~tru a demonstra egalitatea tp (x) = li') (x) 
4-(A-8>' rAra 

observăm că : 

'P (x) = " (}:) - tp (x) = ţ> (x) - tp (X)·'P C>:) = 
4-(A-8> A AIÎ<A-B) A A AÎlII 
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5. A n (8 A C) = (A n B) A (A n e) 

6. (A A B) X C = (A X e) A (8 X e) 

REZOLVARI. 

Matoda (A) (dubla incluziun.) 

1. Fie x E (A n B) X (C n D), oarecare- [explici tam ultima 

operatie Cprodusul scalarJ] <===> x = (a,~) , cu a e A n B şi 

~ E e n D <===> [explici tam operatiile care au devenit ultimele) 

<===> x = (a,~) cu o EA, o e B şi ~ ee, ~ E D [nu mai 

avem. operatii de explicitat. de aceea actualizam. concl.U2ia: 

X E (A X C) n (B X D). deci x apartine unei intersectii Cultima 

operatie~] <===) x = (o,~) cu o EA, ~ E C şi .0 e B , 

~ e D <=2) X e A X C şi x e-B X D. 

3. Fie x e (A - B) XC, oarecare <===> x = (0,($) cu 

a EA B şi ~ e C <===> x = (0,($) cu o e A şi o e B şi 

~ e e [detal i ind conc Z.uzia deducem. urma'toTul mod de a cont inua] 

<===> 

x = (0,($) , o eA, ($ e C şi x = (o,~) o ti!' B , ($ e C ===> 

x e A X C şi x e B X C. 

Reciproc, fie x e (A X C) - (8 X C) ,oarecare <-==> 

x = (0,($) cu (0,($) e A X C şi (0,($) ~ B X C <===> x =(0,($) 

o e A şi ($ e C şi 

{

0I11i!'B 

sau 
($1Ii!'C 

<===> 

===> (0,($) e (A - B) X C. 

{

OeA 

o e A 

şi ($ E C 
sau 
şi ($ E C 

şi oeB 

şi 

Metoda (B) (utilizarea funcţiei caracteristice) 

(fals) 

1. 9 ___ __~ (x, y ) =" ......... ( x) . 9 _ ......... ( Y ) =9 (x)· 9 (x)· 9 ( y) . tp (y) 
(A. _)x(-.....,) A. _ ~ .... A B C D 
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'P (x)"P (y) - 'P (x)"'P (x)"P (y)-A CAB C 

P <ÂxC>-(BxC> ( )( , y) = 9 AxC ( X ,y) - 9 CAXC}()(BXC} ( X , y) = P AxC ( X , Y ) 

- tp ( x ; .y) - tp ( x , y) = ti> (x)· 'P (y) - tp (x)" P (x) - tp.2 ( y ) • AxC· BxC A C A II C 

4. tp ( X) = tp ()() + 9 A (X) - 2p (X)" tp A ()() = AA<BAC) A a C A a C 

P (x) + tp (x) + tp (x) - 2tp (x)"P (x) - 29 (x) (tp (x) + tp (x) A ~ C B C A a C 

2p (x) - tp (x) ') = p (x) + p (x) + p (x) - 2 - P (x) - p (x) a C A a C A a 

- 2"p (x)"P (x) - 2-9 (x)"P (x) + 4"p (x)"P (x)-p (x) • A C a CAB C 

Explicitind analog pe P A._ A (x) 
(ALUI) C 

obţinem egalitatea dorită. 

Dacă obervăm că explicitarea lui p ( x) 
AAcBAc> . 

de mai sus este 

simetrică,utilizând comutativitatea adunării şi lnmulţirii egali-

tatea cerută rezultă mai uşor. 

!5. Iţ) A_ (x,y) = Iţ) A_(X)-Iţ) (y) = (p .. (>:) + PB(x) -(A~)xC ALUI C _ 

2"p (X){1 (x) )p (y) ; 
A B C 

P(Axc)ACBXC) ( X ,y) :: p AXC ( >: ,y) + P axc ( x , y) - 2" P AxC ( X ,y ) • 

P (x,y) = 'P (x)"'P (y) + P (x)"'P (y) BxC A C B C 
z 2-p (>:) -p (x) -9 (y). 

A a C 

Egalităţile 4)-9) s-a~ demonstrat uşor utilizind funcţia ca-

racteristică; ele sunt ~ai gre~ de demonstrat utilizând prima me-
todă.ln general funcţia caracteristică este de preferat, datorită 

comodităţii cu care se utilizează şi rapidităţii cu care se obţine 

rezultatul. 

III. Demonstraţi echivalenţele. 
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1. A U B C e <s:> A c: e $i B c: C . 

2. A C a (i c <=> A c B şi B ce 

3. A IÎ B c C <=> A () C U C 
B 

4. A C B U c <=>1 A () C c e • 
5. (A - B) U B <-> BUA 

REZOLVARI: 

1. r : avem de arătat -o echivalenţă 
t 

R : arătăm două implicaţii 
t 

r . A U B c C => A Ce şi B ce . 
2 

R : arătăm că 
2 

A C e şi B Ce ( două incluziuni ) 

Fie x E A oarecare [nu mai avem operaţii deexplicitat, de 

aceea actualizăm concluzia: x Ee; dar acest lucru nu rezultă 

imediat din x EA, ci doar cu ajutorul ipotezei ] 

x e A => x E A U a => [prin ipoteză A U ace] => X E C 

Fi. acum x e a oarecare => x e A U ace => X E C 

Reciproc (. doua implicaţie ): 

r: avem dearătat că A U BeC (o incluziune ) 
A 

R. fie x E A U a oarecare (explicităm ultima operaţie): 
A 

x e e datorită ipotezei ) 

x e e datorită ipotezei ) 

5. r: avem de arătat o echivalenţă 
A 

R: arătăm două implicaţii 
1 

r: (A - a) U a = A => BeA 
2 

R I arătăm concluzia (o incluziune ), utilizind lpot.za. 
2 

Fie x e a oarecare => x E .(A - a) U a => x E A 

r: avem de arătat implicaţia: BeA => (A - a) U B a A 
S 

R: arătăm o egalitate de mulţimi (douA incluziuni ) 
!I 

Pentru prima incluziune fie x E (A - B) U B oarecare [ex-

plicităm ultima operaţie] => 
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=> { )( S:u A 

x EE B 

şi x _ B (a) 

(b) 

[ nu mai avem operaţii de explicitat. ~e aceea actual~zăm 

concluziaJ.Astfel, observăm că din (a) rezultă x EA, 

iar din (b), cu ajutorul ipotezei, B cA~ se obţine de asemenea 

X E A. 

Metoda 2: 

1. ( A U BeC => Ace şi R ce) <=> 

=> 

Avem-de arătat două inegalităţi intre funcţii~ Prin ipoteză, 

~ / ~ şi 1n plus 
YAUB ' re 

<=> ", (1 • 

intr-adevăr, <=> 

", ) I O - adevărat deoarece 
A 

funcţiile caracteristice iau doar două valori: O ~i 1 ). 

Rec:iproc~ pentru imp~icaţia inversă, trebu~e arătat căI 

.,., "tn adică r AUII ~ re !' 

(1. 7) 

in ipoteza: 

(1.8) 

Dar pot lua doar două valori: O şi 1. Din cele 

opt cazuri posibile in care trebuie verificată (1.7), datorită lui 

(1.8) mai rămin următoarele patru: 

a) 9 (x) = 9 (x) = 9 (x) = 1 
A • c 

b) 9 (x) = 1/> (x) = .1 , 9 (x) = O 
A C • 

c) 1/> (x) = 9 (x) s .1 , 9 (x) ... O • C A 

d) ţ> (x) = tp (x) = rp (x) ... O 
A 11 . c 

In fiecare din aceste cazuri (1.7) este indeplinitA. 

5. Avem de arătat că 
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p (x) = 'P (x) <=> 'Pa (x) <; P A( x) 
<A-a>l.!B A 

Pentru implicaţia directă, prin ipoteză, avem I 

p (x) + 'P (x) - 'P (x)"P {x) = 'P (x) , adicAI 
Ă • 4 B 4 

9 (x) ) = O • Prin urmare: . " 

ca> ( datorită valorilor O şi 1 pe 
care le ia funcţia 'P ) 

= O => 'P (x) = 1 
A 

nu putem avea 'P (x) = 1 • 
'P (x) s O, iar din (1.9) deducem: 

A " 

P(A-a>UB ( x) = tp A ( X ) <=> 'P (x) + tp (x) - 'P (X)"'P (x) = ţ> (x) 
A a A a A 

<=> 'Pa(X) ( 1- 'P.(x) ) = O - egalitate adevărată in cele treI. 

cazuri posibile rămase: a) P (x) = 1 • 'P (x) = O 
A a 

b) 'PA 
(x) = 'P (x) = 1 

B 

c) tpA (x) = 'Pa ( }~ ) = O 

IV. Utilizind proprietăţ.ile funcţiei caracterist"ice, să se 

rezolve următoarele ecuaţii şi sisteme de ecuaţii cu mulţimI.: 

1- A u B X ) = B u X 

{ A X = B 
2. dacă B C A şi A () C = f) 

A u X = C 

{: 
() X = B 

3. dacă B CA cC 
u X = C 
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4. {: ~ ~ :: dacă BeA ~ CeA , B () C = fJ 
x - y = c 

Rezolvare: 

1. A u ( B - X ) = B u X <=> <=> 

9.(x) + 9
a

_x (X)'- 9 (X)'9 (x) = 9 (x) + 9 (x) - 9 (X)"9 (x) <~> • a-x a x a x 

<=> 9 (x) + 9 (x) 
A a 9 (x)"9 (x) - 9 (x)'", (x) + a x A a 

9 (x) - 9 (x)'9 (x) x a x 
<a> . 

, (1.10) 

Avem de anlizat următoarele cazuri: 

a) dacă x ~ A şi x _ B avem: 

9 C(A()&)(X) = 1 şi 9Af'CB(X) = O deci pentru a fi indeplinit 

(1.10) trebuie să ave. 9 (x) = O • Aşadar orice punct care nu 
x 

aparţine lui A şi nici lui B, nu aparţine nici lui X. 

b) dacă x E A şi x. _ B. a.vem: 

9 C ~ (x) = 1 şi 9 ~ (x) = 1 deci pentru a fi indeplinit 
(A • ..,) AI tL.B 

(1.10) trebuie să avem 

este 1n X • 

9 (x) = 1 • Aşadar, oric. punct din A - B 
x 

c) dacă x _ A şi x E B pentru a fi indeplinitA (1.10) tre-

buie să avem 9 (x) = O, deci nici un punct din B - A nu este 
x 

in X • 

d) dacă X EE A şi X E B putem âvea 9 (x)- = O 
x 

sau 
, 

tp (x) = 1 x 

Deci orice punct din A () B poate ~ă fie In X sau să nu fie. 

Aşadar X este de forma X = ( A \ B ) U D unde 

29 



o CA",,:B arbitrar. 

2.' A - X = B <a> #/> ()() - (> ()() <a> #/> ... ()() - ., ... ()() • "x()() = A-a. __ 

~ " (x) • <=> #/> (x)"., (x) = ., (x) - (> (x) x A A a 

x - A = C <a> ţ> (x) x 

<=> 

<~> #/> (X)· 9
C 

(X) = ., -( x ) 
X A C 

ţ> (X)"ţ> (x) -., (x) <a> 
X A C 

., (x) 
C 

<~> 

(1.11) 

(1.12) 

Avae de analizat patru cazuri, -după cum se vede din tabelul 

următor: 

Cazuri ţ> (x) #/> (x) p (x) (> (x) (1.11) (1.12) 
A • C X 

x tJA O 0"0=0-0 (A) o" t=o (A) 
$i O O O 

x _C 1 ~"o=o-o (A) t"t=o , (F) 

x EA O O"t=t-O (F) 0'0=0 . (A) 
şi 1 O O , 

x 
_B 

1 t"t=t-O (A) t'o=o (A) 

O o·t=t-t (A) 0"0=0 (A) 
x E B, 1 1 O 

1 t·t=f.-t (F) t·o=o (A) 

O 0'0=0-0 (A) O· t=t (F) 
)( EC O O 1 

1 toO=O-O (A) tot=t (A) 

Deci X = ( A - B ) u C • 

v. SA se determine -.alţi.milel 

1. A - { x cZ 6n 7 e Z } 
x - 2iî + 1 

, n 

2. A - { x «IN f 
~a_2n + 1 

e IN } 
x -

, n 
na_ 1 
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3. 
x -

, n e Z } 

A = ~ X E Z 
3 ... 

X - 3x + 2 
2x + 1 

e Z } 

5. A - ~ (x,y) E.(N (N z (x 1)2= 32 } x 9y - + 

6. A = ~ (x,y) EZXZ 2 2xy 2 B } x - + 3y = 

7. Fie P e Z(x) un polinOfll da grad n şi q 

P(q) = 15 , să se 

8. A=~xEIR 

Indicat i i: 

determine mul ţ.·i_a: 

A = {x E Z 

3aelR, 

P(x) 

x - q 
E Z } 

2 a - a +.1 x = a + 1 

eZ . Ştiind că 

• • 

1. Se pune in.evidenţ.ă o parte intreagă ~imaIă.Acest lucru se 

obţine .făcând lmpărţirile: 

, deci X E Z 10 EZ <=> x = 3 -
10 

2n + 1 2n + 1 

10 este divizibilcu 2n + 1 <=> n 6 { O , 1 , -2 } 

2 3x + 2 1 ( Z 27 x ) 4. E = = Ţ 4x - 2x - 11 + 2x + 1 2x + 1 
, 

deci E EZ <=> 27 este divizibil cu .. 2x + 1 şi 4x Z 2x -11 + 
27 este multiplu 2x 1 + 

de B < c=> A e { -14 , -~ ,-2 , -1 , O , 

1 , 4 , 13 }. 

5. 9y2_ (x + 1)2 = 32 <a> (3y - x - 1)(3y + x + 1) = 32 

deci x şi V sint sol ţii intregi al. unor sisteme de forma: 

{ 

3y 

3y 

x 1 = u 
cu u şi v divizari ai lui 32. 

+ x + 1 = v 
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x - y = o şi 
2 

2y = 8 

7. P(x) = C(X)(X - q) + R <:> n n-i. ax+a x + 
n n-i. 

+ a = o 

== C(X){X - q) + 15.0eci 
P(x) 

x - q E Z <=> 15 este divizibil cu 

x - q. 

8. He t oda t: Pen tru 

<=> a = 

il ~ -1 avem x = 
a Z _ a + 1 

a + 1 

<=> a 2
_ a(l + x) + 1 - x = O 

deci trebuie să avem 

x = -3 ± 2~, deduce.: 
• .z 

X 4! (-Q) , -3 - 2-1"""'3] U [ -3 + 2,1""3, +Q) • 

Hetoda·2: Cons~derăm funcţia f(a) = 
2 a - a + 1 

a + 1. 

<=> 

<=> 

şi 

A = 1(0) , cu O a ~ \ { -1} domeniul lui 1. A se obţine din 

tabelul de variaţie al lui f. 

VI. Să se determine mulţimile următoare, cind a,b E<~ : 

1. A { X E Z [ a + x ] [ : ] } = == b 

{ X E Z [ a + 
x]=[:]+1} A = 

b 
2. 

3. A = { x elR r 2 x 
] = 2(Xl } 

unde [t] este partea lntreagă a lui t. 

Reaol.uari: Folosim inegalităţ.ilel [t] ( t < [t] + 1, deci:, 

1. [a ; x ] a + ·x [ a + x ] ( 
b < b 

+ 1 

eA <::a> [ : ] ( 
a + x < [ : ] + 1 <=> x 

b 

(=> r-f ~] al ( < 
_ r os. 1 

+ b - a - x Ul b J -l b 
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z. X E A <=> [ ~ ] + 1 < a + x < [ ~ ] + 2 <=> b 

<=> b [ ~.] + b - a <; >: < b[ : ] + 2b - a . 

VII. Aplicaţia f:~(T) ------+~ ~ definită prin f{A) = 9 
T A 

este o bijecţie de la familia părţilor lui T la fa.ilia funcţiilor 

caracteristice definite pe T. 

Rezolvare: Pentru demonstrarea injectivitAţii, fie A,B E ~(T) 

cu A ~ B • Din A ~ B deducem că există x E T astfel inc3t: 
o 

a) x c A şi )( _ B 
o J o sau b) X E B şi x _ A 

o o 

tn primul caz 9.( x o ) = 1 , Pa( )(0) = O , deci 

doilea caz, de asemenea, 9 j1I. 9 . 
• a 

Surjectivitatea revine la: 

3 A E ~(T) a.i. 

p ,. p • tn al • • 

Fie deci 9 E ~ oarecare. Atunci pentru A = { x 1 p(x) = 1 } 
T 

avem 



2. FUNCTII 

-DEFINITIA FUNCTIEI 

o funcţie este determinată de trp.l elemente D ~ E şi f • având 

următoarele semnificatii: D şi E s\lnt mulţl.mi~ numite respectiv 

domeniul si codomeniul funcţiei, iar f este o lege de corespcn-

denţă de la D la E care face ca: 

fiecarui element x € O sa-i corespunda un element 
si numai tmul y € E. 

CF) 

Deci se poate spune că o funcţ1e este un triplet (D,E,f), ele-

mentele acestui triplet având semnificatile de mai sus. 

Acest triplet se notează în mod frecvent prin f : D ~ E. 

Două funcţii sunt deci egale dacă sunt egale ca triplete,adică 

atunci când au cele trei elemente constitutive respectiv egale(şi nu 

doar legile de corespondenţă). 

Pentru a sublinia importanţa pe care o au domeniul si codome-
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niul în definiţia funcţiei vom da în cele C& urmează exemple in 

care păstr3nd legea de corespondenţă f n_schimbată ~i modificand 

doar domeniul sau (şi) codomeniul, putem înt31ni toate situaţiile 

posibile, de la aceea în care tripletul nu este funcţia pana la 

o functie bijectivă. 

Pentru aceasta este nevoie să detaliem mai înt3i condiţia (F), 

ce caracterizează o funcţie. 

Putem considera că Această condiţie este formată din două 

subcondiţii, şi anume: 

(f) fi..ecarui.. element x din domeni..u 1 i.. corespunde 1.1.1\ eZ .... nt. 
1 

in sensul de "cel put i..n 'Un element". in codomeoni.._u. 

Cu ajutorul unor diagrama de felul celor de mai jos,aceasta 

condiţie se poate exprima prin propOZiţia 

"Oin fiecare punct al domeniului pleacă (cel puţin) 

o sageată." 

D 
-f E D 

f 
E • • 

>: ------ . X X X ------.. !< X X )C 

~ ---x • x x ... x 

a) b) 

o f 
E D 

f 
E • 

x ~ x )( )C 

= 
x, .. x x .. X 

: .. 
X - X X )( 

c) d) 

Fig. 2.1 
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iar mai riguros condiţia se exprimă prin 

(f ) V x e D 3 Y e: E , y = f(x) 
2. 

A doua subcondiţie referitoare la f in definiţia funcţiei este: 

(f ) el.ementul. din codollWniu ce corespv:n.de unui x este unic. 
2 

Pentru o diagramă de felul celor din fig.2.1 inseamnă că săgeata 

care pleacă dintr-un punct este unică. 

Această condiţie are formulare. echivalentă: 

.. Daca doua satţet i au acel.asi pune t de plecare atunci ele au 

si acelasi punc t. de sosire . .. 

adică 

(f ) 
2 

v x =)( =--> 
1 2 

f(x ) :o:: f(x ) 
1 2 

CondiLiile (f ) şi (f ) sunt necesare şi suficiente penlru ca 
• S 2 

o lege de corespondenţă f să fie funcţie. Aceste condiţii sunt 

uşor de utilizat in practică. 

1n figura 2.1, legea de corespondenţă de la a) satisface (f ) 
1 

şi nu satisface (f
2
); la b) legea de corespondenţă nu satisface 

(f ), dar satisface. (f ). 1n diagrama c) nu este satisfăcută nici 
1 2 

(f ) nici (f ), iar 1n d) legea de corespondenţă satisface şi 
t. 2 

(f ) şi (f ), deci este (singura) funcLie. 
S 2 • 

o tunctie este deci un triplet CD,E,t) in care legea de 

corespondenta t satistace (f" ) si C f" ). 
t. 2 

Să observăm că aceste două condiţii se referă doar la domeniul 

funcţiei: 



(f )- din fiecare punct al domeniului pleacă cel puţin o săgeată; 
1 

(f )- săgeata care pleacă dintr-un punct al domeniului este un1că. 
2 . 

Se ştie că graficul unei funcţii este format din mulţ1mea ~-

rechilor de puncte (x, f( x »), cind x parcurge domeniul funcţiei. 

6 f = { (x,f(x) ) X E D } 

CUM RECUNOAŞTEM PE UN GRAFIC DACA O LEGE. DE CORESPONDENŢA 

ESTE FUNCŢIE ? (deci dacă satisface (f ) şi' (f » 
1 2 

Pentru a răspunde la această intrebare vom a.i~ti .ai intii 

(pentru cazul D , E c R) răspunsul la alte .douA Intrebări: 

1. Fiind dat x, cum obţinem - cu ajutorul graficului - pe f(x) ? 

(adică ima6i~a lui x (sau ima8inil~, dacă sunt mai multe, 

şi desigur in acest caz legea de corespondenţă f nu este 

funcţie» • 

Raspuns : Ducem din x o paralelA la Oy până când aceasta Intâl-

neşte graficul, iar din punctul (punctele) de intersecţie cu gra-

ficul ducem apoi paralelă (paralele) la Ox. Punctele d.intersec-

ţie ale acestor paralele cu ~y sunt imaginile 1(x) ale lui x. 

2. Reciproc, fiind dat y , pentru a 6bţine punctul (punctele) 

x avInd proprietatea f(x) = y , ducem prin y o paralelă la Ox, 1ar 

din punctul (punctele) de intersecţie cu graficul ducem apoi o pa-

ralală (paralele) la Oy. 

EXEHPLE: 

1. Un cerc cu centrul In origine şi de rază r nu este graficul 

unei functii f: ~ -----+_ ~ , deoarece nu satisface nici condiţia 

(f ) (exis~a puncte in do~niu care nu au nici o ima6ine. şi' 
1 

anume toate punctele prin care paralela la Oy nu lntâlneşte gra-

ficul) şi nu este satisfăcută nici condiţia (1 ), pentru că exista z 
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punct. In domeniu car. au mai m.ul.t de o imQ6ine (toate punctele 

H E (-r,r) au două imagini) 

f 

Fig. 2.2 

)( 

(acest punct nu 

are nici o imagine) 

2. Un cerc cu centrul 1n origine şi de rază r nu este graticul 

unei tunctii f : [-r , r] ----~~ ~ .deoarece nu satisface condiţia 

(f') (de data aceasta nu mai există 1n domeniu puncte fără nici o 
2 

imagine, dar continuă să existe p'Une te care au doua imasini). 

3. Un cerc cu centrul In origine şi de rază r nu este graficul 

unei functii f : ~ ----~~ [O , ~) , deoarece nu satisface condi-

ţia (f ). Codomeniul fiind [O , ~) punctele au cel. mul.t o imasine. 
t 

SUnt lnsă $i punct. c.arfl nu au nici o im.asine. 

4. ~ cerc cu centrul In origine şi de rază r este graficul 

unei functii f :[-r ,r] ----~. [O ,1] , deoarece toate punctete 



~. Un cerc cu centrul in origine şi de rază r es~e graficul 

unei tunc~ii f : [O , r) ----+. [-1 , O]. 

ln toate aceste exemple legea de corespondenţă a rămas nesch~m-

batA (un cerc cu centrul in origine şi de rază r,av3nd deci ecua

ţia x 2 + y2 = r 2 
, de unde obţinem y = ± (r2 _ x2 )S/2 ). 

Modificand doar domeniul şi (sau) codomeniul am pus in eVidenţA 

• toate aituat..iUe_-posibile, incepand de la a nu fi indeplinitA nici 
• • 

una din condiţiile ce definesc o funcţie, până la a fi indeplinite 

ambele condiţii. 

CU AJUTORUL PARALELELOR LA AXELE DE COORDONATE RECUNOASTEM INDE-

PLINIREA CONDlTIILOR (f) 91 (of) ASTFEL: 
S 2 

a.) Un 6Tafic sat isface condi t ia. C f s:> t:ţaca si nwnai daca o~ice 

paralela la Oy dusa. prin punctele domeniului intilneste 

6raficul in cel putin un punct. 

bY Un 6rafic satisface conditia. Cf :> daca si numai daca orice 
2 

paralela la. Oy dtisa prin punc tele dom.eniul.ui int i lneste 

6raficul in cel ~tilt un punct . 

• 

INVERSA U N E 1 F U NeT 1 1 

Inveraand lege. de corespondenţA (invers3ndsensul săgeţilor) 

pentru o funcţie oarecare f I D ---~c~. E nu se obţine totdeauna 

o funcţie. Astfel, In ofigurr 2.3 f este funcţie, dar f-~ 
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(obţinută prin inversarea legii de corespondenţă 1) nu mai este 

funcţie, deoarece nu satisface (f ) (există puncte cu mai mult de 
2 

o imagine). 

Cu ajutorul acestor diagrame observăm că inversa nu satisface 

(f ) ori de câte ori există puncte In codomeniul lui f care sunt 
2 

imaginea a cel puţin două puncte din domeniul lui· f • 

Altfel spus, f-1 nu satisface Cf ~ oridecate ori exista puncte 
2 

diferite care au aceeasi ima6ine pri.n f.Deci: 

Pentru ca invers8nd legea de corespondenţă sA fie satisfăcută 

c_on_d......;,i...J.ţ_i_a;.;.......;,(_f ) este necesar şi suficient ca prin funcţia directă z . 

puncte diferite sA aibA imagini diferite, adică 

(f) V)(, )( E D, )( ~)( ===> 1 ()( ) ~ f ()( ) 
3 12 12 1/2 

o a doua situaţie In care f-1 nu este funcţie este atunci când 

ea nu satisface condiţia (f ) I 
1 

D f 
--------------.. E 

)( ------........ )( 

)( --------.. )( 

)( 

Fig 2.4 
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Observăm că aceasta se intimplă ori de câte ori prin funcţia 

directă există puncte In codomeniu care nu sunt imaginile niciu-

nui punct din domeniu. 

Pentru ca invers8nd legea de corespondenţă a unei funcţii să 

fie satisfăcută condiţia (f.) este necesar şi suficient ca prin 

fune t ia diree ta sa se consume toate pune tele din eodomeniu, adică 

(f ) 
4 

'ti Y E B 3 x E D ,f(x) = y 

1n concluzie, 

f-~ satisface (f ) dacă şi numai dacă f satisface (f ) 
2 :1 

-.-f sati~face (f ) 
~ 

dacă şi numai dacă f satisface (f ) 
4 

f-· este funcţie dacă şi numai dacă f satisface (f ) + (f ) 
:1 , 4 

După cum se ştie~ o funcţie care satisface (f ) se numeşte 
. 3 

funcţie injectivă, o funcţie care satisface (f ) se numeşte 
4 

funcţie surjectivă, iar o funcţie care satisface (f ) + (f ) se 
:1 4 

numeşte funcţie bijectivă. 

Vedem deci că afirmaţia: 

"O funcţie are inversă dacă şi numai dacă este bijectivă." 

are inţelesul cA inversa f-· (care există totdeauna, ca lege de 

corespondenţă, chiar dacă f nu este bijectivă) este funcţie dacă 

şi nUmai dacă f este bijectivă. 

Cu ajutorul paralelelor la axele de coordonate recunoa$tem 

dacă un grafic este graficul unei funcţii injective sau surjec-

tive; astfel: 

Ce:> un ~afie este 6ra/icul unei functii inieeti'Oe daCa si 

numai daca orice paralela la ax dusa prin punctel.e eo-
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domeniul.ui lnt1l.n.eşte 6rafîcu1. in cel. m.ult un punct Cadî-

-t 
ca f sati.sfac/!!) Cfz:>:>· 

Cd:)" Un 6rafic este 6rafîcul. uneî func tii sur jec t ive daca si 

numai daca orice parale1.a l.aOx dusa prin punctel.e co-

domeniul.ui intil.neste sraficul. in cel. putin un punct Cadi-

-1 
ca f satisface Cf X). 

- 1 

EXEHPLE: 

1. Un cerc cu centrul In origine ş~ de rază r este graficul 

unei funcţii f: [O , r] ----+) [O ,col care este injectivă dar 

nu surjectivă. 

2. Un cerc cu centrul In origine şi de rază r este grafi~ul unei 

funcţii f": [-r ,r ] -----+. [O ,r] ~ care este surjectivă dar nu 

injectivă. 

3. Un cerc cu centrul In origine şi de rază r este graficul 

unei funcţii bijective f: [O , r] ---+) [O , r]. 

Deci modificând doar domeniul şi codomeniul, cu ajutorul unui 

cerc cu centrul in origine şi de rază r se pot obţine toate si-

tuaţiile, lncepând de la a nu fi satisfăcută" niciuna din cele două 

condiţii ce definesc o funcţie, până la o funcţie bijectivă. 

OBSERVATIE: 

-1 f se obţine prin inversarea legii de corespondenţă f, adică 
f f- 1 

X • Y (==c) X • Y 

cu alte cuvinte .. 
y = f(x) (====) 

-1 
)C = f (y) (2.1) 

In cazul funcţiei exponenţiale de exemplu, echivalenţa (2.1) 
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devine: 

)( 

y = a <===> x = log y 
Q 

deoarece inversa funcţiei exponenţiale se notează prin 

-1 
f (y) = log y. Relatia (2.2) defineşte logaritmul: 

Q • 

(2.2) 

Logaritmul unui număr y lntr-o bază dată, a , este expo-

nentul x la care trebuie ridicată baza pentru a obţine pe,y. 

8 R A F 1 C U L F U NeT 1 E 1 1 N V E R S E 

Dacă Dşi E sunt submulţimi ale lui R şi se figurează pe axa ax 

domeniul D al lui f (deci codomeniul lui f-t) , iar pe axa Oy codo

meniul E (deci domeniul lui f-1) atunci graficul lui f şi f-1 co-

incid, deoarece f-1 nu face decit să inverseze legea de cores-

pondenţă (inversează sensul săgeţilor). 

Dar dacă figur-ăm şi. p~tru f-1 domeniul pe orizontală, iar co-

domeniul pe verticală, deci figurăm -E pe ax iar D pe Oy, atunci un 

punct oarecare de pe graficul iniţial 8
f 

(care, fără convenţia a

mintită este grafic atât pentru f c~t şi pentru f-1) un astfel de 

punct (x,f(x» devine (f(x),x). 

Punctele (x,f(x» şi (f(x),x) sunt simetrice faţă de prima bi

sectoare, deci pe lângă 8 f mai obţinem un grafic 8; , dacă şi do

meniul lui f-t este pe ax. 

Convenind să figu~~m domeni11e tuturor funcţiilor pe ax rezul-

Q -1 
tă că 8 f este grafic al lui f • 

-1 
Cu această convenţie graficele lui f şi f sunt 

simetrice faţă de prima bisectoare. 
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P1 E T ODE P E N T R U A A R A T A C A 

o F U NeT 1 E EST E B 1 J E C TIV A 

f. Utilizarea definitiei. 

pentru studiul injectivitAţii verificăm dacă funcţia 

satisface condiţia (f.' •. 

pentru studiul surjectivităţii verificăm dacă este 

indeplinită condiţia (f ) • .. 

2. Hetoda 6rafica. 

pentru studiul injectivităţii utilizăm propoziţia c~ 

pentru studiul surjectivităţii utilizăm propoziţia d~ 

Observaţie importantă: Dacă utilizăm metoda grafică este 

esenţial, pentru funcţii definite pe ramuri, să trasăm cât mai 

e>:act graficul in jurul punctului (punctelor) de legătură dintre 

ramuri. 

Exemple: 

dacă x ~ 1 
1. Funcţia f:R --... R , f(x) = 

dacă >: > 1 

este injectivă, dar nu este surjectivă. Graficul este 1n figura 

2.5 a). 

2. Funcţia f: R --.... R , f(x) = 
{ 

3x 

2x 

1 dacă x ~ 2 

1 dacă x > 2 
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este surjectivă, dar nu este injectivă. Graficul este 1n figura 

2.5 b). 

3. Funcţia f: ~ ---+. ~ , f()() = 
{ 

2)( + 1 

x + 2 

este bijectivă. Graficul este 1n fig. 2.5 c). 

/ 

, 
• 
3 
/ 

I 

a) 

c) 

Fig. 2.5 

dacA )( S 1 

d.c~ )( > 1 

b) 

3. Utitizarea teoremei o funcţie strict monatan~ este inJ.ct-

tivă. 

Pentru studiul surjectivităţii verificăm dacă funcţia este can-
. '\ 

tinuă şi 1n caz afirmativ calculăm limitele la extreaitAţile da-

meniului. 

45 



E x amp 1 u : Să. arătăm că. f ( )() = tg x, f : (- ~ , ; ) ---.... IR 

este bijectivă. 

(i) injectivitatea: deoarece f' (x) = 1 este strict 
2 cos x 

pozitivă, deducem c~ funcţia este strict crescătoare, deci ,este 

injectivă. 

(ii) surjectivitatea: funcţia este continuă pe tot domeniul de 

definiţie. deci are proprietate~ lui Darboux şi 

1 im f ( x) = - CD 

x _-1l/2 
x )-1l/2 

, 

de unde rezultă cA este surjectivă. 

Iim f( x) = CD 

x -1l/2 
x < 1l/Z 

4. Utilizarea propozitiei Funcţia f D ---~. E este bijec-

tivă dacă şi numai dacă 

v Y E E ecuaţia f(x) = Y are o solut-ie unică . 
(vezi manualul de algebră cls. XII) 

Exemplu. Fie D Q Q şi matricea A = ( : 1 ) .Atunci ::1 x 
2 

funcţia f- D -: • D , f (x ,x ) = (3x x , 4x + 2x z> A A 1 2 t. 2 t 

este bijectivă (algebră als. XII). 

Să observăm că 1n propoziţia utilizată la acest punct, afir-

maţia "ecuaţia f(x) = y are soluţie" asigură surjectivitatea 

funcţiei iar afirmaţia "soluţia este unică" asigură injectivi-

tatea. 

5. Utilizarea propozitiei: Dacă f,g : D --_1 D şi 

gof =1 atunci f este injectivă şi 9 este surjectivă. (algebră 
D 

clasa XII). 
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EXEMPLU. Fie D c Z x Z şi A a (2 
-1 

_: ) . A~unci 'funcţia 

~------+. D definit~ prin 

fA (x ,x ) = ( 2x 
121 

+ 3x -x 
2' 1 

2x ) satisface 
2 

este bijectivă. (algebr~,cls. XII) 

f o 1 A A 

Să observăm că propoziţia utilizată la acest punct poate fi ge-

neralizată astfel : 

"Fie f : D -----... E , .g I E ---------+. F ast1el ln-

cat gof este bijectivă. Atunci f este injectivă şi 9 

este surjectivă.-

EXERCITII. 

I. Să se traseze graficele următoarelor funcţii şi să se $pe~ 

cifice 1n fiecare caz In parte dac~ funcţia respectivă este injec~ 

tivă., surjectiVă sau bijectivă. 

1. f(x) min ( + 1 
2 + 2 3x ) = x , x , 

2. f(x) ( 3x 1 2x + 3 
2 2x ) = max , , x -

3. f(>:) min ( 2x 3, 4x z 
5 [xl ) = , 

4. f(x) = min ( Ix - 31 , 4x ) 

5. f(x) ::II -1~tgx t 2 

6. f(x) = inf ( t 2 + 2t + 3 ) 
t.<)( 

7. f(x) = inf (t + 1)2 

l<)( 
t 2 + 1 

8. f(x) - ~iQ ( t Z 
It - 21 ) 

-2_1_x 

9. 1(x) min 
t" 

-= 
-2< 1 <x (t + 7)3 
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10. f{x) ::z sup 
o<,<x 

11. f(x) - .ax (t - 2 arctg t ) 
~.:S,:Sx 

12. f(x)::z .. x sin t 
-"/4St.~ 

RE2Q. V ARI. 

Se ştie al 

.in(u(x),v(x),"'(x» == { 
u(x, dacA 

v(x) dac4 

... (x) dacA 

u(x) :S v(x) $i u(x) :S ... (x) 

v(x) :S u(x) şi v(x) :S ... (x) 

... (x) :S u(x) şi ... (x) :S v(x) 

Pentru a explicita .. i uşor condiţiile din inegalitAţile asupra 

lui u , v $i ... procedAm astfel : 

1. fac .. tabloul cu semnale funcţiilor u - v , u - ... şi v - ... 

2. utilizand tabloul explicitA. uşor inegalitAţile, deoarece 

1. Pentru u(x) == x + 1 , vhc) = x2 + 2 $i ... (x) = 3x av~m 

tabloul urMtor I 

x 

u(x)-v(x) 

u(x)-..hc) 

v(x'-w(x-) 

deci I 

1 
2' 

+ O 

+ 

1 2 

+ o o + 

a) x e 

b) x • 

(-= , 

(i-
~] ~ u(x) :S v(x) şi u(x) ~ ..,(x), deci f(x) = ..,(x) 

, 1] --. u(x) :S v(x) şi u(x) :S ",(x), deci f(x) = u(x) 
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c) x e (1 , 2] ~ u(x) ~ vlx) şi u(x) ~ "(x), deci f(x) =u(x) 

d) x & (2 ,=) ~ u(x) ~ v(x) şi u(x) ~ "(x), deci f(x) - u(x) 

Aşadar, 

f(x) ... { x + 1 dacă x >1/2 

3x dacă x ~ 1/2 

5. Pentru explicitarea lui f procedăa astfelz 

(1) fac .. tabloul de variaţie Al funcţiei y(t) ... t 2 

(2) consider3nd pe x 1n primul interval de monotonie (dedus din 

tabel) la dreapta lui -1 (deoarece ne interesează doar valorile 

t ~ -1) calculăm minimul lui y(t) pentru t E [-1 , x). 

(3) consider3nd pe x 1n următorul interval de monotonie cal cu-

Iăm din nou maximul lui y(t) pe intervalul t E [-1 , x ] etc. 

t -00 -1 x o x +00 

y' 0++ + + + 

y \ O I 1 

a) pentru primul interval de monotonie , x E (-1 , O) , funcţia 

y(t) = t Z are pe intervalul (-1 , x] un singur punct de minim, 

2 in t = x ; valoarea sa este y(x) = x Fiind un singur punct 

de minim el este şi minimul global (absolut) al lui y(t)' pe in

tervalul [-1 ,x] , deci valoarea lui f este t(x) - x2 
, pentru 

X E (-1 , O]. 

b) pentru al doilea in~erval de .anotonie , x E (O', =) , funcţia 

y(t) = t 2 are pe intervalul [-1' , xl un singur punct de minim, 

1n t ... O I valoarea sa este y(O) = O. Fiind un singur punct de 

min~m, avem f(x)'" O' pentru x E (O , =) , deci 
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fIx) = { : 
z 

dacă x e (-1 ,0] 

dacă x e (O ,ce) 

Să observăm că din acela~i tablou de variaţie putem explicita 

funcţia g(x) = 2 
~a~ t • Astfel : 1_l_x 

a) pentru x e (-1-_, O] funcţ.ia y(t) z = t -ara un singur maxim, pe 

[-1 , x] In t = - 1 ; valoarea sa este M = y(!) = 1 • Deci q(x) = 

1, pentru x e (1 , O) • 

b) pentru x e (O , + ~) , y(t) = t 2 are doui puncte da maxim, 1n 

t= - 1 şi t= x; valorile lor s1nt M= y(l) = 1 şi 
1 z 2-

M = y(x) = x2
• Valoarea lui f este maximul global, daci: 

2 

g(x) = .ax(l , x pentru x e (O ,+ce). 

Rezultă g(x) = 
{ 

1 2 

aaax (1 , x ) 

dacA x e [-1 , O) 

dacA x > O 

[. 
dacă x e (-1 , O] 

{:. 
dacA X E (-1 , 1) 

Deci g(x) = dacă x e (O ,1J = 

dacă x > 1 
dacă x )·1 

9. Din tabelul de variaţie al lui y(t) = 

t 

I 
-2 

::5-
x O x 

o + + y' (t) + + 

y(t) \ " o 

+0) 

1. pentru x E (-2 , O] , y(t) are un singur minim p. intervalul 

[-2 , xl, 1n t = x ; valoarea sa este m = y(x) = 
4 

X 

2. pentru x > O , y(t) are un singur minim, pe [-2 , x] , 
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1n t = o ; valoarea sa este m = y(O) = O. Deci' 

~(.) -{ • )( 

o 

Analog, pentru g(x):e -2!f!x 

[ 16 125 
get) = 16 

max ( 125 ' 
(x 

10. Din tabloul de variaţie al 

t O )( 

I 
y' (t) 

I 
y(t) O \ I \ 

I 

deducem : 

dacă )( E (-2 , O) 

dacă )( > O 

t· 
ave. 

(t + 7)3 . 

dacă )( E 

t 4 

+7)-
) dacă )( > 

lui y(t) = t 2 In t 

lIre x 
I 

O + + I + 

-1/2e I I 

I 

(-2 , O) 

O 

+ CI) 

+ 

~ 

(a) dacă x e (O , 1 ]. funcţia y(t) = t 2 In t are, pentru 
-re 

t e (O , x] un singur supremum S = li. y(t) = O. 
t. -to 
t.>o 

(
" -1 ) (b) x E --, CI) , funcţ.ia y(t) are două valari supreme: 

S = O $i , 

Deci 

. re 
2 M = Y (x) = x In x • , 

f(x) = 

2 O , x In )( )' 

X E ( O , 

x e ( 
-1 

-re 

II. SA· .. studieze bijectivitatea pentru: 
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·1. f(x) ,. 

o 
1 -x 

x 

x = O 

x e R Q 

2. f(x) == P()t), , P fiind un polinOia de grad i.par. 

3. f(x) - log ( x + ~X2 + 1 ) 
Ci 

X E Q 
f(x) -

xelR\C 

!S. f(x) = A-x 

6. f I IRa -----+ • IRa f(x) :z A-x 

unde 

unde 

• (R2 f(x,y) = (lg x + 2 - 19 Y 
+ 

A = (! 

A = U 
, :3-1g x 

1 1 ] :3 4 
9 16 

...: 2-1g Y) 

III. SI. se studieze inversabilitatea funcţiilor hiperboll.ce: 

1. sh(.x) e 
= 

2. ch(x) :1. e 

3. th(x) = e 

e 

4,. cth(x) -

x -x e 
2 

x 
+ e-x 

2 

x -x e 
x 

+ -x e 

e X + a-x 

-x e 

$1 d .. scrie invers.le lor. 

(sinus hiperbolic) 

(cosinus hiperbolic) 

(tangenta hiperbcHicA) 

<cotangeta hiperbolicA) 

IV. 1. ArAtaţi ~ funcţiile f(x) 2 
- x - x + 1 , 
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f : 

O . . 
[~ , c:D) • aR 

[ ~ , c:D) • R 

2. ArAtaţi cA f(x)-

şi g( x)_ ~ 1 + / 3 
2" x - 4" , 

sunt t.nver.. una aH:.ia. 

1 x 
1 + x coincide cu inversa ei. 

3. Deter.inaţi parametri a,b,c,d astfel 1ncat 

f(x) = ax + b 
cx + d 

sA coincidA cu inversa ei. 

4. Arătaţi că funcţia f : (O , 1 ] -------+. R definitA prin 

f(x) 4 
dacă x e [~, 1- ] este bijectivă. - x , 

3
T1 :::sTI 3 n - .. 

5. Pe ce subinterval funcţia f . [- i- ,c:D) • R . 
f(x) = l/x - -1 2x - 1 este bijectivA ? 

INDICATII. 

4. Pentru a uşura raţiona-.ntuI, se schiţează graficul lui f. 

5. Se utilizează formula de-descompunere a radicalilor supra-

puşi: ± , 

unde B 
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f1ONOTONIE SI MARGINIRE PENTRU SIRURI SI FUNCTII 

Un şir este o funcţie definită pe "~lţimea numerelor naturale. 

Domeniul unei astfel de funcţii este deci mulţimea numerelor na-

turale ~. Codomeniul şi legea de cor.espondenţă pot fi oarecare. 

!n cele c. urmează vom considera doar şiruri de numere reale, 

adică şiruri avind drept .codomeniu mulţimea IR a numerelor reale. 

f : IN ---.... IR SIR DE NUMERE REALE 

Pentru astfel de funcţii, domeniul şi codomeniul fiind tot-

deauna aceleaşi, mai trebuie precizată doar lagea de corespon-

denţă f , ceea ce revine la a preciza mulţimea valorilor sale : 

f(O) , f(l) , f(2) , ••• , f(n) , ••• 

IN. 

O 
+ 00 

1 ... 
f(O) 

2 

3 
f(2) 

f{n) 

n· 1(1) 

- 00 

Pentru comoditatea scrierii se notează de exemplu: 

f(O) = a 
1 

, f(l) = a , 
2 

, f(n) = a 
n 

, ... 
Deci pentru a cunoaşte un şir este necesar şi suficient să cu-
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noaştelD mulţim.a 'Ialorilor sale: a 
o 

Această mulţime se notează prescurtat cu 

• •• , an ' 

Prin urmare un ş1r este un caz particular de funcţie. Trecerea 

de la o funcţie la un şir se face astfel:' 

(s ) • 

inlocuind domeniul D cu ~ 

inlocuind codomeniul E cu ~ 

inlocuind variabila x cu n 

(sau cu m , sau i , etc ) 

inlocuind f(x) cu a 
n 

DOMENIUL CODOMENIUL VA.IABXLA LEGEA DE CORESP. 

Functi.. D E ... f(x) r. 

S\.1" IN IR a 
n TI 

1n cele ce urmează vom utiliza acest mod de trecere de la o 

funcţie oarecare la un şir, pentru a obţine noţiunile de monoţo

nie , mărginire şi iimită ale unui şir drept cazuri particuţare 

ale aceloraşi noţiuni pentru funcţii. 

In mod frecvent putem. atasa unui sir ('a :> ...Al 
n n~ 

o 

functie. obtinuta prin inLocuirea Lui n cu x in expre-

sia Lui a ('a devine f('x):>. 
n n 

EXEJ1PLU: Şirului a = 
n Zn +1 

n + 3 li putem ataşa funcţia: 

f(x) = x + 3 

ZX + 1 

Totuşi există şiruri cărora nu le putem ataşa o funcţîe prin 

acest procedeu. D~ ex .. plu a = 
n 

ni 

Cu ajutorul funcţiei ataşate unui şir putem rezolva mai uşor 

problemele de monotonie, mărginire şi convergenţă a şirurilor, 
~ 

aşa cum vom vedea In cele ce urmează. 
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utilizarea unei funcţii pentru studiul monotoniei, ~rginirii 

şi a limitei unui şir oferă avantajul utilizării derivat.i şi 

a tabelului de variaţie. 

Pe de altă parte, este util să observăm că atit monotonia cit 

şi mărginirea şi limita unui şir sunt cazuri particulare ale 

aceloraşi noţiuni definita pentru funcţii. Această particularizare 

se obţin. cu ajutorul celor patru etape (s ) - (s ) 
1 4 

lDenţionate. 

Iată cum se obţine aceastA particularizare, Mai intai pentru 

~otonie şi IDărginire, apoi şi pentru limită. 

F1.JNCTI 1 I1ONOTONE SIRURI f"IONOTQNE 

a) funcţia f : D _ fR , D S fR al )şirul f:IN _ IR este monoton 

este monoton crescătoare dacă: crescător dacă: 

Vx ,x e D. x ~x __ f (x ) ~f (x ) Vn , n e IN, n ~ --. a ~ a . (1) 
12 "i 2 t 2 12 t. 2 n n 

1 2 
Dacă este indeplinită condiţia (1) 

luind in particular n =n şi n =n+l 
1 2 

deducem 

~ S a pentru orice n (2) 
. n 1"1+ t 

!n concluzie (1) ---, (2) 

Este adevărată şi implicaţia re-

ciprocă. Demonstraţia ei se poate 

deduce din următorul exemplu: 

dacă este indeplinită (2) şi luăm 

n ~7,n =ll,avem n ~ şi din aproa-
t 2 t 2 

pe in aproape a ~a ,a ~a ,a ~ 
7 • • Q o t.0 

şi a ~a ,deci a ~a • 
10 11· 7 lt 

Prin urmare (1) < -) (2) • 

Deoarece condiţiile (1) şi (2) 

sunt echivalente,iar (2) este mai 
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b)funcţia f:D _ IR,DSIR este 

monoton descrescătoare dacă: 

Vx· ,x 'eD,x!:x -=> f (x )2!f(x ) 
• 2 • 2 • 2 

FUNCTII MARGINITE 

a) f : D ---+ IR , D S IR as te 

mărginită inferior dacă nu 

are valori spre - 00 ,adică 

3aSR,VxeD , f(x) 2! a 

b) f : D ---+ IR, D SIR, es te 

mărginită superior dacă nu 

are valori spre + 00 ,adică 

3bEIR,VxeD f(x)' ~ b. 

c)f : D ---+ IR , D S IR este 

mărginită dacă este mărginită 

comodă, pentru definiţia şirului 

monoton crescător se utilizează 

această condiţie.Dar nu trebuie 

să pierdem din vedere că ea este 

echivalentă cu acea condiţie care 

se obţine din definiţia monoto-

niei funcţiilor,prin partieulari-

zările Cs ) - (s ),ce caracteri-s • ' 

zează trecerea de la funcţie la 

şir. 

b' )şirul f : IN _ IR estemorio-

ton descrescător dACă: 

'In ,n efN,n!:n ==> a 2! a 
t. 2 S 2 n n 

(3) 
• 2 

Se poate arăta că această condi-

ţie este echivalentă cu: 

a 2! a pentru orice n e IN (4) 
n n+S 

S IRURI MARGINI TE 

a' ) şiru 1 f: IN --+ IR este 

mărginit inferior dACă nu are 

valori spre - 00 , adică 

3aelR, 'In efN a 2! a 
n 

b )şirul f : IN ---+ IR este 

mărginit superior dacă nu are 

valori spre + 00 ,adică 

3befR,VxefN a ~ b 
n 

c· )şirul f : IN ---+ IR este 

aărginit dacă este Mărginit in-
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inferior şi ~uparior, adică ferior şi superior, adică 

3a,beR,VxeD a ~f(x) ~ b , 3a,befR,VnelN a ~ a ~ b 
n 

cu alte cuvinte există un in- SAU 

terval [a,b] In care sunt 

I I
I 

toate valorile funcţie1. 

!Acest interval nu este,!n ge- 1 

neral •. simetrlc faLă de orig1ne, I 

3 M>O, VneiN la I ~ M 
n 

. . I 
!dar 11 putem considera asţfel I 

lărg1nd una din extremităţ1 su-

ficient de mult.!n acest caz 

(a,b] devine [-M , M) 

iar cond1ţia de mărgin1re are 

forma: 

3 M>O,VxeD -M ~ f(x) ~ M 

adică: 

3t1>O,VxeD If(x) I ~ M 

I 
1· 

METODE PENTRU STUDIUL MONOTONIEI SI MARGINIRII 

I METODE PENTRU FUNCŢII I METODE PENTRU ŞIRURI li---___ -=---,I ___ ~-------; 

I Studiul monoton iei 

1. Utilizarea definiţiei : 1'. Utilizarea definiţiei: 

se consideră x ~ x şi se com- se compară diferen~a a - a 
J. 2 • n+ ~ n 

Pară diferen~a f(x ) - f(x ) 
• J. 2 

cu zero, iar pentru şiruri cu ter-

cu zero.Aceasta se poate' face meni pozitivi putem compara catul 

prin minorări ~i majorări suc- a I a cu unu.Putem face mino-
n+1 n 

cesive,sau aplicând teorema lui rări şi majorări succesive,sau să 

ILagrange funcţiei f pe interva- aplicăm teorema lui Lagrange func-

58 



luI [x , x l. 
.. . 2 riei ataşAte şirului considerat. 

2. Utilizarea tabloului da va- 2. Utilizarea tabloului de varia-

riaţie.(ln cazul funcţiilor ţie pentru funcţia ataşată. 

derivabile) studiem monotonia funcţi-ei ataşate 

După cum se ştie,din tabloul şirului dat şi utilizând criteriul 

de variaţie al unei funcţii cu şiruri se deduc. c~ aono~onia 

derivabile ave. informaţii ~irului este dată de .anotania a-

exacte at3t despre IRonotqnie cestei funcţii, pa i.ntervalul 

c3t şi despre mărginirea unei [O ,=),(vezi Metoda 10 punctul c) 

funcţii. 

3. Utilizarea teoremei lui 3. Utilizarea teoremei lui ~agrange 

Lagrange: pentru funcţia ataşată. 

permite inlocuirea diferenţei 

f(x ) - f(x ) cu f'(c) , care 
- 2 .. 

se compară apoi cu zero. 

Studiul mărginiri~ 

1. Utilizarea defini~iei. . l' .Utilizarea definitiei. 
1 

2. Utilizarea tabloului de 12' .Utilizarea tabloului de varia-

variatie. 
1 

ţie pentru funcţia ataşată. 

3' .Dacă şirul se descompune în-

tr-un număr finit de subşiruri 

mărgini te,el este mărginit. 

4' .Utilizarea monotoniei. 

Dacă un şir este monoton cel puţin 

jumătate din problema mărginirii 

este rezolvată şi anume: 

a)dacă şirul este monoton crescă-

tor,el este mărginit inferior de 
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EXERCITII: 

I prillUl t.ermen şi mai t.rebuie gă

'sit.A doar marginea superioară. 

b)dacă şirul est.e monot.on des-

crescăt.or~el este mărginit superior 

de primul t.ermen şi mai trebu1e 

găsită doar marginea inferioară. 

C)DACA ŞIRUL ESTE MONOTON DESCRES-

CATOR ŞI CU TERMENI POZITIVI,EL 

ESTE MARGINIT. 

I. Studiaţi monotonia şi mărginirea funcţiilor: 

{:. + 1 
1. f(x) = 

+ x + 

2. f(x) 4 

I 3x 2 = )( + 

3. f(x) (In x) ln x = 

mx + n 
4. f(x) = 

I 2+ .x x + 

5. f(x) = Ix - 2 -

6. f(x) = arctg x 

Ras p"l..ms"U.r i : 

3. Putem scrie f(x) 

variaţie: 

dacă x ~ 1 

1 dacă· x > 1 

- 4 I 

f [1 ~=) IR . , , . 

, f 

1 

-0/ 2x - 5 , 

f . IR . 

ln x ln(ln x> = e 
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• (- ~-' ; ) 

şi avem tabloul de 
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)( 1 e 

f' (x) - - - . - O + + + + + 

f(x) 1 
-1/. , EI I 

deci funcţia aste descrescAtoare pe intervalul (1, et./·) $i 

crescătoare pe 
1/. e ,c:o). Este mărginită inferior, IIlinillUl 

fiind -t./e 
m - e şi nu este mărginită superior. 

, 

5. Utilizăm for.ula de descompun_re a radicalilor suprapuşi I 

f(x) = IA + ,ra A + C 
2 

, 

6. Fie)( <)( • Pentru a obţine semnul diferenţei 
1 2 

f( )( ) - f( x ) 
1 2 

putem aplica teorema lui Lagrange funcţi.i date, 

pe intervalul (x _ x ) (sunt indeplinita condit.iile teoremei). 
l' 2 . 

există deci c E ~ astfel lncât: 

f(x-) - f(x ) = f' (c)(x 
121 

deci funcţia este crescătoare. 

II. Studiaţi monotonia şi 

1. 
In n a = 

n n 

2. a = Tn determinaţi şi 
n 

)( ) = 
2 

1 
--- (x - x ) < O 

2.. 2 
C 1 

mărginirea şirurilor . . 

cel mai mic termEtn al şirului. 

3. 
n 

determinaţ.i şi cel mai mic termen al şirului. a = n a 
n 

n - 1 rn 2 4. a = pentru n ~ • In 
, 

n n 
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5. (1 ~ )n b (1 + ~ )nd (1 + 1 ) n+Ct a = + = , C 2 - , cu , 
n n n r, 

OI E (O , 1) ., d = (1 + 
1 Yn 
n) , Yn 

fiind valoarea interme-
n 

~iară ce se obţine aplic~nd teorema lui Lagrange funcţiei 

f(x) = In x pe intervalele [n,n + 1]. 

2. Funcţia ataşată şirului .s~e f(x) 2 x'/K o Din tabloul de 

variaţie: 

f«:)1 
2 It 3 

+ + O 

I I f(e) " \ f(x) 

deducem, conform criteriului cu şiruri (criteriul lui Heine,vezi 

Metoda 10,punc~ul c) ), tipul de monotonie al şirului studiat. 

Şirul are aceeaşi monotonie ca şi funcţia ataşată, deci este des-

crescător pentru n ~ 3 • Deoarece şirul este descrescător dacă 

n ~ 3 , pentru a afla cel mai mare termen trebuie comparaţi doar 

a şi a • Deducem că cel mai mare termen al şirului este: 
2 li 

a 
li 

3. Funcţia ataşată şirului este f(x) 

variaţie pentru a E (0,1): 

O (-In a)-' 

f' (x) + + O 

f(x) I I \ 

x = x a Din tabelul de 

\ 

utilizând punctul c) de la Metoda 10 deducem că şirul dat este 

crescător pentru n mai mic sau egal cu partea lntreagă a lui 
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(-In a)-1 şi este descrescător pentru n ~ [(-In a)-1] + 1 • 

Deoarece Iim (-In a)-1 = O 
0. ... 0 
0.>0 

şi 
-1 

Iim (-1n a) = + (X) , 
0. ... 1 
0.<.1 

deducem că intervalul [ 1 , [( -In a) -1]] In care şirul este 

crescător poate 1i oricât de mare şi oricât de mic. 

6. Şirul de termen general a este crescAtor~ şirul de termen 
n 

general b este descrescător, iar ~irul c este crescător dacă 
n n 

a E (O şi este descrescător pentru a E [n-y ~lJ. 
TI 

III Utilizând teorema lui Lagrange: 

1. să se demonstreze inegalitatea Isin xl ~ Ixl pentru orice 

x real, apoi să se arate că şirul a = sin x a = sin sin )( , 1 ~ 2 

••• , a = sin sin ••• sin x , este monoton şi mărginit oricare 
n 

ar fi x , iar limita sa este zero. 

2. să se studieze monotonia şi ~ărginirea şirurilor : 

r 1 + 
1 ,n 

b . (2-fn ) In n a = • n) == arCSl.f1 ~+n c :: 
n \,. n n 2 n + n 

n + 1 
21n noi n ... 2 

ti = + n e == 
" 2n + 1 n n + 3 

Ras pu.nsur i : 

1. sin x I ~ I x <=> ~ 1 • Din teorema lui 

Lagrange aplicată fun.cţiai 1(t) = sin t pe intervalul [x,Ol 

sau [O,x], după cum x este negativ sau pozitiv, s. obţine 

Si~ x I = Icos ci ~ 1 • Şirul satisface relaţia de recurenţă: 

a = sin a , deci dacă sin x > O se deduce că şirul este d .. -n+1 n 

crescător, iar dacă sin x < O şirul este crescător. Evident că 
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este .Arginit intre -1 $i 1 • Notand cu L li.it ••• $i trecind la 

li.itA 1n relaţia de recurenţă obţin.. L - sinL ,deci L = o. 

2. al ( 1 + 1 )n.t _ (1 + 1 )n _ •• a =-
~ n n + 1 n 

• 
= 

f(n + 1) f(n} unde f(x) = ( 1 + +)X _f1A1t$~e funcţ.ia n + 1 n 
, 

b) Aplic3nd teorema lui Lagrange funcţiei at ... ~A $irului, pe 

intervalul [n,n+l} , deducem a 
1'1+1 

a - f'(c ) • Tr~i. deci 
n n 

stabilit semnul derivatei: 

f' (x) = (1 + 1 1 )- 1 ) -x -x JC + 1 

adică semnul lui g(x):o ln( 1 + 1 ) - 1 - x + 1 • Din tabloul 
x 

de mai jos deducem g(x) > O pentru )( > O , 

deci a - a > O • 
I'I+t n 

g' (XII 
g(x) \ 

+ OI) 

\ \ 

IV. 1. Fie 1 un int.erval oarecare şi fiI -----.. 1 a funcţie. 

Sl. se arate că şirul defini.t prin relaţ.ia de recurenţ,A 

a = f(a ), cu a dat, este: 
n+i n o 

(a) crescă.tor dacă t( x) - x > O .pe I 

(b) descrescător dacă f(x) - x < O pe 1. 

d .. crescAtor şi a S b pentru oric& n , .tunc.il 
n n 
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1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

(b) dacă Iim (b - a ) = O atunci ele au ac .. aşi limită. 
n~OO n n 

(c) să se apI1ce aceste rezultate şirurilor date prin 10r-

b 
n 

mulele de recurenţă: a = lan" n+i 

cu el şi b daţ i . 
o o 

REZOLVARI: 

1. a - a = f(a ) - a > O in primul caz. 
n+1 n n n 

b = 
n+t. 

a + b 
n n 

2 

2. cele două şiruri sunt mărginite intre a, şi b, II deci şiru

rile sunt convergente, deoarece sunt şimonotone. Fie 1 şi , 
respectiv 1 limitele lor. Din ipoteza de la (b) 

2 

rezul tă"i = 1 • 
i 2 

(c) şirurile au 

(b -
b

2 2 n-1

2 
a = 

n n 

termeni pozitivi şi: 

an-. r > O . 

v. Să se studieze mărginirea şirurilor: 

1 1 111 
1, 2 ' 2 ' 3 ' 

1 1 1 1 
4'4'8'5' . .. , 

2n ' n + 2 ' 

sin 1 
1 

sin ( ~ ) 
1 

sin ( ~2] , 
2 

, , '2 , . . . , 

1 2 
1 

4 
1 

b , , 
3 

, , 5 , , ... 

2 4 
9 27 

( 1 + 1 
) n II ( .1 + 1 , , 4 , - , . . . , 

S n n 

cos(1l14) , cos(cos(1l14}) , 

1 .., -12' 3 -(3, b cu , .... , , 2" , ... II a , , ... n n 

1 + b 
b = 2 .., 1 b 

n 
a = + a -o 

, 
n+i 1.' 

II n+'. 2 

, ... 

)n., 

.- 1 , 
o 

• 

RASPUNS: Fiecare şir se descompune 1n două subşirur.i .ărginite 

(chiar convergente, avand aceeaşi limită) deci sunt aArglnite 

(convergente) • 



3. -l 1 MIT E DE SIRURI S I 

DE FUNCTII 

Deriniţia monotoniei şi mărginirii şirurilor a fost dedusă din 

definiţiile corespunzătoare pentru funcţii, prin procedeul ară-

tat, de inlocuire a lui x cu n şi a lui ICx~ cu a . Cu acelaşi 
n 

procedeu vom obţîne şi definiţia limitei u~ui şir din definiţia 

limit~i unei funcţii. Această metodă de particularizare a unei 

definiţii pentru funcţii 1n scopul obţinerii definiţiei analoage 

pentru şiruri pune in evidenţă legătura dintre şiruri şi funcţii. 

Şirurile fiind cazuri particulare de funcţii~ este normal ca d.-

finiţiile monotoniei, mărginirii şi limitei unui şir să fie ca-

zuri particulare ale definiţiilor corespunzătoare pentru funcţii. 

LIMITE DE FUNCŢII 

nefiniţia li.itei unei funcţii se bazează pe noţiunea de veci-

nătate a unui punct. 
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Intuitiv, mulţimea V cReste vacinătate pentru punctul x E ~, 
o 

daci. (1 ) x e V şi 1n plus, (2) V conţine şi puncte vecine 

cu x (la stinga şi la dreapta ). 
o 

Evident că dacă există un interval deschis (a.b) astfel incât 

XOE (a,b) c V. atunci cele două cond~ţii sunt Indeplini te. 

!n particular, orice 1nterval desch~s (a,b) ce conţine pe x 
--~------------~------------------------------~~~--------~-----~----o-

satisface ambele condiţii, deci este vecinătate pentru x • 
----------------------------~---~--------------------------~---------o 

Pentru puncte finite VOm considera in continuare ca vecinătăţi 

intervale deschise cu centrul 1n acele puncte, deci de forma: 

V= (l. - & 
t 

l. + &) V = (x - 6 , x + 6) 
x o o 

o 

~i mulţimi care conţin astfel de intervale. 

Pentru +co nu are sens V = (co - 1& , co + 1&), deci trebuie gAsi tă 
co 

o altă formă pentru vecinătaţile lui +co. Pentru aceasta observăm 

că la dreapta lui +co nu putem considera puncte, deci co + e trebuie 

inlocuit cu +co. De asemenea, deoarece co - e = co, inlocuim pe 

co - & cu &. Aşadar, vom considera vecinătăţile lui +co de forma: 

V = (e , co) 
co 

şi mulţimi care conţin astfel de intervale. 

Analog, vecinătăţile lui -co sunt de forma: 

V = (-co,e) 
-co 

Definiţia limitei unei funcţii intr-un punct expriaA condiţia 

ca atunci cind x se apropie de x ,f(x) să se apropie de valoarea o 

l. a limitei. 

Cu ajutorul vecinăti.ţilor, -această condiţie se descrie prin: 

1 im f ( x) = l. < => 
x ->x o 
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(=> .., X E V ,X" x =) f (x) E V, ] 
x o ~ o 

DupA cum ~ arAtat, pentru vecinătăţile V
l 
şi V

x 
din definiţia 

o 

( ••• ), există trei forme esenţiale, corespunzător punctelor finite 

şi respectiv lui +~ şi -=. 
Convent.ie: 

! 
Pentru scrier.a vecinătăţilor lui L se foloseşte 

litera e, iar pentru scrierea vacinătăţilor lui 

litera 6. 

Avem deci următoar.le cazuri: 

a) x - finit => V = (x - 6 ~ x + 6) o x - o o 
o 

x se foloseşte 
o 

iar x E V (::a) )( EI (x - 6 , x + 6) (=> x - 6 < x < x + 6 <=) 
x o o o o 

(:a> 

b) 

iar 

e) 

x 

-6 < 
o 

x - x < 6 o 

= += .. ) V = o x o 

condiţia x E V 
x o 

<=) I x - x 
o 

V = (o , +~) 
= 

devine x ) d 

x = -~ => V = V = (-~ , 6) o x-~ o 

< â 

iar condiţia X E V devine o x 
x < 6 

o 

a' ) l - finit =) V= 
1. 

(l - .& , 1. + .e) 

deci condiţia f(x) E V
t 

devine f(x) 45 

<=> l - .& < f(x) < l + .& <=> -& < f(x) 

<=) f(x) - l. I < 6: 

b') l =* +co :ia) v = V = (e , +~) 
.l +c:o 

iar condiţia 1(x) e Vl devine f(x) > .& 

c') t = -c:D. => v &\ V -= (-Q;) , .& } 
l -CI) 
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I 
l 
I 

iar condiţia f(x) E V devine f(x} < c 

Toate aceste cazuri apar in tabelul 3.1. 

\\ l 
xo \\ 

>: o 

finit 

~{ = +co 
o 

x = -01)0 

o 

l - finit 

V =(x -6, x +6) 
x o o 

o 

V t = ( l-c , 1. +c) 

x e V <=> 

I 
x o 

<:=:> I x-x o I < <5 

I I f(x) e V
t 

<=> 

<=> If(x}-ll < c 

V =( 6, co) 
)( 

o 

v =( l.-c. l.+c) t . 

x e V 

<=> 
x 

o 
<=> 

x :> 6 

f(x) E V
l 

<=> 

<=> If(>~)-LI < 

V = (-co,6) 
x 

o 

V = 
t 

( l-c, !.+c) 

x e V <=) 
x 

o 

<=> x < 6 

f()c) E Vl <=> 

<=> If(x) -q < 

c 

C 

Tabelul :3. 1 

; 
I 

.1 

I 
I 

I . 

l = + CXI 

V :II ( X - 6 ,x +6) 
o o x o 

V1.=(C,CXI} 

x E V <:=> 
x o 

<=> Ix-xol < 
.. 

f(x) e V
l 

<=> 

<=> f ( x ) > 

V =(6,co) 
x o 

x e V <=:> 

<=> 
x 

a 
x > 6 

c 

f (x) e V t <=:> 

<=> f ( x ) > c 

V 
x 

= (-co,c5) 
o 

V = (e,co) 
t 

x e V < ;::) 
x 

o 

<=> x < 6 

f(x) e V
t 

<- .... -,' 

<=> f( x ) > C 

6 

, 

1- = - c:o 

j V =( >~ -6,'X +6) 
x o o 

o 

V, =( -co, c) 
• 

X e V <=> 

I x 
f) 

<=> Ix - X o I < €I 

f(x) e V
t 

<=> 

<,-'-.... -.~ f ( x } < c 
I 
I =(6.:::0) I V 

)( 

o 

V t =( -co, e) 

x e V {=) 
x 

o 
<=> x :> 6 

f(x) E V, <:=> 
L 

1 
! 

<=> f ( x ) < C 

-, 
V = (-co,6) I x 

I 
o 

V := (-0::.,&) 
t 

1 x E V (=> 
x o 

<=> x < 6 

i 
f(x) E V

t 
<=> 

I <=> f ( x ) < & 

Considerând 1n definiţia <***> fiecare situaţie corespunzătoare 

lui x şi l , avem in ~otal 9 forme pentru definiţia limitei unei 
o 
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funcţii. Utiliz3nd tabloul 3.1 avem uraătoarele nouă situaţii: 

(1.) x fini t , l - finit 
2,- o 

Iim f(x) = l <=> 
x ->x o 

<=> [V &>0 

(l) x = + ce 
2 O 

Iim f(x) = l. 
x ->00 

<=> [ V &>0 

(l) x = - o;) 

3 ;:> 

Iim f(x) = 
x -> - co 

o, 

, 

1. 

3 6 >0 
& 

1. 

<=> 

3 6 >0 
& 

, -c. 

<=) 

v x."sx , 
o o 

finit 

V x>6 & 

finit 

=> 

=> I f(x)-l 1<& 

<=> [V &>0 3 <5 V x<6 =) I f(x)-l. 1<& ] 

(l ) x - finit • o 

Iim 
x -> x 

f(x) = +co 
o 

<=> [ V & 3 

(1. ) x = + c:o , 
5 o 

Iim f{x) = +00 
x ->co 

<=) [ V & 3 

(l.) >: = - co , 
<5 o 

lim f(x) = +c:o 
x ->-c:o 

<=> [ V & 3 

(1.) x - finit 
7 o 

Iim f (x)- = -co 
x ->x o 

<=> [V & 3 

(l) x:::I+co, 
• o 

& & 

l. E + co 

<=> 

o )0 V x;Cx 
o' 

x-x 1<0& =} 
c o 

1. = + c:o 

<=> 

6 V x>6 _., f(x»& ] -.' 
C & 

1. = + co 

<=> 

<5 V x<<5 _., f(x»& ] -/ 

& & 

, l. == -c:o 

<=> 

<5 >0 V x;Cx 
o' & 

70 

I f ( x ) -1 1<&] 

] 

f(x)& ] 



Iim f(x) = -CD <=) 
x -)-a 

<=) [ V& 3 6 Vx>6 => f(x)<& ] & & 

(l p) x = - CD , ~ l = - CD 
o 

Iim f(x) = -co <=) 
x -)-co 

<=:> [ V& 3 6 V x<6 => f(x)<& ] 
& & 

EXERCIŢII: 

l. Utlliz~nd definit.ia~ să se arate că: 

L Iim (3x 1) = 14 9. Iim x -) 5 x ->0 

2. 2x + 3 f lim Iim = 1 e. 
x -;; 1 3x + 2 x -) ~ 

3. Iim -f x + 2 = 2 7. Iim 
x ->2 x ->~ 

4. lilll 1 
+co = x -) ~ 

(x 1)2 

R~spun~uri: 

In toate ~azurile ave.' x -finit. o 

2. Parcurge. uraătoarele etape: 

a) particularizăm definiţia lilllitei 

Iim 
x -> 1 

2x + 3 
3x + 2 

= 1 <=> 

-1 

5x 

sin 

In x 

<=> [V &>0 36>0 
& 

Ix - 11 < 6 
& 

= -CX) 
2 

, = sin a 

= In a 

=~ 

=> I 2)( + 3 I - 1 < & ] 3x + 2 

(ţinând cont de forma vecinAtăţii). 

b) considerăm & :> O· oarecare; 

e) facem calcule In expresia 

d~lul 

c~utăm pe 6 astfel:. 
& 

f(x)-l punând 1n evidlmţă mo-
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f ( x ) ~ l I = I ~: : ~ I - ! x- 1 I 
1 - I 3~ + 2 I • 

d) majorăm (minorăm) expresia obţinută, ţin1nd cont că ne in-

teresează numai acele valori ale lui x pentru care l' x-xo I < 6& 

Deci: x - 1 I < 
3x + 2 I 

6 
& 

3x + 2 I 

e) dacă expresLa care mai depinde de x este ~ărgini~ă (continuă) 

Intr-o vecinătate a lui x , putem majora 1n continuare, pentru a 
o 

elimina pe x • Avem: 

6 
& 

3x + 2 I = 6 
& 

1 
3x + 2 I 

.1 < 6 -& 2 

deoarece in inţervalul [0,2] de exemplu, care este o vecinătate 

a lui x = 1 o 
funcţia g(x) = 1 este continuă, deci 3x + 2 

mărginită: g(>O e dacă X E [0,2]. 

f) determinăm pe 6 ,pun~nd condiţ~a ca expresia la care am 
& 

ajuns şi care nu mai depinde de x , ci doar de 6 
& 

să fie 

mai mică decit & : 

6& ~ < & => 6 < 2& 
& 

Orice 6 care indeplineşte această condiţie este convenabil. Putem 
& 

3 de exemplu alege, 6 = -& sau 6 = &- etc. 
& 2 & 

Pentru a putea folosi şi majorarea făcută funcţiei g , trebuie 

să avem şi deci de fapt 3 
6& = min(l, 2&) (de exempul). 

Rezultă: 

x - 1 I 
f ( x ) -l I = -+--=3~x-+~2'--:-'1:-

3. a) lim Ix + 2 
x ->2 

= 2 

< 

<=> 

<=> [V &>0 36>0 
& 

VxJ"t2, 

6 
& 

3x + 2 < 

Ix - 21 < 6 -> 
& 

=> Ix 
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b) fie & > O ; căutăm pe 6 
& 

I x - 2 I Ix c) + 2 - 2 = 

I Ix + 2 + 2 I 
x - 2 I '6 

d) < & 

Ix + 2 + 2 Ix + 2 + 2 

6 1 1 
e) 

& 6 < 6 .. 
&3 Ix+ & Ix 2 + 2 + 2 + 2 

intervalul [1,3] de exeMplu, funcţia g(x) = 
Ix 

mărginită 1ntre 1 
şi 

1 

h+ 2 h+ 2 
6 

f) determinăm pe 6 din condiţia: 1:: < --g- &. & 

Obţinem 6 < 3& , deci putem lua de exemplu 6 = & & 

fi valabilă şi majorarea care am f.ăcut-o funcţiei 

avem şi 6 :S 1 , 
ţ; 

Rezultă: 

deci de fapt <> = min ( 1, &) • 
& 

, deoarece 1n 

1 .. te 

+2 + 2 

& . Dar pentru 

g trebuie" să 

I x + 2 1 
< 

IX+2+2 Ix 
6 

& < 
6 

"& 

3 
= 

min(1 , &) 
3 < & 

+ 2 + 2 

a 

deci condiţia din definiţia limitei este şi 1n acest caz 1ndepli-

nită. 

4) a) Iim 1 
)( -) 1 (x 

<=> [ V &>0 

= GO <=> 
1)2 

3 6 >0 V xJll!1, 
& 

=> 

=> 
1 

(x 

b) fie & oarecare (nu neapărat pozitiv deoarece l = +GO , deci 

v = (& , +GO) are sens pentru orice & , nu numai pentru & pozitiv). 
l 

= 
1 

c) 
1 

(x Ix - .11
2 
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d) 1 < ( deoarece se au 1n vedere doar acei x, 

pentru care 1)( 11 < «5 ). 
& 

> & => 

Atunci: 

1 1 = 

1 
& 

> 

, deci pu~em lua 0& = 

= 1 
1 
4& 

= 4& :> & 

1 01. Utilizând definiţia, să se arate că: 

3x + 1 1. Iim 2x 1 
lC -) ce 

Răspunsuri: 

3x + 1 
1. a) Iim 2x 1 

lC -) ce 

<=> [ V &>0 3 6 

b) fie & > O 

3 2 x + = 2" 2. Iim x -
le -) ce 

3 = 2" <=> 

V x)6 
& & 

oarecare; 

3x + 1 =) 
2x 1 

căutăm pe 6 . 
& 

-

1 
100 

~I 2 

1 

= ce 

<: & ] 

e) deoarece x nu mai este finit, nu mai putem pune in 
00 

evidenţă Ix - xol. Vom proce~a altfel: considerăm inegalitatea 

If(x) - ~I <: & ca inecuaţie in necunoscuta x (utiliz~nd şi 

faptul că x -> ce, deci putem considera 12x + 11 = 2>: + 1 ). 

Avem: 

If(x) ~I < & <=) I 3x + 1 
2x 1 ~ I < & <=> 

<::a) 

<=> 

1 

212>< + 11 

1 
2>< + 1 > 2& 

Deci pentru «5 
& 

< & <=>" 

<=> x > 

1 

2(2)( + 1) 

1 - 2& 
4& 

1 1 - 2& 
= lltaX (- 2" ' 4& ) 

74 

< & 
1 

[ pen tru >< ) - 2" ] 

şi x ) «5 
& ' 

avem: 



2. 

3x + 1 
2x 1 

al Iim 
x -) c:c 

<=> [Ve 

- ~ I 
x 2 + 1 
X - 100 

3 «5 
& 

< & 

= c:c 

V'x>«5 
& 

<-=> 

x2 + 1 
x - 100 > 100 ] 

b) 1ie'& oar.ecareJ determin~m pe «5 • 
& 

e) exprimă .. pe x din in.galitatea f(x) > c : 

2 
X + 1 > c <=> 
x - 100 

( putem presupune x > 100 pentru c"ă 

x --.. CD ) <=> x 2 
+ 1 - cx + 100& > O. Dacă x şi x sunt răd~-

1 2 

cinile ecuaţiei de gradul doi ataşate şi presupunem x < x , 
1 2 

avem f(x) > c <=> x > max (100 , x ) • 
2 

Deci putem lua 6 = max(100 , x ) • 
C 2 

LIMITE DE ŞIRURI 

Definiţia limitei unui şir se deduce din definiţia limitei 

unel funcţii făcând particularizările menţionate: 

(1) x se înlocuieşte cu n 

(2) 

(3) 

f (>:) se lnlocuieşte cu a 
TI 

x se inlocuieşte cu n o o 

In plus trebuie observat că nu are sens 

finit (de exemplu, nu are sens n -+ 3 , 

n = -CI:> şi nici n 
o o 

c~ci n fiind număr na-

tural, nu se poate apropi"a_~riclt de mult de 3). 

Aşadar, din cele noul. forme ale limitei unei funcţii se parti-

cularizează doar trei: cele corespunzătoare lui 

Avem deci: 

, 
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u ) 
10 

l - finit (se transpune definiţia ~l )J 
z 

Iim a = ! 
n 

n ->co 
<=> ( V &>0 3 c5 

& 
V n>c5 

& 

Deoarece 1n inegalitatea n :> c5 
& 

n este număr natural, putem 

considera~i pe c5 număr natural. Pentru A sublinia acest lucru 
& 

vom scrie n 1n loc de 9 . Avem deci: 
& c 

Iim a = l 
n 

n ->co 
<=> ( V &>0 3 n e IN 

& 
V n>n => . e 

(l ) 
u 

l - +co (se transpune definiţia (l » 
5 

Iim a = ce 
n 

n ->co 
<=> [V &>0 3 n e IN e V n>n 

& 
=> 

O) 
12 

l = -co (se transpune defini~ia (l ») 
• 8 

Iim a = -co <=> 
n 

n ->co 

EXEHPLE: 

( '1& 

l. Utilizând definiţia, 

1. Iim 3n 1 1 = 3n + 1 n ->co 

3nelN 
& 

arătaţi 

V n>n 
& 

că: 

3. 

=> 

li'm 
n ->co 

an> & ] 

3 = 
2

n + 3 

2. Iim 1 
O = 4. Iim In2 + n + 

2 
+ + 1 n ->co n n n ->co 

RASPUNSURI: 

O 

1 = co 

1. Adaptăm· etapele corespunzătoare pentru limite de funcţii, 1n 

cazul )( = +co. 
o 
3n 
3n + 1 

1 =- 1 a) Iim <=> (V &>0 3 n e IN 
& 

V n>n e 
n ->co 

b) fie e > O oarecare; determinăm pe n e IN. e 

e) considerăm inegalitatea: 

noscuta n : 

3n 1 
3n + 1 <=> 

la - li < & ca inecuaţie cu necu
n 

2 
3n + 1 < e <=> n > 
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deci [ 2 - & n :1 

3& & 

2. a) Iim 1 
2 

n -)00 n + n 

<=> [ V &>0 3 

b) fie & > O 

] + 1 

:: O <=> 
+ 1 

IN V n>n 1 
n e 

& & 
n 

2 
+ n 

oarecare; determinăm pe 

I < & ] 
+ 1 

n E IN astfell 
& 

e) 
1 < & <=> &n2 +-&n + & - 1 > O ; Fie n şi n 

t 2 
n 2 + n + 1 

solut.iile acestei ecuatii de gradul doi (n < n ). Atunci pentru 
. • t 2 

n > n avem satisfăcută inegalitatea considerată • 
2 

Deci n & = [n
2 

] + 1. 

METODE PENTRU CALCULUL LIMITELOR 

DE FUNCŢII ŞI DE ŞIRURI 

Iată acum cele mai frecvente metode de calcul a limitelor da 

şiruri şi de funcţii, la nivelul manualelor de liceu. 

METODE COMUNE PENTRU ŞIRURI ŞI PENTRU FUNCŢII 

t. DEFINITIA. 1n capitolul unu am arătat cum se foloseşte definiţia 

pentru demonstrarea limitelor, atit pentru şiruri, cât şi pentru 

funcţii~ Completăm cel. spuse cu următorul set de ex.rciţii: 
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1. Cu ajutorul definiţiei, studiaţi dacă există limita următoa-

relor şiruri şi funcţii: 

1. In2 100 4. - f(x) = r;:-- 1n 2 ~i = a .. X a )( a ,.. n o o 

2. In 2 100 5. f(x) 1n 
1t 

şi • = = cos x )( ="'2 x = a 
n o o 

In2 100 2 - X + ~ 3. a= b. f(x) = 5 - 1n x = 1 şi x == a 
n 700 - n o o 

2. DAREA FACTORULUI COMUN FORTAT. ~toda se utilizează 

adesea pentru inlAturarea nedeterminărilor de forma 
(X) -o;- , CX) - (X) , 

o 
~ • Prin scoaterea factorului comun foţat se urmăreşte obţinerea 

a cât mai multe expresii ce tind la zero. Pentru aceasta se utili-

zează frecvent următoarele trei limite: 

{: 
dacă 0.)0 

(1) Iim a 
dacă 0.=0 )( = 

)C ->"0 
x>o 

dacă 0.<0 

{ 
(X) dacă 0.)0 

(2) Iim a 
1 dacă 0.=0 x = 

x ->co 
O dacă 0<0 

{ 
O dacă x E (-1 1) 

(3) Iim n 
1 dacă 1 x = >! = 

n ->co 
dacă > 1 co >: 

Pentru a avea expresii ce tind la zero se urmăreşte aşadar: 

obţinerea cât mai mulţi termeni de forma a 0.(0, dacă - a x , cu 

x --> 00. 

obţinerea cât mai mulţi termeni de forma a a>0, dacă - a x , cu 

x -> o. 

EXEHPLE: 

l. Să sa calculeze: 
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3x 
2 + 2 7 n +9 

9
n - x + 

1. li. 2. Iim 
2 + + 5 7 n +z 9 n +1 

x ->CD X X n ->co 

2 n + 2·3n '. 3·Sn 
2

n 3
n n 

3. Iim 
+ + + X 4. Iim , x>O 

n ->CD 3 n + 3·4n + 4'S
n 

n ->co 
.,.n + 4 n 
.,;,) 

2·a n 
S. Iim b

n + 
6. 

(n 2) ! + 
lim 

(n + 1) ! 

3·a n + 4·bn (n n ->CD n ->co + 2) ! + (n + 1 ) ! 

/1'1 3 _ 2·n 2 
2 + ;t. 1 -7. Iim 

n + 

n ->co ~ n cS+ 6·n5 + 2 + ~n?+ 3·n 3 + 1 

8. Iim Ix + 2.~ 
9. 

2 1) 
Iim 

ln(x + x + 
x ->0 

12X 

10 2) x>o r. x ->co ln(x + x + 

10. Iim ix + 3·Ţ. 
11. Iim 

(x + l)· .•• ·(x Tl+ 1) 
x ->0 n+l 
x>o 

13'X rx x ->co 
'[(nx)n+ 1] 

--
+ 2 

12. Iim lnlxl 
~3. Iim 

ln(x + e X
) 

x ->0 1 In/x/ 
2 e 2X

) + x ->co ln( x + 

RASPUNS,,-,RI: 

n n 2. Dând factor comun pe 9 obţinem termeni de forma x ~ cu x 

subunitar. 

In X
2 (1 1 1 ) + - + 

2 1.) x 2 ln(x+ x + x 9. = = 
10 

2) 
x

10 (1 1 !o ) ln(x + x + 
In + + 

o x x 

21n x + In (1 + 
1 1 ) - + 
x 2 

'x = expresie care tinde la 

10ln x + In (1 + 
1 !o ) + 

o x x 

când x tinde la infinit. 

II.Să se traseze graficele funcţiilor: 

. 
1. f(x) = Iim , x > O 

n ->co 
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2. f(x) = Iim 
n ->co 

3. f(x) = Iim 
n ->co 

4. f(x) = lim 
n ->00 

5. f(x) = Iim 
n -+00 

b. f(x) = Iim 
TI -)CO 

7. f(x) = Iim 
TI ->co 

1 + x 

1 

11 + x 

2n+2 
X 

+ 
n 

+ x 

n , X 

ln(2n
+.x

n
) 

n 

(x - 1) -arctg 

+ 

> 

n-t-. 
2-ln 

n+. x x 
TI 3-1n n 

X + X 

n x 

-1 

n 
X 

8. Pentru orice funcţie raţională, nenulă, R, cu coeficienţi 

reali, avem I 

Iim 
R(x) = 1 Manual cls XII R(x+l) 

)( -) co 

3. AHPLIFICAREA CU CONJUGATA_ Se utilizează pentru lnlătura-

rea nedeterminărilor ce conţin radicali. Dacă nedeterminarea pro-

vine de la o expresie de forma: 

~u(X) - ~V(x) 
atunci amplificăm cu: 

+ (3.1) 

In scopul eliminării radicalilor din expresia iniţială. Suma din 

(3.1) se numRşte conjugata de ordin p. 

Dacă nedeterminarea este dată de o expresie de forma: 

~ u(x} + ~V(x) 
cu p - număr impar, conjugata este: 

P f 1 P f Z P f P-l 
~ u P - (x) - ~ u P - (x) -v ( x) + ••• + ~ v ( x ) 
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Un exemplu de aplicare a acestei formule "este eXRrciţiul ~ ~ 

mai jos. 

EXERCITII: 

1. Iim ( ~ x3
• 

2 x • 1 - ~ x9 _ 2 x • 
X -)CD 

2. Iim I x2
+ 1 + ./ x2 _ 2x + :5 

x -)CD x - 3 

~1 ~1 + x - x 3. Iim x 
x ->0 

i'l. + x + /1 - x 4. Iim x 
x ->0 

~. Iim 1 + ~ 
x ->-s 1 + Ţ. 

n 
mp ~n + 1 i'n 

~n + 1 ~n 

7. Iim 
n -)CD 

C·a rn + a ~ n + 1 + ••• 
o t 

a + a + ••• + a
le
= O 

o 1 

RASPUNSURI: 

1 ) 

1 

1 

+il;t'n+k 
le 

7. Se 1nlocuieşte de exemplu a = -a - a -
012 

şi se caiculea2ă k limite de forma: 

Iim ai. C rn -~ n + i ) 
n -)CD 

)" cu 

4. UTILIZAREA LIHITELOR FUNDAHENTALE. ln cele ce urmează vom 

numi limite'fundamentale urMătoarele limite.: 

(a) Iim 
a ->0 

sin a 
el 
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(b) 

(c) 

Observat ie: 

Din (a) se deduce: 

Iim arcsin a = 
a 

a ->0 

Din (o) se deduce: 

Din ( c) se deduce: 

li:. ln( 1 + 
a 

Cf ->0 

EXERCITII: 

I. Să se calculeze: 

1. '.i.m 
sin 3x 
sin 7>: 

x )0 

1 - cos 10: 
3. Iim 

2 
le -)0 x 

5. Iim sin 3x 
sin ax 

x -)11' 

j. 

a. Iim ( 1 + a) = e 

1 . , 

a ->0 

Iim 
C( ->0 

Iim 
a ->0 

Iim ( 1 
a ->co 

) a 
1 = 

aC( 1 

a = In a 

tg C( 
1 Iim arctg 

= ; 
a a 

a ->0 

1 
a 

+ ) = e 
C( 

a OI 
o 

lim a a Ct 
°ln . = a !I a a 

a ->0 o 
o 

1 - cos x 
2. lim 

2 
le -> o x 

1 
3 - cos x 4. Iim 

2 
x -)0 x 

6. Iim sin x tg x 
2 

x ->0 X tg x 

a 
1 .. 

a 

1 - cos x cos 2x 
7. l~m 

1 - cos >: cos 8. Iim 
x ->0 

9. Iim 
x -) j. 

11. Iim 
X ->0 

12 li. 
x ->0 

2 2 
X x ->0 X 

cos 11'X + 1 

(x 1)2 
10 .. Iim sin mx 

sin nx 
x ->11' 

!Ia n sin x X 

n-t-2 
pentru diferite valori ale lui n e ~ 

X 

arcsin x - arc~g x 
s 

ac 
13. Iim 

x -) n11' 

B2 

arc:sin ( tg x ) 
arctg ( sin x ) 

nx 



13 Iim 
1n(1 + x) ln(l - x) 

x -)0 
arctg(l + x) arctg(l x) 

RASPUNSURI: 

12. Notând a = arcsin x - arctg x , observAm că a tinde la zero 

când x tinde la zero, deci urmărim să obţinem 
sin a ln acest 

scop amplificăm cu 

sin a = sin(arcsin x -- arctgx) = sin(arcsin x)cos(arcţg'x) -

sin(arctg x)cos(arcsin x). 

Notând cu: u = arcsin x, v = arctg x , 

rezultă sin u,. deci 11 2 x = cos· u = x 

tg deci 1 sin 1 
x = v, cos v = , v ::II 

11 + z /1 2 
X + x 

II. Să se calculeze: 

1 
2 

[ 
2 i r ( ) 

2 
X + cos x x 

1- Iim 2. Iim 
2 

2 
cos 2x 

x ->00 X x -)0 

2 

IT 2 
ctg x 

3. Iim tg n 4. Iim ( 1 ) ""4 + x 
1'1 ->00 ->0 

[ 2 2 )+-x 
b

X ln(l 3 x
) a + + 5. Iim 6. Iim 

x 
b

X ln(l + 2
x

) x -)0 a + x ->-00 

( 
- ] 

1 
2 2 3 3 1'1 

7. Iim In x - 3.x +2. 8. - Iim' x 
1 

x -)..e 1'1 ->00 ( 3 + )31'1 
n 

RASPUNSURI: 

-6. ln. limitele 1n care apar nedeterminări cu logaritmi, se urmă-

reşte permutarea limitei cu logaritmul: 
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= iim in [ 1 + ] 
1 

1 
x 

Iim -ln(l 3
x

) 3)( lnu. -+ 2 ) 
+ = 

x -)-00 ln(l + 2 X
) x -)-00 

] 
1 

- [ x 
In Iim 1 + 3

x lrKS -+ 2 ) 
= ::o: 

X -) -00 

~] 
1 

( 1 + ) lrKS -+ 
x 

2 ) 
3

x 

= In lia [ 3
x 

= li. -x -}-OO x -)-00 In(l + 2 x
) 

= (permutăm din nou limita cu logaritmul) = 1 
----:--------- = 
li. 1:... -ln(l + 2 x

) 

1 .. 
t. -

In (1 + 2 x
) 

x 
Iim 3 

x -)-00 

1 = 

In Iim [( 1 + 2)( ) 
x -;;'-00 

III. SA se calculeze: 

1. Iim 
x -)C 

3. 

x' a 
x 

Q. a 
a 

)C -
Tl 

T 

1 
5. 1 imn (cos n - 1) 

n -) CX) 

= 

In 

x · r-- x x 3 
2 

7 • 1 imn ( }' cos ~. 1 ) 
n -)ce 

1 

Iim ( 
x -)-00 

1 = 
CX) 

9.. Iim n ( 1--::: + r;:; + 
n -) CX) 

84 

x -) -00 3 x 

-t. --
) x 

1 + 2
X 3 

= O 

2
tg x 

1 2. Iim 
" )( 

x -}O 

4. Iim n(h - 1 ) 
n -)CX) 

6. li. . 1 n-arCS1n -n 
n -)CX) 

8. Iim n( r. - 1 ) 
n -)CX) 

+ r:r;:: - p ) 



RASPUNSURI: 

aa ( x-a 
1 ) x a a 

a a 1. Iim = Iim 
x a x - il 

şi notând x - a = a, 
x -) a x -) a 

CI( 

1 
obţinem: l 

a 
Iim 

a aaln ='a = a . 
CI( 

Ol ->0 

1 

4. Considerăm funcţia: f(x) - 1 ) obţinută din il 
n 

prin inlocuirea lui n cu x.Calculăm: Iim f(x) = 
x -) c:o 

= In 2. 

Iim 
x -) c:o 

1 

2 x 

1 
x 

1 

Conform criteriului cu şiruri (vezi metoda 10 punctul c), 

avem de asemenea: Iim a = In 2. 
" " -) c:o 

5, CE'/A HARGINIT INl'fULTIT CU CEVA CARE TINDE LA ZERO. TINDE 

LA ZERO, 

(B) 

Iim b = 0, atunci: 
" " -) c:o 

Iim a 'b = O 
" n ro -) c:o 

Dacă. f este mărginită într-o vecinătate a lui x 
o 

şi 11ffi g(x) = O. atuncl llm f(x)'g(x) = O. 

1. 

x -> ~ 
o 

EXEHPLE: 

Iim 
" -)00 

= O 

x -) x 
o 

pentru că (_1)" este mărginit intre -1 şi 

1. iar 1 
n 

tinde la zero; 

2. Iim 
x -> c:o 

1 - cos X 

2 
X 

intre O şi 2, iar 
1 

2 
X 

3. Iim 
x -) c:o 

Sln x 
x = O; 

= O pentru că 1 - cos x este mărginită 

tinde la zero; 
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4. Iim 
n -) c::o 

5. Iim 
n -> c::o 

el 
n 
n 

, unde el este a n-a zeciMală a nu .. ărului n; 
n 

~ unde ~ este aproximaţia cu n zecimale exacte 
2n 2 .+ 1 n 

a nulDA.rului e; 

2
n + (_2)n 

6. Iim • n -) c::o n - 2
n 

sgn( 2 -30 + 2 ) 
7. li .. n . 

n:t- • 
, 

n -) c::o • 
sint 2 + 30 + ~ ) n 

8. li .. ; 
2 

+ 3n 5 n -)c::o n + 

9. Iim a·ctg(n·x). , 
2 

+ 2 n -) i:::o nx 

10. Iim 1 x ·arctg _. 
x ' x -)0 

11. Iim n·sin(n!) 
2 

; 
n -)CD n + 1 

12. Iim x [x] 
x 

x -) c::o 

[xl. 2 

13. Iim (-1) ·sl.n(x) 
x 

x -)0 

Indicat ii: 

4. (eln)nEiN este mărginit intre O şi 9!1 fiind format din cifre; 

5. (~JnEIN este mărginit intre 2 şi 3; 

8. HETODA HAJOR.AR!I SI HI HaRAR! 1 . (A) Dacă e~istă funcţiile 

g şi h astfel incit intr-o vecinătate a lui x să avem: 
o 

g(x) ~ f(x) ~ h(x) 

1 ia 9 ( x) -= 1 im h (x) = l 
x ->x 

o 
X -)x 

o 
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atunci Iim f(x) = t. 
)[ -»)[ 

o 

Schematic: 

f(x) ~ h(x) 

U ·1 
t <--.J 

CB) Dacă există·şirurile (b ) şi 
1"1 neN 

(c ) ~ astfel inc~t: 
1"1 nes .. 

b ::S a ::S c incep3nd de la un rang n şi 
1"1 1"1 1"1 o 

Iim b = Iim c =l 
1"1-+00 1"1 1"1-+00 1"1 

atunci: Iim a = l. • 
1"1 

TI ->co 

Schematic: 

Observat ie: 

Dacă z. = +co, se poate renunţa la h . ( respectiv la (c) 
n neIN ) ~ 

iar dacă· Z. = .-co~ se poate renunţa la g (respectiv la (bn)nEiN ). 

Această metodă este mai greu de aplicat, datorita majorărilor 

şi minorărilor pe care le presupune. Acestea trebuie să ducă la 

expresii cit mai puţin diferite de forma iniţială pentru a nu mo-

difica limita. 

Amintim citeva procedee, dintre cele mai frecvent lntâlnite, 

pentru obţinerea şirurilor 

1. Punem in loc de toţi termenii şirului 

mic dintre ei ( pe cel mai .ma.r-e ). 

Exem.pl.e: 

a} a = 
1"1 

1 + 
1 
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, 

b) a = 
n 

Ras pu.T'l.Sur i : 

a) 1n suma 

1 
+ 

care e>:primă 

1 
+ ••• + 

1 

şirul (aJneIN există un cel mai mic 

termen, 
1 cel mai termen, 1 Apli-, Şl. un mare . 

cind 

a :S 
n 

a ~ n 

deci 

'1 2 n + n 

procedeul 1. , 

1 
+ 

1~2+ 1 

1 
+ 

I 2 -(n + n 

a --) 1. 
n 

avem: 

1 

/ 2 
..ţ n + 

1 

I n Z
+ 

I n 2
+ 1 

1 n 
) + ... + = 

1 I n 2
+ 1 I n

2
+ 1 

1 n 
+ ... + = --.> 

n I n
2

+ n I n
2

+ n 

2. Minorăm ( maJorăm ) termenii ce formează şirul a cu ace
TI 

eaşi cantitate. 

Exempl.e: 

a) 

b) 

a = 
TI 

a = 
n 

Ras pu.T'l.Sur i : 

+ 
sin 

2 
n + 

+ 

.-, 
-:.. 

+ '" + 
2 

+ ••• + 

sin fi 

2 
n + n 

sin n" 
2 

n + n 

a) De data aceasta nu există un cel mai mic ( ~el mai mare ) 

1 

1 

termen 1n suma ce formează şirul a • Aceasta datorită faptului că 
TI 

funcţia f(x) = sin x nu este monotonă. Ţinând cont că avem: 

-1 < sin x :S 1 putem majora inlocuind peste tot sin >: cu 1.0bţinem: , 

:S 
1 1 1 1 .... O a + + ... + = --/ 

n 2 
1 

2 1 2 
1 

2 
1 n + n + n + n + 

Analog,putem minora inlocuind peste tot sin x cu -l,apoi aplicând 

primul procedeu rezultă: 

88 



-1 

deci a --> O. 
1"1 

+ 
-1 

+ ••• + 
-1 

= 
-n -----> O 
2 

o + n 

3. Minorăm (majorăm) renunţând la unii termeni ce formează 

şirul a 
n 

Exem.ple: 

a) il = 
n 

ti) a= 
n 

r:;lP+ 

r:; 1 n+ 

Raspunsur î: / 

2 P + · . . + n P 

2 n
+ · .. + 

n 
n 

b) il ~ ~ nn = 
n 

n -->co , deci a -->::0 
n 

EXERCITII: 

1. Să se calculeze limitele şirurilor: 

1. a = 
n 

2. a = 
1"1 

3. a = 
1"1 

1(j1 + 

J,(j1 + 

1"1 
t 21< 

kt~ g--
2 o 

k 
1 ) 2 

n 

1<2 

1 ] s 
n 

4. a = Ib2 
+ b2 

+ . . . + b
2 

1"1 1 2 k cu 1 < b < b < ••• < b ... 
1 2 ... 

s. a = Ibn 
+ b

n 
+ · . . 

1"1 -, ~ Z 

Raspuns-ur î : 

JJj1 k ) 1. + ·2 
.0 

+ bl"l cu k 

k 
1"1 

.t'j 
n 

= 

1 + 

b> O 
1. 

2 

k 
2 o 

i eTŢ 

= 



= 
1 n k 

7 lcf~ -;--:;:::::====
k 

Majorăm utilizlnd cel mai mic şi cel 

1 + 
2 

n 

mai mare numitor. Obţinem astfel numitori comuni pentru sumă. 

. 2k 
Sl.n ---

2 

3. tg ~ = 
2 

n 
21< 

cos--
şi se fac minorări şi majorări uti-

n n2. 

liz3nd cel mai mare şi cel mai mic numitor. 

7. EXERCITII 1 N CA~E APAPL PARIEA INTREAGA. Cele mai 

lnt3lnite metode pentru rezolvarea lor sunt: 

(A) Metoda majorării şi minorării utilizând dubla 

inegalitate: a-l < [ a ] ~ a (3.2) 

cu ajutorul căreia se incadrează funcţia ( şirul ) a cărei limită 

trebuie calculată intre două f~ncţii şiruri care nu mai 

conţin partea itreagă. 

Utilizând acest procedeL' când est~ vorba de funcţii, de cele 

mai multe or1 limita ~u sa o~ţine direct, ci cu ajutorul 

limitelor laterale. 

E:x~mpl.ti. pentru calculul limitei: 

procedăm astfel: 

2 
X + Iim 

)! -) - 2 

2x 
7 

(a) Utilizăm inegalităţilR (3.2) pentru A obţine expresii ca 

nu conţin partea intregă: 

5 - 1 
- 6 

2 
X - )( 

2 
)( -

5 ] < 
x - 6 

5 
2 >: - )( - 6 

(b) Pentru a obţine funcţia a cărei limită se cere, amplifi-

cAm inegalităţile precedente cu 
2 

X + 2x • _ 
--~7~---' ~1nând cont că: 

- la stânga lU1 -2 avem: > 0, deci: 
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'. 

x Z + 7 2x (-X-2----~-----6- - 1 ) ( 

2 
X + 2x 

7 

2 
X - X - 6 

2 

la dreapta lui -2 aveau X + 2x 
7 

(O!J deci: 

x

2 
+ 7 2x (-X-2---'~---6- - 1 ) ) 

) 
2 

X + 2x 
7 2 x-x-6 

(c) Trec3ng la limită 1n aceste inegalităţi (metoda aajoră-

rii şi minorării), obţinem limita la st3nga: l (-2) 
il 

2 "" T şi li-

mita la dreapta: ld(-2) = ;, deci l. = 2 
7 8 

(B) Dacă nu se poate utiliza dubla inegalitat. (3.2), 

pentru Iim f(x), cu n e Z, se calculează direct limitele latera
x ->n 

le, ţin3nd cont de faptul că: 

dacA xo---)n cu x < n, atunci [xl = n - 1. 

dacă x ->n cu )( > n, atunci [xl = n. 

Exempl.u. Pentru lim (- l[Xl)/(x - 1) nu putem folosi (3.2) 
n-+(X') 

deoarece expresiile ce se obţin pentru calculul limitelor laterale 

nu au aceeaşi limitA.De aceea utilizăm faptul că la stânga lui 1 

avem [xl = O, iar la dreapta lui 1 avem 

Z. (1) = • 

ROezul tă l. - -a:) 

Iim 
x -> ~ 
x>1 

(_l)[X] 

x -1 

(_l)(Xl 

x -1 

== lim 
x -> ~ 
x<i 

= Iim 
)( -> '-
X.>i 

[xl = 1,deci: 

1 = -a:) 
x 1 

-1 
= -c::o 

x - 1 

(e) Dacă )( -->c:o putem inlocui [x] ţinând cont că pentru 

x e [m,m+l), .avem: [xl = m ( evident, x --)a:) implicA m --)a:) 

(Xl 

Exempl.u: Iim ( 1 + 1 ) (xl+C-t> 

x -)a:) [}(]+ (-1) [xl 
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Variabila x care tinde la infinit e5te sigur intre două numere 

intregi consecutive: m ~ x ~ m + 1, deci: 

(xl 
1 [x]+<-1) 

~ ( 1 + ) 
[x]+(-l)'X) 

)lft+1 

Iim ( 1 + 
1 )m Iim ( 1 + ! Jm+1 = = e m + 1 

m -) c:o m -) c:o 

EXERCITII: 
2 

I. 1. Iim x - 5x - 6 [ 8 ] x -)3 4 2 8x + 15 )( -
)(2_ 9>t 8 

2 

] 2. 
+ [ x - 3)( + 2 Iim 

2 1 )(2_ 12x + 32 x -)c:o )( + )( + 

3. Iim [. 5 ]"t x x -)0 sin x 9 

4. Iim x" [ 3sin ~ + cos x ] 
x -> o Sl.n x 

5. Iim [ 5x + 3 ] 3x 
x ->0 sin 2x "tg-y 

6. Iim )(2[7-] x ->0 

[x] 2 [n 2 x) + (2 xl + . . . + 
II. 1. 'Iim 

3 
n ->co n 

2. Iim [xl + [32 xl + [52 x) + ... + 2 [(2n-1) xl 
li 

n -> c:o n 

[x)'+ [2Jc x 1 [n le x) + + 
3. Iim 

Jc+1 
n ->co n 

[x)"1! + [2x)"2! + . . . +[nxl"n! 
4.· lim (n + 1 ) ~ 

n ->co 
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8. UTILIZAREA DEFINITIEI DERIVATEI. După cum se ştie, deri-

vata unei funcţii este: 

g'(x ) = 
o 

Iim 
x -) x 

o 

g(x) g(x ) 
o 

x - x o 
(3.3) .. 

dacă această limită existA şi este finită. Ea poate fi utilizată la 

(A) !nlăturarea nedeterminărilor 
o O pentru 1 imi te 

de funcţii ce pot fi scrise sub forma: 

g(x) 
Iim 

x -)x x 
o 

g(x ) 
o 

x o 
, 

~o fiind un punct in care 9 este derivabilă. 

Exem.p1.ti. Iim 
x -> a. 

x a. 
a - a 

x - a 

g(a) = a. a şi limita devine: 

Observăm că notând g(x) x = a , avem 

Iim g(x) -g(a) .Această limită are valoarea g'(a) deoarece 9 
x -> a. X - a 

este o funcţie derivabilă in a. 

Am redus astfel calculul limjtei date la calculul valorii 

g'(a)~ calcul ce se poate face deriv~nd pe 9 : 

g'(x) = aXln a, deci g'(a) = ao,ln a = 1.. 

Observatie: . această metodă poate fi utlizată astfel: ufie 

a. g'(a) = a in a = 1.. Nu recomandăm 

însă la examen acest mod sintetic de redactare a rezolvării deoa-

ece el ~~ate ind~ce in eroare pe examinatori. De aceea detalirea: 

"Ot>~ervăm că notid g(x) = . . . , avem g(a) = ... şi limta devi-

ne •••• = g'(a) deoarece 9 este derivabilă in a •••• " este mult 

mai indicată. 

(9) Calculul limitelor de şiruri, prin intermediul unor 

funcţii ataşate~ Funcţia ataşată şirului, de data aceasta, nu se 

obţine prin inlocuirea lui n cu x, in expresia lui a deoarece pen-
. n 

tru x ---------~. 00 nu putem calcula derivata,ci prin inlocuirea lui 

n cu 1 ( ceea ce duce la calculul derivatei 1n zero). -x 
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~-
'(;: 

~xe1r.pb.!.. Pentru Iim n(h - 1) '. considerăm funcţia 

TI -) c:o 

f(x) = obţinută pr1n inlocuirea lui n cu 1 
x 

in expresia 

lui a . Calculăm fim f(x) • Pentru aceasta observăm.că notind 
TI 

)( -> o 

avem g(O) = 1 'şi limita devin.: Iim 
x ->0 

g(x)'- g(O) 
x - O 

~ g' (O) deoarece 9 este o funcţie derivabilă In zero. Avem: 

= 

g'(x) = 2)(ln 2, deci g'(O) = In 2 .Atunci conform criteriului cu 

şi~uri ob~inem Iim a = In 2. 
• TI-+CXI n 

EXERCITII: 

-rx - 1 sin x I. 1. Iim 2. Iim x - 1 x 
x -) i )( -)0 

sin - f2 x 
3. Iim In >( 

4. Iim 2 
x - 1 17: 17: 

)( -) t x -) X - 4" • 
arctg 17: 2 

X 4" 9
ain x 

3 -
5. lim 6. Iim 

1 
17: 17: 

x -) i X - x -) x 4"" 4 

sin 1 X'cos x - '2 cos x + 1 7. lim 8. Iim 
x 17: 17: 17: 

x ->17: )( -) X - 4" 4 

II. Pentru a > O să se calculeze: 

x o. )( o. 
x a x x 

1;. lim a a 2. Iim a a 
x - a x - a 

x -) o. x -) o. 

x19 x 
x

lg o. x
lg x 19 o. 

Ir~ 11' - x 
3. Iim 4. Iim a;o! 

x ăt 
, '"2 

x -) o. x -) o. sin bx - sin ba 

i 2 2 

( 
X 

b
lC e lC 

) 
- x 

b
X 

5. Iim a + + lC a 
3 6. Iim 

x -)0 x -)0 ( aX b
X )2 

logbX log x 
7. Iim o. 

)( ->0 X a 
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Raspuns: 

4. !mpărţim şi nu.Arătorul şi numitorul cu x-a. 

III. Să se arate că nu putem utiliza definiţia derivatei pentru 

calculul limitelor: 

Iim fX- cos x - 1 1 2'arc_in x 
1- 2. Iim -In 

)( -) CI X )( -). Z fl 

:: >0 )(>i X 1 

IV. 1. Iim n( Te - 1 ) 2. Iim h- 1 

1'1 -> (X) 
1'1 -> (X) h- 1 

3. linv'n ( ~ + ~ - 2 ) 
i 2 

1'1 -) (X) 

4. Iim n( ~+ ~ + • a _ + ~ aJc - le. ) 
t 2 

1'1 -}CO 

[ r.-~ r 5. Iim • 2 > O cu 8
1
,8

2 
n -)CO 2 

[ ~ + r.- + +~ r.eu 6. Iim 
1 2 k , aJc>O a ,a , . . . 

k 
i" Z 

1'1 ->co 

7. Iim 
n ->CD In n 

K.a5 punsur i : 

2. Considerăm funcţia: f(x) = 
2)( 1 
----, obţinută inlocuind In 
3)( 

expresia şirului a pe n cu 
1'1 

1 
x· 

1 

CalculA iim f(x). Pentru a utiIi
)( -)0 

za definiţia derivatei, lmpărţim şi numărătorul şi numitorul cu x~ 

deci: 

1 

f(x) = 
1 
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Observăm că notind lC g(X) = 2 , avem g(O) = 1 şi limita de la nu-

mărător devine: Iim 
lC -) o 

g(x) g(O) 
x 

= g' (x) deoarece 9 este deri-

vabilă In zero. 

g' (x) = 2 lC ln 2, deci con for. criteriului cu şiruri t = g' (O) = In 2 
1 

Analog, not3nd h(x) = 3
x

, limita de la nuaitor devineJ 

Iim 
x ->0 

..;..h....;(....;x~) __ h_{.;...O....;)_ = h' (O) 
x 

deoarece h esta darivabilă in zero. 

deci, conform criteriului cu şiruri, 

In 2 

t = h' (O) = 
z 

= In 3, iar 1 = In 3 . 

s. Limita conţine o nedetarminare de forma l
cc

, deci aplicăm mai 

Intii metoda 4: 

2 f= Iim Iim [ 
T'I -)CO T'I ->cc 2 

r.+ rz - 2 
2 n-

2 

[1 + 
t:: + rJa: - 2 ) r.+ rz- z 

= Iim = 
T'I -)CO '> 

.L. 

t:: + rJa: - 2 
1 im n ~---....;..-----
n ->co 2 = e 

Considerăm acum funcţia f (x) = ~ (a; + a: - 2 ) obţinută in-

. locuind pe n cu 1 l - d - C 1 Iă - n e>:preS1a e ma1 sus a cu m Iim f(x). Pentru 
x -)0 

x. 

aceasta, observăm că notind 

mita se poate scrie: Iim 
x -)0 

derivabilă 1n zero. 

g(x) 

g(x) 

x 

Conform riteriului cu şiruri: 
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x x = a .+ a avem 
1 2 

g(O) = 2 şi li-

g(O) = g' (O) deoarece 9 este 

deci g' (O) = In a + In a 
1 2 



Iim n ( 1 a~ + 1 a-; - 2 ) = In(a a ), iar limitA iniţială 
t 2 

n -><:0 

este lat' CSz 

9. UTILIZAREA TEOREHEI LUI L'HOSPITAL. 

Teorema.. ~1'Hospital ( 1661 - 1704 »Dacă funcţiile f şi 9 

indeplinesc condiţiile: 

1. sint continue pe [a,b] şi derivabile pe (a~b)\{ 

2. f(x) = g(x ) = O o o 

3. g' nu se anulea~ă Intr-o vecinătate a lui x 
o 

4. existl. Iim 
f' (x) 

= el finit sau infinit 
,)( ->)( 

g' (x) 
o 

Atunci există Iim 
f(x) 

= g(x) el . 
x -) X 

o 

Această teoremă se poate utiliza la : 

x } o 

(A) Calculul 11mitelor de forma: Iim f(x) 
g(x) când acestea con-

ţin o nedeterminare de forma o 
O sau 

)( -»( 
o 

c.o -. c.o 

(B) Calculul limitelor de forma Iim flx) "g(x) când acestea 
x -) x 

o 

conţin o nedeterminare ~"O. 

Această nedeterminare poate fi adusă la forma (A) astfel: 

Iim f(x) "g(x) Iim 
f(x) (nedeterminare de forma ~ = 1 co 

x -) x x -»( g(x) - o o 

Iim f(x)'g(x) Iim 
g(x) 

( nedeterminare de forma O 
= O 1 

x -) x x -»( 
f(x) o o 

Observat ie: uneori este esenţial dacă scriem nedeterminarea 

co sau, -. co 
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-~ --
1 

z 
Exem.p~'U; Iim x 

-8 
Z 

)( ->0 X 

1 
Dacă scriem Iim -g 

2 
X ->0 X 

-1 

2 
x 1 -::: .. :'. i7l 

:~ ->0 

k 
---- e 

e 

-~ 

2 
x 

2 
X 

-1, 

(nedetarminare ~) 
O 

şi derivă-ro, obţtnem~ 

3 
}t 

= Iim 
x ->0 

e (nede-

terminare ~e forma 

x ->0 2x 
<6 

X 

cu gradul numitorului mai mare) 

Dacă punem in evidenţă nedeterm1narea 
(;O 

-;;- : 

Iim 
x ->0 

(C) 

1 
2 

X 

-1 

1 irr: 
X -'>0 

e 
z 

x 

$1. obţinem t = O. 

Calculul limitelor de fcrm~ Iim ( f(x) - 9(x) ) , 
le -) X 

o 

nedeterminare ~ - =. 

cu 

Această nedeterminare poate fi adusă la forma (B) dând factor 

comun forţat pe f(x) sau g{x). 

Avem, de exemplu: 

1 im ( f ( x) - 9 ( x) ) = 1 im f ( x) . ( 1 -
le -) X X -) X 

o o 

x ->x 

g(x) 

f{x) 

f(x) ____ 0_> ce dist.ingem două ca-zuri: 

- dacă Iim (1 
x -)x 

o 

g(x) 

f(x) ) = Ci ~ O ( adicA 

) şi cum 

Q(X) 

f(x) 
nu tinde 

la 1 ), avem: Iim ( f{x) - q(x) ) = c:;:-a ::: co-sgn a = ± co • 
)C -) x 

- dacă li. 

o 

f(x} 
g(x) 

= 1 , nedeterminarea este de forma (B). 



(D) 

minări 

Calculul limitelor de forma .. 

o 
co 

1 im f ( x) 9(x> !I cu nedeter
x ->x o 

Aceste nedeterminări pot fi aduse la forma (e) utilizând 

formula: 
log A 

a 
A = a care pentru a = e , de exemplu, 

devine~ A e ln A d . = ,ec'-: 

1 i m f ( x ) gCx> :::; 

x ->x 
o 

Iim 
x ->x o 

In f (x) gex) 
e = e 

Iim g.(x)·lnf(x) 
x ->x 

o 

Ultima limită conţine o nedeterminare de forma (C). 

Pentru şiruri această metodă se aplică numai prin intermediul 

uneia din cele două funcţii ataşate şirului ( obţinute prin 1n10-

cuirea lui n cu x sau prin inlocuirea lui n cu 1 -- in expresia lui x 

a ). Conform criteriului cu şiruri rezultă că limita şirului este 
n 

egală cu limita funcţiei ataşate. 

Atentie: inlocuind pe n cu x calculăm limita la co , 

..!..ca1cu1ăm limita in O. 
x 

cuind pe n cu 

EXERCITII: 

1. Calculaţi: 

o.x -20.x 
1. Iim 

x ->0 

e e 

ln(l + x) x -> co 

log x a 
le 

x 
, 

iar inlo-

dacă a > 1 

( un polinom creete mo." reped. 
1.0. i. ne i. nit dac:a.1. un 1. ogari. t. m > 

x 
3. 1 i ma:::;.CD, dacă a > 1 

le 
x ->co x 

( un po1.i.nom create mo.i. incet lo. 
ţnfin"t decât o exponent.io.lo. ) 

4. 

5. Iim 1n(1 + sin2 x) "ctg ln2 {1.+ x) 
x ->0 
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Iim ( 
x -> 1 

1 1 ) 
In x x 1 



6. Iim >: tg x 
A sin x 

x -)0 

8. Iim ( sin rg x 
rr 

x -) -z 

10. Iim 
1 n-sin -n 

1"'1 -) co 

[ n ... 
12. lim r. + e I 

1"'1 ->co .,; 

x 

1 

n 

tn x 
7. Iim a 

x -> i In x 

9. Iim n- (Te 
n ->co 

11. Iim n 
1"'1 

n ->co e 

x 

- 1 ) 

II. Arătaţi că nu se poate aplica regula lui l'Hospital pentru: 

Z 1 
x sir. -=- sin 1. lim x r') Iim 

)( )( 

sin 
..:;.. 

+ x x cos x 
x ->0 )( ->co 

Raspuns: 

1. Pentru f(x) 2. 1 = x Sl.n -
)( 

şi g(x) = sin x avem: 

Iim 
x ->0 

f' (x) 

g' (x) 
Iim 

:le ->0 

.., . 1 .... x·s1.n -
x 

cos )( 

1 cos
x - nu există~ deci nu 

este lndeplinită condiţia 4. din teoremă~ Totuşi limita poate fi 

2. 1 
>: S1.n

)( 
calculată observâsd că: lim = lim 

. 1 -.,---- . x . Sl.n - :: 
sin }: x 

x 

x ->0 sin x )( -> o 

= 1·0 = O. 

to. uTILIZAREA CRITERIULUI CU SIRURI C CRITERIUL HEINE :> 

EnuntuL eri. tertul.ui.: 

lim f(x) = l. <=> 
x -»)( 

o 

a) x 
n 

b) x e O 
n 

e) x ~ x 
n o 

[ 

> x 

v ( 

o 

x 
TI 

cu proprietăţile: 

rezultă Iim f(x ) - l. 
n~CIO n ] 
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Acest criteriu nu poate fi folosit pentru lnlAturar •• nedet.~i-

nărilor deoarece şirul ("n J .... din Itnunţ. este oarecar.,deci .,..if1-

cand ~irurile,(un nu.Ar infinit d. ,iruri) nu put .. 1nlAtura nede-

(A) Calculul limit.1or ca nu ca-ţin nRdeter.in&ri. 

Ex.mplu: SA se arate, utilizand criteriul cu şiruri, cA: 

3" + 5 
2x + 3 

11 
= --r 

cu proprietăţile: ., x > 2 
n 

b) x n e IR\{ : } 

c) x tii 2 
n 

=} li. f()( ) :1: 
n 

11 
-=r 

n -)CO 

'b~ fle ( X J un C!ir oarecare cu proprietA-. n n4lO4 ~ 

ţile a),b),c) 

faptul că 

Iim 
n ->co 

3'2 + .. 
2'2 + 

,c~ 1n li. f()() utiliz~ p~opri.tAţile ~.
n 

n ->cc 

11. )( .. x . : 
n o 

n ->co 

3-x + ~ 
li. ( 3x + 5 ) 3'11. " + 5 . n " -n n ->co n ->CI) 

3 = :1: • 2'x+ li. ( 2x + 3 ) 2'11. " .. 3 n 
n ft 

n ->co n ->CD 
5 11 
! 

.. --,- . 
(8) Pentru a arAta cA o funcţie nu .ra 1i.itA lntr-un 

punct. 1n acest scop put~ proceda •• tfel: 

1.. gAsi. douA şiruri: . ( )(n JnEIt $1 (Y n)""" cu propri

etăţile a),b),c) ,i astfel incit: 
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li .. f(x ) ~ lia. f(y ) 
n n 

n -)cc n ->c::o 

sau: 

2. găsim un singur şir cu prdprietăţile a),b)~c) şi astfel 
B 

lnceit Iim f(x) nu există. 
n 

n -) CX) 

Exemp~'U: nu există Iim 
x -) CX) 
ţ 

sin x 

1 fie 2nn şi 2nn + n . x = Yn 
::a - . 2 D n 

a) x > Yn 
> . a':I c::o , 

1'1 

b) x ,Y E lR 
1'1 n 

şi Iim f{x ) = 
1'1 

Iim sin 2nn: == O , 
1'1 -> c::o n -) a':I 

Iim f(y ) Iim sint 2nn + 2.!...) 
- n 2 

n -) CX) 1'1 -> CX) 

Deci limita nu există. 

2 fie nn Avem: . x == "2"" • • n 

a) x > CX) 

n 
b) x E lR 

n 

şi 1 i CIt 
. nn 

Sl." "-'2 nu există. 
TI ->ce 

Avem I 

= 1. 

(e) Criteriul cu şiruri se poate utiliza In calculul limitelor 

de şiruri astfel: 

Ca0 fie f(x) funcţia ataşată ~irului, prin inlocuirea~ de 

exemplu, a lui n cu x 1n expresia lui a 
1'1 

(sau a lui n cu .1 ,dar --x 

atunci calculăm Iim f(x) ) 
x -)0 

~b~ calculăm Iim f(x) = ~ 

x -)CO 

(rspectiv Iim f(x». 
1'1 -+0 

~c~ conform criteriului cu şiruri Iim f(x) = l: lnseamnă: 

pentru orice şir ( xl' )nEfN cu proprietăţile: a) x ---> ce l' 

avem li. f(x ) = l. 
1'1 

1'1 ->ce 

ObservăM că şirul 

- b) x e lI) 
1'1 

x = n lndeplineşte condiţiile a) si b) 
n 
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in plus, pentru acest şir avem: f (x ) = a deci Iim a = 
n n ' TI 

TI -> c:o 

Iim f(n) = L 
n ->co 

EXERCIT! 1: 

I. Utiliz~nd criteriul cu şiruri să se calculeze: 

1. Iim 4x + 5 

x -) ~ 2x2
- 3 

2~ Iim ( 12x + ..., afctg )( ) ~ 

x -) t 

3. Iim ( ctg x + )( ) 
1l 

4. Iim 7 cos x 
)( -) - x -)0 

2 

5. Iim 13)(+ 9 
.( -) 3 

II. Arătaţi că nu există: 

1. Iim cos x 2. Iim tg x 
x ->co 'X ->co 

7 Iim s:i.n x 
v. e 4. Iim /1 z + sin x 

x -)co x ->co 

5. Iim 2'sin x + cos x 
3 + cos 2x b. lia ( x - [xl ) 

x' -> c:o )( -)QO 

7. Dacă f are limită la stânga, (dreapta) 1n x o' atunci: 

L (x ) Iim f(x ~) (respectiv 1. (x ) Iim f{x 1 = = + -) . 
d o ~ o o n o n 

T'I -)CO T'I ->co 

Manual cls XI ) 

8. Dacă Iim f(x) = 1. ,atunci Iim f(n) = 1. , dar nu şi 
T'I -+00 n -+00 

reciproc. 

9. Nu există Iim f{x) dacă f: ID 
x -) c:o 

-----> ~ este o funcţie 

periodică o.constantă. Consecinţe: nu există Iim sin x , 
x -)QO 

Iim cos x , 
n -)0::1 

Iim tg x , 
T'I -) c:o 

Iim ctg x • 
x -)CO 

Raspuns: 9. Acest exerciţiu este generalizarea exerciţiilor 

1.- 6. • Pentru rezolvare, explicităm ipoteza: 
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1 ~riodică <-> 3 T > O v )C E 10, 1(x + T) = 1(x) 

1 neconstantA <a> 3 a,b e fI) 1(a) ,. 1(b) 

utiliza acWR _toda 1 • Şirurile )( -a + nT , y = b + nT • n n 

indeplinesc &:ondiţiile a) $i -b), iar I 

f 

Iim 1(x ) = li. 1(a + nT) = li. f(a) =- f(a) 
n 

n -)cc n -)CC n -)CC 

li. f(y ) = li. f(b + nT) - li. f(b) -f(b) 
n n -)cc n ->cc n ->cc 

, 9 , fog , g01 pentru. 

2 
C 2x + 3 Q 

f 
x x E 

=- f )( E 

1. 1(x) = 
2 IR\C 

g(x) 3x + 1 fR\Q x E x E 

n sin x Q Q 
2 f x • 

f "2 x e 
2. 1(x) g(x) = cos x X E IR\Q n 

3. 1 ()c) = 

Raspuns: 1. 

2 
x 45 IR\Ct 

f 
~ x E C 

f 
1 x E Q 

g(x) = B x E IR\C -1 x E IR\Q 

fie x E fI) = IR oarecare. Studie. dacă 1 are limitA 
o 

1n x
o

• Pentru aceasta observă. că esta eset1ţial dacă (x
n 

)nEIN 

este raţional sau iraţional •. Considerăm .ai lnt~i situaţia c~nd 

$irul (xn)nEfH este format doar din puncte raţionale (sau doar 

doar din puncte iraţionale). 

Fie ( X 
n 

b) ,c) • Av .. : 

)n4!IN un şir de puncte ra~ionale cu proprietăţile a), 
! . 

li. f(x ) = 
n 

n ->cc n -)cc 

2 = X o 

. Fie (Y n)nEIN un $ir de puncte_ iraţionale cu proprietăţii. a), 

li. 1(y ) - li. 2 = 2.Deci funcţia nu are li.ită 1n 
n 

n -)0;) n ->cc 

orice punct x pentru car. x2 
" 2,adică x "±2.Pentru)C. a '"/2-' 

O O O O 

considera un $ir oarecar. (x) cu proprietăţiI •• ),b),c).El 
n nEN 
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se descompune in două subşiruri: (x') format doar cu termeni 
n nEN 

raţionali şi (x') doar cu ter.eni iraţionali.Deoarece 
n nEN 

Iim f(x') = Iim (x')z =(t2-)z = 2 şi Iim f(x") = Iim 2 = 2, 
n -+00 n n -+00 n n -+00 n n -+00 

deducem că Iim f(x) c 2.Analog pentru K ,. -t2- • 
'x -+-Iz-

METODE SPECIFICE PENTRU ŞIRURI 

11. ORICE SIR HONOTON SI HARGI NIT ESTE CONVERGEHI'. Aplicarea 

acestei metod~ revine la studiul monotoniei şi mărginirii, iar 

pentru determinarea limitei- se trece la limită 1n relaţia de recu-

renţă A şirului respectiv. Dacă iniţial nu este dată o astfel de 

relaţie~ ea se poate obţine la studiul monotoniei. 

Exemplu: 
n! 

a = --
n n n-

~aJ Pentru studiul monotoniei şi mărginirii nu putem aplita 

metoda fun"cţiei ataşate ( f(x) = 
x 

X 

nu are sens ). Utilizăm 

metoda raportului (incepem cu studiul monotoniei deoarece 

(1) dacă şirul este monoton, cel puţin jumătate din problema măr-

girii este rezolvată, după cum s~a mai arătat; (2) dacă şirul nu 

este monoton nu putem aplica metoda deci nu mai· studiem mărgini-

rea. 

Avem deci: 
(n + 1)! 

a (n + 1)n+t. n 

( )n 1 n+t =- n n > < 1 ,. = a n! 1)n n + 1 n->CD e n (n + n n 

Deci şirul este descrescător. 

~b') fltărgin i rea Fiind descrescător şi cu termeni pozitivi 
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şirul este mărginit intre O şi a • Există deci t ~ Iim a • 
•. n 

n -).c;c 

CCJ Pentru calculul lui t observăm că la studiul monotoniei am 

obţinut relaţia de recurenţă: 

a 
n+1 

a 
n 

<=> a Mi = an ( n : 1 ) 

n 

Trecând la limită in această egalitate obţinem: 

1 
t = 1.' - <"=> e • ' 1. == o. 

EXERCITII: 

1. 2 n 

a = 
n (n! )2 

l' 3' S' •••. (2n - 1) 2. a = 
n 3n'n~ 

/2 3. a = + 12 + . . . + -(2 - n radicali 
n 

( 2 7 
2 2 ) 4. n n + a = 

2~ 
+ 

3~ 
+ . . . + + 

n n: n~ 

7 7 7 
+ + + 

2 

5. ( a = -y:-a- e •• 
n 8·15 (7n - 6)' (7n 

n 
2k 3 

k~~ 
+ 6. a = 

Sic n 

, n 2: 2 

+ 1) ) + 
7n 

7. 1 + 1 + + 1 unde ( b 
)nEtN 

indeplineşte a = b b •• a Il , 
n n 

t. Z n 

condiţiile: a) li .. b= CX) 
~ b) b ( n n 

n -)CX) 

8. 1 1 a = + + . . . + 
1 

n -fT -f2 ro 

9. 1 1 1 a = + + ... + 
n 

~ h .Yn 
Raspunsuri: 

. 
3. Se observă relaţia de recurenţă: 

10b 

b b 
n+1 

a = 
n+1 

n ) ~ 1. 

+ a 
n 

1 
+ 1 



a) Monotonia: a '- a = /2 + a - a 
n+t n n n 

Pentru a compara acea-

stă difer&rtţă cu zero, facem o alegere, de exemplu a 2: an' pe n+t 

care o transformăm prin achivalenţel 

a 2: a <=> 
n+t n 

a 
n 

2: a 
n 

<a> 2 + a 
n 

<=> 

2 a 
n 

a -2:S0; 
n 

2 
X - X - 2 = O => x = -1, x = 2 

t 2 

Deci a ?! a <=> a e (-1 , 2). 
-n+t n n 

Am ajuns astfel la concluzia că şirul este crescător dacă şi 

numai dacă este mărginit intre -1 şi 2. Avem, evident a > O > -1 , n 

deci mai trebuie arătat că a < 2. Această inegalitate o demons
n 

trăm prin inducţie: 

Verificare: P( 1) : 

P(n) => P(n + 1)0. 

P(n + 1): 

,<=> a $ 2. 
n 

a :S 2 
n+s' 

P(n): a=!:2 
n 

a :S 2 <=> 
1 

<=> + a 
n 

:S 2 

( adevărat ). 

<=> 2 + a=!:4 <=> 
n 

Deci am demonstrat monotonia şi mărginirea'. Există deci 

L= Iim a • Pentru determinarea lui l-trecem la limită In relaţia 
n 

n ->co 
;. 

de recurenţă ,(de data aceasta o astfel de relatie este dată ini-
l 

ţial): 

+ a 
n 

=> Iim a = 
n+1 

n ->co 
Iim 

n ->co 

=> l2= 2 + l => l = -1 sau l = 2 

bil, deoarece a > O, deducem l = 2 • 
n 

+ a 
n => 

Cum l = -1 este imposi-

Descompunem fracţia lntr-o diferenţă de termani 

consecutivi: 

= 
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Pentru determinarea celor patru pArametri: 

a) ut~lizăm metoda identificării şi 

b) _ pune. condiţia ca termenii di~ membrul drept in (3.4) să fie 

con secu ti vi. 

A) 2k + 3 !! 5Ak + 58 - Ck - D <=> 

<a> 2k + 3 = k(5A - C) + 5B D 

b) numitorii sint consecutivi, deci punem condiţia ca şi nuaără-

torii să fie in aceea~i relaţie de"consecutivitatel nu.itorul pri-

mei fracţii se obţine 'din numitorul celei de-a doua-prin inlocuirea 

lui k cu k-l, deci şi itre numărători trebuie să avem aceeaşi rela-

.ţie. 

A·k + B s C(k -1) + D 

<a> A·k + B ,. C·k + (D - C) 

Aa obţinut. astfel sistemul. 

SOluţia: A = C = 1 
cu "2 
Rezultă: 

a = 
n 

~ 2k: 3 
k-.. 5 -.t [ 

-
1 3 

î -Zk - T 
: k-A 

It .. - ~ 

1 
-n 

••• + 
2 -

3 
T 

, 

5 

~·8 

B = 

+ 

5A C 

58 D 

A = C 

B = D 

-3 
"8 , 

= [ 

.9 

.. 
,. 

2 

3 

C 

D ,. 

1 

8 
+ 

1 
8 

/ 

1 

~·8 
+ 

+ ••• + 

1 yn 

1 = B , prin ur.are 1 
l=- B. 

n -)ex> 
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7. Avem 1 
~ 

1 1 
b b -b- , 

1"1 n+. n 

deci a ~ (b - b ) + (b b 2) + . . . + (b b ) = n 2 • 3 n+s. 1"1 

8. Se aplică concluzia de la 7. 

II. Studiaţi-convergenţa şirurilor definite prin: 

5-a + .." 
~ 

1. 1"1 dat. a = cu a 
n+f. a o 

n+f. 

2. 2 2-x + 2 dat. x = x - , cu X 
n+s. 1"1 n f. 

X 

3. n 
) O dat. x = , cu X 

n+Jr 1 + 2 i-n-x 
n 

4. ; -( + 
O{ ) a= a , cu a 

1"1 n-S. a o 
n-f. 

a 
5. x n-f. [O 1] a = "2 2 

, cu x e , 
1"1 

6. x = 
2-a-x 

n-t 
~n a + x . cu a,xo >. O 'daţi. 

n-S. 

n+s. 

7. a
n
= r e-

x2
dx. 

n 

Indicat ii: 

> O dat. 

b b -) 
n+s. • 

4. şir cu termeni pozitivi ( inducţie) şi descrescător. 

5. a - a le < o şi. 
2le+3 2 +1 

Fie 

co. 

li şi 1
2 

limitele subşirurilor de indice par şi impar. Se arată 

că l. = l. 
s. 2 

12_ UTILIZAREA LEHELOR CESARO - STOLZ SI RIZZOLI 

Lemă: ( Cesaro - Stol.z) Fie,( O{n )n~ un şir oarecare şi 

( ~n )n~ un şir strict crescător, având limita infinit. 
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el - el 

Dacă există Iim 
n ->co 

el 

n+:l n = L - finită sau infinită~ 

atunci Iim n ... l. 
n ->co 

Această lemă se poate utiliza la calculul limitelor de şiruri 

ce pot fi puse sub formă de fracţie: 

lim (3.5) 
n ->co 

şi a limitelor de forma: 

el - el 

Iim 
n+:l n 

f1 n+:l f1 n/ 
în ipoteza că această limită există 

-
n -)CO 

şi (f1) este strict monoton. n . neIN 

CONSECINŢE: 

(A) Dacă Iim 
n -)CO 

!ntr-adevăr, Iim 
n ->co 

a 
n+:l 

a 
n 

In a - In a 

= l 

Iim n+:l n 

n ->co n + 1 - n 
= e 

atunci 

In 
Iim e 

n ->co 

= e 

Iim In 
n ->co 

Iim 1"-:: = l 
n -> co 

a 
n+:l 

a 
n 

= e 

= e 

Iim 
In a 

n 

n ->co n 

In Iim 
n ->co 

a 
n+:l 

a 
n = 

Exempl.1../.: Iim 7n = 1 , 
.n ->co 

deoarece pentru a = n , 
n 

avem: 

Iim 
a 

n+:l 

a 
n ->co n 

= 1. 

(B) Limitele mediilor aritmetică, geometrică şi armonică a pri-

milor n termeni ai unui şir având limita 1., au valoarea tot L: 

Iim 
n -)co 

a+a+ ••• +a 
:l 2 " n 

n 
= Iim n/a "a " 

-{':l 2 
n ->co 
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= 

Observat ie: 

1 i '" 
_n ->00 

1 
a 
.1 

+ 

n 

+ + 
1 
a 

1"1 

= li .. a 
n 

n ->00 

o variantă a lemei Cesaro - Stolz pentru cazul 

cind an' ~n -----> O a fost demonstrată de 1. Rizzoll. 

( Gazeta Mat. Nr. 10-11-12, 1992, p. 281-284 ]: 

1 

Lemă. CI. Ri22oli~ Dacă C ~n )nEiN sunt două şiruri 

de numere reale care indeplinesc condiţiile: 

(i) l-im OI = O ; 
n 

n ->00 
Iim ~ = O 

n 
n ->00 

(ii) şirul (~) este strict monoton (cres-
n nEIN 

cător sau descrescător ) 

(iii) există 

Atunci Iim 
n ->co 

OI 
n 

f3n 

1. = Iim 
n ->co 

= 1. 

OI 
n+t. 

el 
n 

EXERCITII: 

1-

'") 
.<... 

'7 . ..) . 

4. 

5. 

6. 

7. 

a = 
n 

a -
n 

a = n 

a = 
n 

·a = 
n 

a = 
, n 

a = 
n 

In n' 
2 n 

12
+ 2 2

+ + 
2 n 

3 
n 

1P+ 2 P+ + n P 

n 
p+1 

1 P+ 3 P+ . . . + (2n - l)P 

n 
p+t. 

l P+ 2 P+ . . . + n P 
~ 

n P P 

n 2 (4k - l)P 
k=t. 

n 
p+l 

1 . 3 + 3' 5 +..... + (2n -1) (2n + 1) 
2 n-
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8. 

9. 

a = 
n 

a = 
n 

1·2· ••• ·k + Z·3· ••• ·(k+l) + ••• + (n-k+l)·(n-k+2)· ••• ·n 
le 

n 

+ .•• + 
n 

II. 1. a -n 
~ 

să 

n 

2. 

3. 1 (n+l) (n+2) (2n) 
a = n! n 

4. 1(/1 k'" 
- 1 ) a = + 

n m+1 n 

(Ind.: amplificare cu conjugata,metoda majorării şi 
minorării,lema Ce.aro-5tolz). 

5. Fie x = ln(l + x ) 
n+1 n 

se arate că Iim n·x = 2 
n 

n ->co 
. 

x > O. Utilizând lema Cesaro-5tolz o 

( Ind. . nx.= __ n_) . 
1 n 

x 
n 

III. Calculaţi limitele următoarelor şiruri 1n ipoteza că ele 

există: 

n+1,..-----

1. L= .;t(n+1)! ( şirul Lalescu ) 
n 

2. a = n+ 1 / (n + 2) (n + 3) ••• ( 2n + 2 ) 
n -1 (n + 1)! 

3. a = 
n 

+ + 
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(n +l)(n + 2) ••• (2n) 
n! 

1 
2 

n ] ] ştiind că: 



( 1 
1 1 ] 

2 

Iim + + + n .... = ""6 2 2 2 
,Q -) CX) n 

4.. n
P

( 
sin 1 + sin 2 + + 

sin n ] a= .... 
n n 2 + 1 n 2

+ 2 2 n + n 

p •• n P 
5. l P+ 2 P+ n P-

n a = . . . 2" n p 

6. 1 
2"" + + ••• + 

1 
n 

- In n - e) unde p > O 

lm~~ p > O şi c este constanta lui Euler. 

Raspunsuri. : 

1. Aplicăm lema Cesaro - Stolz pentru a = y{n+l)~ şi ~ = 
n n 

Avem Iim a / ~ = Iim yln~/nn = l l e şi prin ipoteză rezultă 
'n~OO n n n~OO , 

Iim (a - a )/(~ -~) = l,deci l = l /e. n.. n n.. n - , , 

1 1 
6. Considerăm a = 1 + - + ••• - In n - c 

n 2 n 
şi ~= 

n 

1 --o 

1 In n 
a C{ 

1 1 :"'1+. n n + ~n + Avem = = B ~ 1 1 { n+. n 

(n + l)P n P 

nP{n l)P( Il 
1 In n ) + + 
+ 1 n' + '-1 = = 

n P (n + l)P 

= şi ţinem cont că 

1 In n 
1 

+ 
1 1 n + n + 

( se poate utiliza funcţ.iA iim = 2" 1 
n -)CXI 

2 
n 

" 

[ 
O .tacă p E (O, 1) 

ataşată) obţinem: l 
1 

dacă 1 = "2 p = 
CXI dacă p > 1 
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t 3. UTILI ZAREA TEOREl1EI LUI LAGRANGE. 

Teoremă: ( Lagrange, (1736-1813) ). Dacă f: [a,b] --~, IR 

este continuă pe [a,b] şi derivabilă pe (a,b)~ 

atunci: 3 c E (a,b) a .1. 
f(b) f(a) 

b a 
= f' (c) 

Această teoremă se poate utiliza pentru: 

CA) Calculul limitelor de şiruri In care poate fi pusă in evi-

denţ.ă o expresie de form .. : 

f(b) f(a) 
(3.6) 

b a 

pentru funcţia ataşată. 

Exem.p~ 1..l: an = -ro ( (1 + n! 1 ) nH 

Re-zo l var e: a) punem in evidenţă o expresie de forma (3.6) con-

siderând f ( x) ::: (1 + !) x , f : (n,n+1] ---) IR , 
... 

n E!N • 

b) apl~căm teorema lui Lagrange funcţiei f pe in-

tervalul [n,n+1] : 3 C E (n,n+1) f(n+1} - f(n) 
n + 1 - n 

=f'(c}. 
n 

e) inlocu~m in a expresia f(b) f(a) 
cu 

b a 

f'(c ). Obţinem: 
n 

d) 

abţine majorări 

1 < n + 1 

Rezultă.. 

1 
c 

n 

a < 
n ~(1 + 

< 

a = 
n 

10 ( 1 + 

T1 

~ ) 
n 

utilizăm inegalităţile: n < c < n + 1 pentru a 
n 

( minoră.ri ) 

1 
c 

n 

1 
n 

deci 

convenabile. !n caz~l nostru, avem: 

1 < n + 2 

~ ) -
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1 
n + 2 

< 1 
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-ro = n + 2 
1 
c ----.> O-e-O = 0.-

1'1 

eB) Calculul limitelor de şiruri ce pot fi puse sub una din 

forlAele: 
1. a = f'(I) + f'(2) + ... + f'(n) 

B 1'1 

2. a = f'(I) + f'(2) + ..• + f'(n) - f(n), 
B 1'1 

f fiind o funcţie căreia i se poate aplica teorema lui Lagrange 

pe intervalele: [n,n+l], n e ~ . 

Observaţie: şirurile de forma 2 sunt intotdeauna monotone şi 
~----------------B --------------------------~---

mărginite (deci convergente) dacă f este o funcţie derivabilă 

pe ~ şi astfel incit f şi f' au monotonii diferite. 

Demonstratie: pentru a face o alegere~ să presupunem că f este 

crescătoare şi f' descrescătoare; 

1. monotonia: a
n

"'
1 

a
n
= [,f' (1) + f' (2) + ••• + f' (n) - f(n+l) ]-

[f'(1) + f'(2} + + f' (n) - f(n) ] :;: 

= f' (n+l) - ( f(n+1) - f(n) ) 

2. aplicăm teorema lui Lagrange funcţiei f pe intervalul 

[n~n+l] • 

3 c e (n , 0+1) 
1'1 

a.i. f(n+1) - f(n) = f'(c ) 
1'1 

(3.7) 

n < c < n+l 
1'1 

==> f' (n) :> f' (c ) > f' (n+i ) 
1'1 • 

(3.8) 

deci a - a = f' (n+1) f' (c ) < O (f' descrescătoare) de 
n+t. 1'1 1'1 

unde deducem că şirul este descrescător. 

3. mărginirea: şirul fiind descrescător, este mărginit superior 

de a • Mai trebuie găsită o margine inferioară. Pentru aceasta, 
1 

scriem (3.8) lncepând de la n = 1 şi obţinem astfel posibilita-
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tea 

n 

n 

n 

de a minora ( majora ) şirul a : 
n 

= 1 1 < c < 2 => f' (1) > f' (c ) > f' (2) 
j. i 

= 2 2 < c < 3 
2 

=> f' (2) > f' (c ) > f' (3) 
2 

= 3 3 < c < 4 -> f' (3) > f' (c ) > f' (4) 
3 3 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
n<c<n+l 

n 
=> f' (n) > f' (c ) > f' (n+l) 

n 

deci a = f' (1) + f' (2) +.... + f' (n) - f (n) > 
n 

> f'(c) + f'(c ) + ••• + f'(c ) - f(n) 
j. 2 n 

Obţinem un inlocuitor convenabil pentru suma: 

f' (c ) + f' (c ) + ••• + f' (c ) 
i 2 n 

Scriem relaţia (3.7) incepând de la n = 1 şi adunăm egalită-

ţile obţinute: 

n = 1 

n = 2 

n = 3 

n = n 

3 ce 
i 

(1 , 2) 

3 c e 
2 

(2 , 3) 

3 c e 
3 

(3 , 4) 

3 c E (n , n + 1) 
n 

f(2) 

1(3) 

f(4) 

f(l) z f' (c ) 
i 

f(2) = f' (c ) 
2 

- f(3) = f' (c ) 
3 

f(n + 1) 1-( n) = f' (c ) 
n 

f(n + 1) f(l) = 
= f' (c ) + f' (c ) + ••• + f' (c ) 

i 2 n 

rezultă: a ~ f(n + 1) - f(l) - 1(n) < - f(l) , prin urmare, 
n 

şirul este mărginit inferior. Este deci convergent.Limita sa 

este un număr intre - f(l) 

EXERCITII: 

şi a 
i 

I. utilizând teorema lui Lagrange, să se calculeze limitele 

şirurilor: 
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[ 1 1 ] 1. n P n n+t a > O a = a a , 
n 

2. nP'ln n + 1 a = 
n n 

3. a -= n P ( arctg(n+l) - arctg n ) 
n 

4.. n P ( 1 1 ]. a =-
n 

n
q 

(n + l)q 

n+l n 
S. a a a= 

n 
n P 

1 sin 1 sin-
I 6. n n + 

a = 
n n + 1 In n 

7. 2 ( arctg n arctg(n + 1) ) a = n n + 1 n n 

II. Să se studieze convergenţa şirurilor: 

1. 1 
1 1 1 In a = + 
2 

... 
3 

+ ... + - n < hmi tel QCaetui sir 
n . n 

_e numeete con_t.Clnt.el 

lui Ituler c E (0,1> ) 

2. 1 1 1 1 
a = + 2" + 3" + ... + ( • urnele pa.rtielle elle eeriei 

n n 
CO 

elrmonice l~ ) 

i = S. 1-

3. 1 1 1 1 
eurnele pClr ti. elle elle eeriei a = + + ... ... + ( 

n ..,Ol 3
0l Ol 

elrmoni.c:e generell. i Z elt.a L. n ) 

n 1 
"- a = l n k -In k 

lc=2 

6. 1 1 ... 1 
a = + + ... 

n n + 1 n + 2 n + k 

6. 1 + 1 + + 1 a = . . . 2n n n + 1 n + 2 
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7. 
1 1 

a n = "2 + 5 + + 
1 

-,arctg n 

Indi.cat te: 4. pentru a avea una din formele 1 sau 2 determi-
B B 

năm pe f ţin3nd cont că: f' (k) = 1 , deci f'{x) = 1. 
k -In k x-In x 

şi f(x) = J 1. 
---:----dx = 1n In x • 
x - In x 

Aplicăm pentru această func-

ţie etapele din demonstraţiile de la inceputul acestui paragraf. 

III. Să se arate că: 

1- 1998 < 1 + 1 1 
+ 1 < 1999 + . . . + 

.r; -r; ~ 
2. le 1 + 1 1 

2-10 - 2 < + + ... 
.r; -r; 

3. 
p ( Ic(p-~) 

1 ) < 1 + 1 a + 
P 1 h 

< 

4. 1 + 
1 + 
2 

1 
"'3 > n + 1 

+ ••• + 

Indi.cat te: 1. trebuie arătat că: 

1998 < f'(1) + f'(2) + 

pentru f(x) = J _1 __ dx = 2rx 

rx 

Seria armonică Seria 1 + 
1 

'"2 + 

2 

1 
3 

+ 
1 le < 2 -10 - 1 

1102lc 

1 1 
+ ... + < 

h 

P 1 1 ( 

+ ••• + 

)c<p-J.) 
a 

-IaPk 
1 
p 

1 
n 

+ ••• se 

numeşte serie armonică deoarece are proprietatea: oricare_trei 

termeni consecutivi sunt 1n progresie armonică. lntr-adevăr, dacă 

notăm b = 
n 

1 
n 

avem b = 
n 

2 
1 

-b-
n+1 

• Mult timp s-a crezut 

că acaestă serie are o sumă s finită. 1n antichitate se căuta 
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obţinerea valorii aproximative a lui s, calculând suma a cât mai 

mulţi termeni ai seriei. Astăzi se ştie că s = 00 (seria armo-

nică este divergentă ) • Menţionăm câteva din metodele cu care se 

poate arăta acest lucru,metode care utilizează exerciţii din manu-

alele de liceu,sau exerciţii de nivelul celor de liceu: 

1. Teorema lui Lagrange exerciţiul I.2 ) 

2. In~galitatea: 
1 1 

+ 1 > 13 
+ 2 . . . + 2n 24 n + 1 n + 

care se demonstrează prin inducţie In clasa X-a. !ntr-adevăr, 

dacă s ar avea 

1 

atun.::i notând 

şi deoarece s 

Dar R = 
TI n 

o valoare finită: 

1 1 
+ 2" + 3 

1 
R = 

n n + 1 

= Iim a , 
TI 

TI -)00 

1 + 
+ 1 n 

.... .--

+ . . . + 
1 
n 

+ 
1 

n + 2 

deducem 

1 
+ ... 

+ 2 

1 
+ 

n + 1 

+ ... = s < 00 

+ am avea: 

lim R = o. 
TI 

TI -)CO 

+ 
1 
2n 

+ 1 
2n + 1 

1 
2 

+ . . . + 
n + 

a+R=s 
n n 

+ . . . > 

1 > 13 
2n 24 

deci R nu tinde la zero. Aşadar nici s nu este finit • 
TI 

3. Utilizarea limitei Iim + 
1 + ••. + 

n + 2 
TI ->00 

care se studiază in clasa XII - a. 

4. Utilizarea inegalităţii: 

1 
1 + 2"" + 

1 
3+ 

1 
""4 

1 
"5 + •.• + > n + 1 

2 

5. Utilizarea definiţiei integralei (sume Riemann) 

toda 16,exerciţiul II.) 
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14_ SIRURI DATE PRIN RELATII DE RECURENTA_ 

CA) RECURENŢA LINIARA 

1. Recurenta liniar~ de ordinul intii . 

Este de forma: 

a = 0-.' 
n+1 n ' 

cu a dat a 

Expresia ter.enului general rezultă observind c~: 

2 n-! 
a = q-a = q -a = ••• z q -a 

n+1 n n-! a 

deci n+1 a = q -a 
~ o 

Exempl.u: a 
n+t 

a= 
n 

1 
10 an ' cu a dat. a 

11 .. ( 11 )n+1 Avt!dl: an .. = lO an- 10 -ao • 

2. Recurenţa liniară de ordin doi 

Este d~ forma: 

a = OI. a + OI. a 
n+1 ! n 2 n-1 ' 

cu a şi a daţi. 
o ! 

P@ntru a găsi expresia termenului general in acest caz, ne 

folosim de expresia termenului general de la recurenţa de ordinul 

intâi. Am văzut că pentru această recurenţă avem: n a = a q • Cău
n o 

tăm şi pentru recu~enţa de ordinul doi termenul general de aceeaşi 

fordlă: 

n 
a = c·q 

n 
c fjind o constant~ incă nedet.rminată. 

inlocuind 1n relaţia de recurenţ~, obţinem: 

n+1 n n-1 q = OI. -q + o -q 
1 2 

n-1 de unde, i.părţind cu q ,obţinem ecuaţia caracteristică: 
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z 
q - Ctj, - q - Ctz = o 

Considerăm următoarele cazuri: 

a) il. > O ( ecuaţia caracteristică are rădăcini reale şi 

distincte şi 

1n acest caz, neexist~np motiv pentru a neglija una dintre rădă-

cini, modificăm expresia lui & consider3nd-o de forma: 
n 

n n 
a, = C -q + c -q 

n 2 1 Z Z 

şi determinăm constantele c şi c astfel 1ncât primii doi 
1 2 

~ 

termeni ai şirului să aibă valorile date iniţial. 

Exem.p~u: a = a + a 
n+l n n-l 

Ecuaţia caracteristică este: 

. cu a = a = 1 o 1 
(şirul lui Fibonacc1, 

2 q q - 1= O cu rădăcinile: 

1 - f5 
şi 

1 + -{"5 
Consider~nd a de forma: 

n 
q = 

1 2 

a = n 

q = 
2 

c
l 

( 
1 

a = 1 

2 

f5 )n + c
2 

( 
1 + rs )n 

2 2 
, 

{ din sistemu 1 : 
o 

obţinem: 
a = 1 

1 

-{5 - 1 f5 + 1 c= şi. c = 
1 2rs 2 2rs 

deci 1 [ ( 1 + rs )n _ ( 1 rs f] 2: O • a = 2 2 
, n n rs 

Observaţie: este cunos~ut incă din antichitate 

sub numele de numarul de aur. El este limita şirului: 

a = 
n 

/1 + 11 + ••• + -{""1 (n radicali) (se aplică metoda 11). 

Acest număr se regăseşte adeseori in natură (dispunerea crengi-

lor pe copaci, a frunzelor pe ramuri, proporţii 1n corpul omenesc 

121 



etc. (Pentru amănun-te vezi de exemplu Matila Ghika: Estetică şi te-

oria artei ,Editura ştiinţifică şi enciclopedică,Bucureşti,1981). 

ecuaţia caracteristică are rădăcini egale q1=q2) 

In acest caz considerăm a de forma: 

b) 6 = O 

n 

n n a = c 0q + noc 0Q 
n 1 1 :z 1 

( adică a = qn. p (n) 
n 1 1. 

, cu P - polinom de gradul unu )_$i deter-
1 

minăm pe c şi 
1 

c pun~nd aceeaşi condiţie, ca primii doi termeni 
2 

să aibă valorile date iniţial. 

Exem.pl.u: a = a 
1"1+2 1"1+1 

a = 1 • o 
a = 2 • 

1 

Luând 1"1 a = c'Q obţinem ecuaţia caracteristică: 
1"1 

2 1 
q-Q+ 4 =0 

Considerând: 

din sistemul: 

a = 
n 

cu rădăcinile 

, obţinem: 

c n ) 
2 

c = -4 
1 

c = 6 , 
2 

a = 
1"1 

1 ( 6n - 4 ) şi 1 im a = O • 
n 

l'l ->co 

deci :-

e) ~ < O ecuaţia caracteristică are rădăcini complexe ) 

Fie acestea: q = r(cos t + i'sin t ) şi q = r(cos t - i-sin t ) 
1 :z 

Avem: n n 
a = C'q + C 'q 

1"1 1 1 2 2 
dar pentru a folosi doar numere reale, 

se aratA că puţ~m inlocui pe respectiv cu: 

Atunci putem scrie 

şi 

a = r n ( c cos nt + c sin nt )f". 
1"112 
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3. Recuren~ă liniară de ordin h 
! 

(mai mare decât 2) 

Este de forma: 

a = a -a + a -a + ••• + a -a 
n+h ~ n+h- 1 Z n+h-2 h n 

cu primii h termeni daţi. 

Procedând ca la recurenţa de ordin doi, combinăm n 
a = c-q şi 

punem condiţia să f1e satisfăcută relaţia de recurenţă. Obţinem 

ecuaţia caracteristică: 

h h-t. 
q=a.t.- q 

h-z 
+ 0.

2 
- q + ••• + ~ 

D1st~ngem următoarele cazuri: 

a) dacă ecuaţia caracteristică are toate rădăcinile reale şi 

distincte: 

a = 
n 

vom considera pe a de forma: 
n 

n 
C - q + ••• 

2 2 

n + c -q 
h h 

şi determinăm constantele c. ~ i e 1,h , punând condiţia ca primii 
l. 

k termeni ai şirului să aibă valorile date iniţial. 

b) dacă o rădăcină, de exemplu q , este multiplă de ordin s, 
1 

( q = q = .•• = q ) ~ i ni o cu i m suma 
1 2 .. 

n n n 
C -q + c -q + ••• + c -q 

1 1 2 2 .. a 

din ~xpresia lui a cu: 
n 

c -P (n) 
1 a-l 

P fiind un polinom de 
a-l 

grad s-l, ai cărui coeficienţi se determină punând condiţia ca 

primii s termeni să aibă valorile dat~ iniţial. 

c) dacă o rădăcină, de exemplu Ql' este complexă, atunci şi 

conjugata ei este o rădăcină a ecaţiei caracteristice ( fie de 

n n 
C - q. + c -q cu: 

1 1 2 2 

• !n acest caz inlocuim 1n expresia lui a suma: 
n 

r n
( c cos nt + c sin nt ) 

1 2 

iar dacă rădăcina Ql este multiplă de ordin s (q = q = q ~i - ~ 2 • • • • .... 



q =q = .•. =q =q 
&+1 &+2 2& 1 

inlocuim in expresia lui a termenii 
" 

ce conţin rădăcina complexă cu: 

r"( c cos nt + c sin nt ) + n - r n
( c cos nt + c sin nt ) + •••• 

1 2 :3. 

!a-l n 
• •• + n - r (c cos nt + c sl.n nt ). 

2&-1 2Q 

EXERCITII: 

1. Determinaţi expresia termenului general şi calculaţi limita 

pentru: 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

5. 

7. 

'7 
...:> 

a = -a 
n+l 2 n 

a = a - In >: 
"+1 " 

x 
a = a 'a 

n+l n 

3·a 
1'1+1 

a = 
"+2 '") 

a = 2'a 
n+Z n+l 

a = ?-a . 
n+3 n+2 

, cu a dat 
o 

cu a 
o 

a 
n 

2-a 
n 

16-a 

.>( 

cu a = a 
o 

:: In X 

cu a = 1 
1 

. cu a = 1 
1 

+ 12-a 
n+l n 

a =3-a 3-a +a 
n+3 n+2 n+1 n 

a = 2 
2 

a. = 2 
2 

, a = O a = 1 a = -1 
o 1 2 

a = 1 , a = 6 , a = 17 
o 1 2 

8. a + 2 -a + 3 -a + 2 - a + a = O 
n+4 n+3 n+2 n+1 n 

a = a = O , a = -1 
o 1 2 

a = O , sa 

II. 1. Să se determine a astfel incât şirul dat prin relaţia de 

recurenţă: a = a-a' =3-a 
n+2 n+1 n 

mită şi să se calculeze limita. 

a = O 
1 

, a = 2 
2 

să aibă li-

2. Scrieţi relaţiile de recurenţă şi termenii generall. al. 

şirurilor pentru care: 

caracteristice sunt: 

a = 1 
1 

a = 2 
2 
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a) q = 
~ 

b) q :: 
1 

e) q :: 
1 

d) q= 
~ 

3. Fie 

1 1 
q = -2 2 

1 1 q :: 
~ q = 

2 2 3 

1 + i·-r3 
2 

, 

1 + i , q = 1 
Z 

n n a = A·a + B·{3 n 

1 - i .r3"" q = ..., 
2 4 

i , q = 1 
3 

, cu a , B , a , {3 e ~ şi 

A , B ~ O, lai ~'{3J • Să. se determin a şi (3 astfel ca : 

a) şirul (x ) să fi@ convergent; n 

b) li. x = 00 
n~(X) n 

c) Iim x = 
n~(X) n 

(X) 

4. Fie n n a = A·a + B.n.{3 , n ~ 1 , cu A , B , a , {3 E ~ , n 

A , B ~ O.Să se determine a şi,{3 astfel ca şirul să fie convergenta 

(B) RECURENŢA NELINIARA 

1. Recurentă de forma a = a·a + (3, cu a dat 
! n+l --- n --'-";"""--- o --

Expresia termenului general se obţine observând că dacă l este 

rădăcină a ecuaţiei Z=a·Z+{3 obtinută inlocuind pe a şi • n+l 
a cu l 1n relaţia de recurenţă. ) atunci şirul n 

este o progresie geometrică. 

1 a + 1 
n Exemplu: a= 

1 "2' a = 
n+1 2 

Din'ecuaţia l = l + 1 
2 deducem 1 = 1 • 

Atunci şirul ( a
n- 1)~ @ste o progresie geometrică. 
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Fie b = a - 1 . Avem b= a - 1 = 1 
2 b=a-l= 

2 2 n n j, 1 

a + 1 
i 

1 
i = - = -4 2 

• 1 
Raţia progresiei geometrice este deci: q = "2 Obţinem: 

b = b 
n-i. _ ~ (~ )1'-. _( ~ )n -q = = , 

n 1 

deci a = b + 1 :: 
,. 1 ) n 
l"2 

+ 1 şi Iim a = 1 . 
n n n 

n -)CO 

2. Recurenlă de forma a = a-a + f(n) 
• n+j, --- n ---'---

( f fiind o funcţie oarecare ) 

Termenul general se găseşte pe baza observaţiei că dacă 

( b) este un şir care verifică aceeaşi relaţie de recurenţă, 
n neIN 

atunci orice şir ( an )neIN care verifică relaţia dată este de 

forma: 

, cu c = a - b 

1n practică se alege b de forma: 
n 

b = f (n) 
n 

o o 

coeficienţii lui f fiind nedeterminaţi. Aceşti coeficienţi se 

determină punând condiţia ca ( b) să verifice relaţia de 
n nefN 

recurenţă. 

Caz particular: recurenţă de forma: 

a = a - a + f1n -P ( n ) 
n+j, n 

cu P polinom de grad s • 

Exem.pl. t.L: a = 3' a + 5 n ( n 
2 
+ 2n + 3 ) 

n+j, n 
, a = l. o 

Căutăm şirul b de forma: 
n 

b n= 5
n

( u-n 2 + v-n + w ) • Punem con-
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diţia ca ( b )ne!N să verifice relaţia de recurenţă dată: 
'- n 

b = 3-b + Sn ( n 2+ 2n + 3 ) n+J. n 

Obţ.inem: 

ST'lH ( u(n + 1)2+ v(n + 1) + w ) = 3-S
n

( un2+ vn + w ) + 

Prin identificare rezultă: 1 
a = 2"' ' 

3 
v = -2 ' 

21 
~ 

, 

deci: b = o 
21 
~ 

şi a = 
7'1 

a -o b 
o 

1 2 
-n 
2 

3 2n + 1 ) • 

"'; Rec:urent.ă de forma a '"" f (a ) 
~ "------','--------- n+1 - n -

cu 

Teor-emă: 

Exemp1. U: 

f:[a,bJ ---} lR funcţie'continuă) 

1. Dacă funcţia f:[a,b] -----> lR este continuă şi 

crescătoare pe (a,b] , atunci: 

a) dacă şirul ( an )nefN este crescător a > a , 
.1 o 

( an )nefN este descrescător a ". a " 
1 o 

şirul b) dacă 

Linta şirului este un punct fix al lui f , adică o so-

ţie a ecuaţiei caracteristice f(x) = x • 

2. Dacă f este descrescătoare pe [a,b) , atunci subşi-

rurile de indice par respectiv impar ale lui (a ) 
7'1 nefN 

sint monotone şi de monotonii diferite. Dacă aceste 

două subşiruri au limite, atunci acestea sunt egale. 

a = 10 , 
-1 a = 

7'1+1 2' a 
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Avem f (x) = 
2 2 + x 

2x 
; din tabelul de variaţie deducem că f 

este descrescătoare pe (o ,~) şi crescătoare pe (~, =). 

Prin inducţie se demonstrează că a> f2"", 
n 

şi cum a = 5,1 < a 
2 ~ 

inseamnă că şirul este descrescător. 

Mărginirea se poate deduce din proprietatea funcţiilor continue 

definite pe intervale inchise şi mkrginite de a fi mărgini~e" 

Ecuaţia caracteristică f(x) = x are rădăcinile x = ±~, 
1.2 

deci l=-f2. 

Caz particular: 

Avem: 

recurenţa omografică: 

a = 
n+1 

a"a + ~ 
n 

y"a + 6 
n 

, cu a 'dat 
o 

a"x + ~ 
Y"X + 6 numită funcţie omografică şi: 

f' (x) = deci monotonia lui f-depinde de semnul 

expresiei Q"6 ~"Y "_ 

Dacă x ;Il x sunt rădăcinile ecuaţiei caracteristice f(x) 
~ 2 

Y"X + 6 
notând: e ~ poate arăta că termenul general = se a 

Y"X + 6 
2 

şirului este dat de relaţia: 

Exempl.u: a = 1 
o ' 

x a X 
2 

a 
n = en _ 2 ___ O_ 

a 
n 

2 
a = 

n+S 1 + a 
n 

x 
1 

a o 

n 

Să se arate că: a < a < a < ••• < 1 < ••• < a < a < a "De 
S 3 ~ 420 

aici rezultă că şirul este convergent (se descompune 1n două 
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subşiruri conv.rg~te ). Se deduce că limita şirului esta 1. 

EXERCITII: 

1. Determinaţi termenul general şi studiaţi convergenţa 

şirurilor: 

1- a= 1 , a = a-a + 1- cu laI < 1 
1 n+i n 

2. 1 2a + 3
n

( 
2 

1 ) a = "2 , a = n - n -o n+i n 

3. O 
1 3 a = , a = --a + --n 

o n+i 2 n ..,n 
"-

1 
2 

4.. O 
n 

a = !!I, a = -a + o n+1 2 n 2 n 

a 
5. 1 

n a = , a = o n+1 

/ 2 
1 a + 

n 

8. ). 1 
2 a a = o 

, 
n+t 1 + a 

n 

2-a 1 
7. 1 

n a = a = o n+1 2-a + 5 
n 

8. 1 
== +' b Determinaţi coeficienţii şi a ""2 , a a-a . a o n+1 n 

b astfel lncât şirul să aibă limită finită. Calculaţi această 

limită. 

9. a7lf 2 2 este periodic. a = t " n+t 2 a 
n 

II. 1. ( O : -) ( 3n ) sin. 1 x e , U ~ " 
n ; x .+ cos X = o n n 

3 
+ 4-x x 

2. n n 
X = a )( = o 

, 
n+1 8 

3. 1 
1 ( + 

a ) x = , )( = "2 )( 
o n+1 n-1 X 

n-t 
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4. x = 1 
O 

x = 
n+:l 

, a,b > O 

15. ORICE SIR Cauchy DE NUHEPL REALE ESTE CONVERGENl' 

Unul din exerciţiile recapitulative din manualul de analiză 

pentru clasa a XI-a cere să se"arate că dacă un şir 

de numere reale este convergent, atunci: 

'ti c > (1 3 n e IN c 
'ti m,n2: c (3.9) 

Un şir care satisface condiţia (3.8) se numeşte şir Cauchy sau 

şir fundamental. Se demonstrează că un şir de numere reale este 

convergent dacă şi numai dacă este şir Cauchy. Această propoziţie 

permite demonstrarea convergenţei unor şiruri arătând că ele sunt 

şiruri Cauchy. 

!n astfel de exerciţii se foloseşte condiţia: 

'ti c > O 3 n e IN c 'ti m,n 2: n 
c 

v p e IN I a - a I < c (3.9') 
n+p n 

care este echivalentă cu (3.9) dar mai comod de folosit. 

Exem.plu: 1 
1 1 1 a = + T! + -;::;'i + ... + .~ n ...... 

Trebuie arătat că: 

(a) 'ti c > O 3 n e IN 'ti n 2: n V p e lJ'i c c 
la -al<c 

n+p n. 

(b) fie c > O • Să vedem dacă există n astfel încât să aibă 
c 

loc proprietatea (a) 

(c) a I 1 1 avem: a = + + 
n+p n (n + p) ! (n + p 1 ) ! 

.+ 1 = (n + 1 ) ! 

= ~! ( (n + 1)(n +12 ) ••• (n + p) 
+ .••• + 
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< 

< 1 n1. 

(d) 

P-1 

+(;J + •••• + 
1 
2" ] ~ 1 

~. 

1 - (T )P 
1 _ 1 

2 

< 

1 
-1-

T 
= 2 
~< 

punem condiţia: 

2 
n 

2 
n 

< & şi obţ1nem n > 2 
& 

deci putem 

1 L~ a: n &'= (; ] + 1 • ' 

L 

EXERCITII: 

Să se arate că următoarele şiruri sunt fundamentale: 

4 1 .... a = 
r') n 

2. 1 1 
+ 1 a = --r:3 + 2·4 + . . . . n n(n + 2) 

3. 1 1 a = + + 1 
+ . . . . + 1 

n 
2

2 
3

2 2 n 

4 .• 1 cos x cos 2x 
+ cos nx a = + + . . . . + n 

3 3
2 37'1 

5. 

6. 

7. 

8. 

sin a -
n 2 n + 

cos a = 
TI ro, 

L. 

cos 
a = 1-2 TI 

a = 1 -
TI 

x 
+ 

1 

x 
+ 

Ct 
1 

+ 

1 
2 + 

sin 2x 
2 n + 2 . 

cos 2x 

2 2 

cos 

2·3 

1 
3 

Ct 
2 

+ 

1 
""4 

+ . . . . + 

+ .... + 

. . . . + 

+ - - • -

sin nx 
2 n + n 

cos nx 

2 n 

cos Ct 
TI 

n(n + 1 ) 

+(-1) n-1 ~ 
n 

9. Fie a = b + b + •••• + b unde: n 1 2 TI 

a) b·b < O 
le kH 

bJ I b I > I b I > ••• _ >. I b I "> ••• 1 2 TI 

c) lim b' = O 
7'1 

n -> c:o .. 
Să se arate că a a I < b pentru orice n,p E IN • Să n+p TI 7'1+1 
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se deducă de aici că ~irul este Cauchy. 

1 NDICATI 1": 

3. a a I < 
ft+p n 

1 + 1 
+ •••• n(n + 1} (n + 1}(n + 2) 

+ 
1 

(n + p - 1)(n + p) 

şi facem descompuneri in fracţii simple. 

8. a 
n+p a I + (-1) n+p-2 ___ 1 __ ~ 

n + p - 1 n 

(_1)n 1 I I 1 
+ = · . . n + 1 n + 1 

1 
+ 

1 
n + 2 n + 3 

(-1 )p-~ 1 · ... + n + p 

Dacă peste impar deducem: 

a I =1 
1 

( n ! a -n+p n n + 1 2 n!3)-···· 

····-(n+~-1 1 
n + 1 

, 

iar dacă este par: 

a a I = n+p n 
1 n!3)-···· n + 1 

( 1 1 ) 1 

-1 
< 1 - -· ... -- 2 1 1 n + p n + p n + p n + 

Deci: I a - a I < 1 Din condiţia: 1 
1 

. 1 n+p n n + n + 

nem: n = [ ! - 1] + 1 . 
& 

9. Procedăm ca la exerciţiul precedent, unde am avut: 

b=(-1)n-.!.. 
n n 
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10. UTILIZAREA DEFINITIEI INTEGRALEI 

Se ştie că suma Riemann ataşată funcţiei f: [a li b] --) IR , 

corespunzător unei diviziuni: 

A={a=x<x<x< ••• <x=b} o t, 2 . n 

şi pun celor intermediare ~ . E [x. li x.] , este: 
1. L-t, 1. 

x-x. ) 
i 1.-1 

Dacă punctele x.sunt echidistante, atunci x- x. = 
1. i \.-1 

b a 
n 

(3.10) 

şi avem: 

(3.l:1) 

o funcţie este integrabilă dacă: Iim ... {7l:J.(f,~) există şi este 
U l:J.B ->0 

finită. Valoarea limitei se numeşte integrala funcţiei f pe inter-

valul [a~b] : 

b 

1 im {7 l:J. ( f li ~) = I f (x) dx 
lIl:J.n ->0 o. 

Pentru a utjliza definitia integralei in cal~ulul limitelor de 

şiruri~ observăm că pentrudivi~iuni l:J. formate cu puncte echidis-

tan te ~ avem: 

Iim aâ(f,~) = Iim al:J.(f,~) 
H â H -> o n -> c:o 

Deci putem proceda astfel: 

a) arătăm că termenul general a se poate pune sub forma: 
1"1 

b n- a ( ) an = f ( ~ 1 ) + f ( ~ z ) + •••• + f ( ~ 1"1 ) 

cu f funcţie continuă pe [a,b] , iar ~.' ~iind punctele unei divi-
1. 

ziuni echidistante. 

b) f'fiind continuă este şi integrabilă, iar: 
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n 
Iim O'ii(f,() =~=gJ;~:c:gggg,},,~= 

Qch\.dilalo.nt~ 
Iim a = 

n ->= n ->= 
b 

-- J f( x) dx • 
o. 

Exem.pl.u: 
1 

a) scrie. pe.a sub forma: 
n 

b a 
(f(e i ) f ( e

2 
) a = + n n 

punind 1n evidenţă factorul 1 comun 
n 

1 
n 3 

1 r 
3 

l n n 
a = = + 
·n n 3 + k

3 n 3 
+ 1 3 

1.=1 n n ... 

. 

Iim O'fl(f,~) 
"t.J1 -)0 

+ .... + f ( e n 

Avem: 

~ 
r 

+ ... + 
+ 2 3 

b) 
s 

n facem să apară punctele 

tante 
(b ali 

n 
: 

li 
n = 

şi deducem funcţia f. Avem: f(x) = 

1 

1 

c~ aşezăm punctele echidistante pe o dreaptă: 

1 
n 

2 
n 

3 
n 

şi deducem diviziuna: 

intervalul [a,b] • 

~ =-{ O , ••• , 1 
n 

, 2 
n 

, 

) ) ) 

3 

] n 
3 3 

n + n 

hidis-

li - 1 7;"-

, n -= 1 } şi 
n 

d) observăm c~ an esta suma Riemann corespunzătoare funcţiei 

continue, deci integrabile ) f şi diviziunii ~ deduse, pe in-

tervalul [a,b) • Cum punctele lui Â sunt echidistante, avem: 
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Iim a = 
n 

Iim aÂ(f,~) = Iim 0Â(f~~) 
!IÂll ->0 

= f 
1 

1 
dx = -r3". 

3 
TI ->00 n ->00 o 

EXERCITII. 

I. Utilizând definiţia integralei calculaţi limitele următoa-

relor şiruri: 
TI 

1 1 
TI 

2. nE .5 il = 1. a = ~ l. TI 3n 2 +i2 
TI cS i=s. n i.=s. 

1 
TI TI-S. 

in 3. E i.e i./TI 
4. n 

E a = -- a = -rn- cos 
~ TI 2 TI 

n l=1 i.=1 

TI 
1 n S. a ,/E 6. a = -- ~n (n+l ) (n+2) ••• (n+n) 

TI TI n 

7. a = 
TI 

(n+i)~ 2 .2 i.=1 n +l. 

1 n 2. 2 -( E In (i + n ) - 2 (n - 1) In n) 
n . 

1.=1 

TI 

Indi.cati.i: 4. a = 
TI 

"n/2 
n 

cos (nI2}i 
n 

TI 
rr/2 

----+ 00 J -----., cos x dx. 
o 

6. Logaritmând obţinem In a = - In n + 
TI 

1 -(In n + ln(n+l) + ••• + 
n 

1n(n+n» = - In n + ~(ln n + In n(l+~) + ••• + In n(l+~» = 
n n n 

1 1 -( ln(l+ -) 
n n 

2 + ln(l+-) 
n 

+ ••• + 
n In (1+ - ) ) 
n 

TI ----+00 In(l+x) dx. 

II. (a) Scrieţi suma Riemann 0Â(f,~) corespunzătoare funcţiei 

f : [e,l] -----+, ~ , f(x) = 1 -x 
, di~iziunii â = Ce , 1 

n' 
2 
n 

, . . . 

n 
1) şi punctelor intermediare ~" = i/n.(b) Calculaţi Iim 0A(f,~) 

\. TI ~oo n 

= l(e} (c) Calculaţi Iim l(8) şi deduceţi că lin (1 + 
e ~ TI ~oo 

• •• + 1:.) = 
n 

00. 
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4. CON TIN UIT A T E S 1 DERIVABILITATE 

CONTINUITATE 

DEFINITIE: Funcţia 1: D -----+. ~ este continuă 1n x E D 
o 

adică 

1. are limită In Xo ~ 

2. limita este egală cu 1(x ) , 
o 

CONSECINTA: Orice funcţie continuă intr-un punct are limită in 

acel punct. 

(A) Metode pentru studiul continuităţii 

1. Utilizarea definitiei. 

"Exemplu: 1(x) = 

t 

x + 1 . 
2x + 3 

Intr-adevăr, să arătăm că: 

3 6 > O 
& 

VxelR\ 3 
{- -} 

2 
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este continuă 1n 

Ix - 11 < 6& => 
=:=> 1 x + 1 

1 2x + 3 

x = 1. 

1(1) I < & 



Fi~ & > o oarecare. Trebuie să determinăm pe 6 . Avem: 

< 

x 
2x 

+ 
+ 

6 
& 

1 
3 

1'5 

f (1) I I + 1 x - = 2x + 

c 

; I Ix 11 
6 - c - = < 3 512x - 31 512x + 31 

deoarece pe intervalul [0,2] , de exemplu, 12x + 31 este măr-

6 
ginit intre 3 şi 7 • Determinăm pe 6 din condiţia 

& 

Putem lua de exemplu 6 = 2& Atunci: 
& 

'1& > O 36= 2& V x elR \ {-~} Ix - 1/ < 2& & 2 

=> If(x) -f (1) I < & 

şi deci f este continuă in x = 1 . 

& <. 
15 

=> 

2~ Utilizarea criteriului cu limite laterale 

;; .. 

f este continuă 1n x <=> Z (x ) = z (x ) = f(x ) -----------0 sa-O--d-o' 0-

unde Z (x) şi Z (x) sunt respectiv. limita la stânga şi la 
sa o d o 

-dreapta in x 
o 

EXEHPLU: Să studiem cont~nuitatea funcţiei: 

f(x) = 

1/2 

3 

pentru a E [O , 2n] ~ 

X 

t-x 
e 

sin a 
2 

X 
+~ x e [O , 1] 

x -= 1 

x e (1 , 2] 

/ 

REZOLVARE: Deoarece se cere să se studieze continuitatea, fără 
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a se specifica un punct anume, trebuie făcut studiul p. tot dome- -

niul, de definiţie. punctele domeniului apar ca fiind de două cate-

gorii: 

1. Puncte de legăt.ură intre ramuri, in care se studiază con-

tinuitatea utilizând de exemplu limitele laterale. 

2. Celelalte puncte, In care funcţia este continuă, fiind 

exprimată prin funcţii (elementare) continue (dar acest lucru 

trebuie specificat de fiecare dată). 

1n cazul nostru : 

(a) in orice punct x #: 1 
o funcţia este continuă fiind expri-

mată prin func~ii continue. 

(b) studiem continuitatea In x = 1 • Avem: 
o 

z. (1) = 
& 

1 im f (}~) = 
x -) j. 
x<j. 

Iim le sin Ol -x -)j. 

1 )2 
2 = 

X(l 

iar = 1 i-m f ( x) = 1 im 
x -) 1 X -) j. 
x(j. 

sin Ol -

j.-x 
X 

1 
Ţ 

+ 

3 2 
-(x + x+ 1) = 
2 

, 

2 
X 

4" 

1 
2 

= 

Valoarea funcţiei In punct este 1 
f (1) ... '2 ' deci f este continuă 

In x = 1 <=) I S1n Ol 
1 

2 = 1 2. Pentru explicitarea modulului 

utilizăm tabloul cu şemnul funcţi~i sin a -

Ol tr/6 5rr/6 2rr 

sin Ol - o + o 

1. dacă Ol E. [O ~ IT] [ 5rr - U --6 6 , 2rr ] ecuaţia devine: 
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-sin Ct + 

2. 

1 
2 = 

dacă Ct E 

1 
2 <=> sin a =' O => a = O , Ct = n , Ct = 2n 

, obţinem sin CI( = 1 

deci OI = 17 

2 

Pentru aceste patru valori ale lui a funcţia este continuă şi 1n 

punctul x = 1 ,. deci este continuă pe IR • 

3. Utilizarea criteriului cu şiruri. 

Acest criteriu se obţine din criteriul cu şiruri pentru limite 

de funcţii inlocuind pe l cu f(x ) şi renunţând la condiţia o 
x # x 

n o (care in cazul limitelor este esenţială, deoarece se 

poate studia limita unei- funcţii intr-un punct in care f(x ) nu 

există} • 

EXEHPLU: 

= { 3x
2 

+ 2x 
>: + 4 

dacă 

dacă 

X E <Q 

X E IR \ <O 

Procedând ca la Metoda 10 , cu cele două adaptăr1 menţionate 

mai sus, rezultă că teste continuă in punctele x pentru care o 
= x + 4 , adică o x 

o = -4 
'3 şi x = 1 . o· 

(B) Tipuri de puncte de discontinuitate. 

Punctul x e D in care f nu este continua se spune o 

ca este punct de discontinuitat~ de speta intii daca 

l im.i tele laterale in x exista si sunt fi.ni te .. o 

Orice alt punct de discontinuitate se spune ca este 

ds speta a doua. 
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(e) Prelungirea prin continuitate. 

A prelungi funcţia f : D ----~, ~ lnseamnă a adă-

uga domeniului D puncte noi~ In care legea de cores-

pondenţă se defineşte după voie. 

Dacă M este mulţimea de puncte adăugată şi h est~ legea de cores-

pondenţă pe ", prelungirea v~ fiI 

f 
p 

: Du" --_t ~ f (x) 
p ~ { 

h(x) dacă x E '" 

'f.( x) dacă x e D 

De exemplu, f:IR\{O} --~, IR , f(x) = sin x 
x 

poate fi 

prelungită la intreaga mulţime IR punând 

f (x)" 
p = { 

sin )( 
x 

dacă x E IR \ {O} 

dacă x = O 

Există deci foarte multe prelungiri ale unei funcţii. Totuşi, 

dacă f este continuă pe D şi are limită finită intr-un punct 

x • D , există o singură prelungire f : D u { x } 
o p o -----, IR 

care este continuă, numită prelungire prin continuitate a lui f 

In punctul x • ---'------0 
Deci, pentru ex~plul nostru, deoarece Iim 

)( -+0 

{

sin x 

f (x) = x 
p 1 

dacă x ~ O 

dacă x = O 

sin x 
x = 1 ,funcţia 

este singura prelungire a lui sin x / x care este continuă pe IR. 

(D) Continuitatea funcţiilor compuse. 

Daca I este continua in x si 6 este continua in 
o 

140 



D 

x o 

E 

-----+. f (x ) 
o 

F 

--------~. g(f(x » = (gof)(x ) o o 

Deci compunerea a două funcţii continue este o funcţ~e cont~nuă. 

Reciproc nu este adevărat: s-ar putea ca f şi g să nu fie con-

tinue şi totuşi gof să fie continuă. 

De exemplu, 

fIx) = {: 
dacă x E G 

dacă )( Ei! IR \ Q 

nu este continuă In nici un punct, ~ar funcţia ~(x) = (fof)(x) 

este funcţia identic egală cu 1 , deci este continuă In or~ce 

punct din IR • 

EXERCITII: 

1. Să se studieze, pe domeniul maxim de definiţie, continuita-

tea funcţiilor definite prin: 

1-

3. 

5. 

6. 

7. 

8. 

f{x) = x-[x] 

n 

f(x) x + = Iim 
TI -) 00 2T1 

;:: + 

{

X 

f(x) = 
2x 

{ 

u('x) 
f(x) - _ 

v,( x) 

f(x) 

f(x) 

x - 1 
x + 1 

o 

2. f(x) = [xl-sin rrx 

x 
4- f(x) Iim nx 

= 
TI -+00 1 + Inx I 

1 

dacă x E G 

dacă x E IR \ G 

dacă x 4!! Q 

dacă x Ei! IR \ Q 

dacă x E IR \ Q .. au )( = O 

dacă x =L 
q 

(funcţia lui Riemann) 

-s 

I-e TxT dacI. x ~ O 

dacă x = O 
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9. f(x) 

10. l' (x) = { 

- x 

27 In (-l-x) 
In 
l+e- zx 

dacă x tE 

dacă x E 

dacă x < O 
dacă x = O 
dacă x >0 

P E il. 
1 ] 

(Manual) 

II. Să se precizeze tipul punctelor de discontinuitate pentru 

funcţiile: 

{ tg x 
~ O x 

1- . f (x) 
)C 

= 
C( x = O 

{ -1 1 + x - 1 
x ;It O 

2. f(x) x = 
C( x :: (> 

{ sin 2 
:x 

;It 2krr 
1 

x - cos x 
3. f(x) :: 

ct X = 2krr 

r 1 - . (nrr) Sl.n --

{ 
2 

1 ;It 7 x ;It >: 
2 ax + 7 x -4. f(x) :: 

a x = 1 

-{ 
lnlxl IR \ 

1 ~} 
1 lnlxl 

x e {- - ,.0. 
+ e .' e 

5. f(x) 
1 1 

C( x tE {--,O,-t . e e 

Să se determine prelungirile prin continuitate, unde este posibil. 

III. Să se studieze continuitatea funcţiilor f, 9 , fog , 

g01 , pentru: 

1. f(x) = sgn x g(x) = { 
-x x e IR \ <D 

x x e <D 

2. f(x) = (xl g(x) = In x 
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3. f(x) = [1 + [xl] g(x) = sgn x 

f(x) = sgn(sgn x) g(x) = { :.2 x e <Q 

xelR\/Q 

IV. 1. Fie f,9: ~ ----+. ~ funcţii continue astfel incât 

f(x) = g(x) pentru orice )( e (Q • Să se arate că f = g 
(Manual) 

2. Fie f: 1 -~ iR ~ 1 s:: rR o funcţie cu proprietatea 

lui Darboux. Dacă f are limite laterale in orice punct din 1, 

atunci f este continuă pe 1 • 
(Manua..l ) 

3. Fie f : lR -----+» lR astfel încât: 

If(x) - f(y)1 ~ ~ Ix-yl pentru orice x,y e lR • Să se arate că 

există a > O astfel lncât pentru orice x cu Ixl < a să avem 

I f (}~) I < a • Să se deducă e>:istenţa unui punct fix pentru f • 

Xo este punct fix pentru f dacă f( xo ) = Xo ) "(Manual) 

4. Fie f ~ [a;b] -----+, ~ , continuă. Atunci: 

Ve> O 36) O 
c 

v x,y e (a,b] , I x-y I < 6 c => 

=> I f ( )( ) -f (y) I < c (4.1 ) 
(Manual) 

o funcţie cu proprietatea (4.1) se numeşte funcţie uniform 

continuă pe [a,b). 

Uni form continuitatea se defineşte deci pe un interval, in timp 

ce continuitatea se poate defini intr-un punct. 

Luind 1n(4.1) y =)(0 se deduce că orice funcţie uniform con

tinuă pe un interval este continuă pe acel interval. 

Exerciţiul 4. de mai 5US afirmă reciproca acestei propoziţii, 

care este adevărată dacă intervalul este inchis şi mărginit. 
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DERIVABILITATE 

(A) Definiţie.Interpretare geometrică.Consecinţe. 

DEFINITIE. F.uncţia f : D ----~. ~este derivsbilă in 

dacă există şi este finită limita: 

Iim 
. x ->x 

o 

f(x) f(xo) 
x Xo 

x e D o 

Valoarea acestei limite se notează cu f'( x ) şi se numeşte 
o 

derivata lui f in x 
o 

INTERPRETATRE GEOHETRICA. Derivata unei funcţii intr-un punct 

x este pant~ tangentei la graficul lui f in punctul de abscisă x o o. 

f(x) 

f (>: ) 
o 

>: 
o 

B 

C 

Fig. 4.1 

Când x tinde la x ,coarda AB tinde către tangenta in A la 
o 

grafic, deci panta corzii 

Al = 
AS 

f (x) -f (xo) 

x - Xo 

tinde către panta tangentei. A$adar f' ( xo~ este panta tangentei 

In punctul de abscisă x la grafic. 
o 
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Inte~p~etarea geometrică a derivatei rezultă deci din următdrul 

şi~ de implicaţii: 

=> 

AB 

Iim 
x ..... x 

o. 

x ---)- x _____ 0._...... AT 

f(x) f(xc) = m 
>!o 

=> 

ÂT 

m 
AS 

=> 

x --. x 
o. 

------..... , m 
AT 

f' (xc) = /It . 
AT 

=>-

CONSECINTE_ 1. Orice funcţie derivabilă intr~un .punct est~ COD-

tinuă in acel punct. 

2. Ecuaţia tangentei la graficul unei funcţii derivabile. 

Se ştie că ecuaţia unei drepte ce trece prin punctul 

(x ~ f ( x ) ) este: 
o o 

y - f{xc) = m(x - xc) 

şi inlocuind pe ro cu f'(xc) ( panta tangentei la grafic) obţi-

nem ecuaţia tangentei la grafic 1n punctul de abscisă 

y - f(xo) = f'{xo)(x - xo} 

x : 
o 

3. Ecuaţ1a normalei (perpend1culara pe tangentă) SE deduce din 

cond1ţia de pe~pendicula~itate a două drepte 

deci este: 

y - f( x ) = 
o 

CB) Derivarea funcţiilor compuse. 

(f(u(x»)' = f'(u(x)}-u'(x) 

Din formula (4.2) se deduce: 

m - !li :::: -1 ) şi 
1 2 

(4.2) 

(f (f (f (x)}»' = f'(1 (f (x»)·f'(f (x»-f'(x) 
321 321 21 1 
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Deci, pentru a deriva o funcţie compusă procedăm astfel: 

(a) derivăm ultima funcţie care se compune (In cazul 

nostru f ) şi Inlocuim in această funcţie vari-
3 

abiIa x cu expresia rezultată din compunerea 

celorlalte funcţii (In cazul nostru f of ). 
2 1 

(b) neglijând funcţia derivată la etapa precedentă 

(In cazul nostru pe f ) se derivează funcţia care 
3 -

a devenit ultima ( pentru noi f ) şi de asemenea 
2 

se lnlocuieşte variabila x cu expresia rezultată 

din compunerea funcţiilor care incă nu au fost 

derivate ( In această etapă noi avem doar f (x) 
1 

(c) se continuă procedeul până se derlvează toate 

EXEMPLU: 

funcţiile. 

2 _ 3, 2 
cos Sl.n -{ x + 1 

1 Aplicând formula (4.2) avem: 

f' (x) 

2'cos sin ;t' x 2 + 1 o (-sin 

l'=2ocossin;t'x2 +1 . 
} 

Putem obţine acelaşi rezultat mult mai repede, utilizând gene-

ralizarea formulei (4.2), prezentată mai sus. 
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Astfel~ funcţiile ca~e se cDmpun sânt: 

f ~x) = cos X 
4 

f (>:) 
2 

iar f ( x) =. f (f (f (f (f (x»»)) , deci: 
5 4 3 2 i. 

f (x) = S l. n ., 
:! 

f'(x) = f'(f (1 (f (f (x»»)-f'(f {f (1 (x»))-f'(1 (f (x»)' 
5432 i 4321 321. 

-f' (1 (xl) ,1' (x) 
2 i t 

= 2'cos sin l' x~+ 1 . 

CONSECI,vrE: 1. Derivata funcţiei ir:werse. 

Din 
-1 

1 (f(}~») = x, aplicând formula (4.2) rezult~: 

u-1 
(f (x) ») . f' (x) = 1 sau notând y = t(x) : 

.. 
EXEJ1PLU: Pentr~ f(x) = In x, f 

-1 x y 
f {x) = e şi deci cum y = In}; ::::- X "'" e 

= (1 )-1 = 
l"X x ::: y 

e • 

----;.) lR avem: 

obţinem: 

2. Derivate de ordin superior ale funcţiilor compuse. 

Din (f(U(X») = f'(u(x»-u'(x) , de~ivând din nou 1n raport cu x 

rezul tă: 

(f(U(X» = (f' (u(x) ·u' (X») = f" (u(x» ·u' (x) -u' (x) + 

+ f' (u(x» -u" (x} :;; f" (u(x}) - (u' (X»)2 + f' (u(x)-) ·u'· (x) 

Am obţinut astfel derivata de ordinul doi a funcţiei compuse, 

şi procedeul poate continua. 
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EXEHPLU: Să calculăm f"(x) dacă 

funcţie derivabilă de două ori pe R • 

Avem: -x -x 
f' (x) = g' (e ). (-e ) 

-x f(x) = g(e ) , 

+ g' (e -x) (e -x ) = • -x ( g' (e -x) _ g' • (e -x) . e -x ) • 

(e) Derivate de ordinul n 

9 fiind o 

Pentru calculul derivatei f(n}( x) putem utiliza una din urmă-

toarele metode: 

1. Cal culăm câteva derivate (f' , f", f"' , ...) pentru 

a deduce expresia lui f(T)} , pe care o demonstrăm apoi prin in-

ducţie. 

2. Utilizăm formula lui Leibniz de derivare a produsului a două 

funcţii: .. 

( f ( x) . 9 ( >;) ) {n} = 
n 
"\ CI< f {n-k} ( 1 

L >: / . 9 
n 

k=o 

Formula poate fi aplicat~ şi unui cât. Ceoarec~ 

f (x) . 
g(x) 

1 

(O) Studiul derivabilităţii. 

c' ( x) iC, 

Pentru a studia derivabilitatea unei funcţi~ procedăm astfel: 

(a) deosebim două categorii de puncte ale domeniului: puncte 

ln care ştim că funcţia este derivabilă (fiind exprimată prin 

funcţii derivabile) şi puncte in care urmează să studiem deriva~ 

bilitatea (ln general puncte de legătură dintre ramuri). 

(b) pentru studiul derivabilităţ~i in această a doua categorie 
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de puncte se utilizează una din următoarele metode: 

(1) calculăm derivatele laterale cu ajutorul definiţiei 

(2) calculăm derivatele laterale cu ajutorul Corolarului 

teoremei lui Lagrange: Dacă f este derivabilă intr-o 

vecinătate a lui x şi continuă in x şi dacă există o o 

"A. = Iim f' (x) 
• x ..... x 

( respecti v . "A. = 1 im f' (x) ) 
d x ..... x 

o o 

atunci f are derivată la stânga (respectiv la dreapta ) 1n x • o 

şi f' (x ) = "A. 
~ 0/ sa 

( respectiv fd'(x ) = "A. ) 
o d 

Cond-i ţia de continui tate In x care se cere in ipote-
----~~---------------------------o--------------------~~----

za corolarului este esenţială pentru aplicarea acestuia, 

dar ea nu constituie de fapt o restricţie când studiem 

derivabilitatea, deoarece dacă f nu/ este continuă In 

nu este nici derivabilă. 

x o 

EXEHPLU: Să determinăm parametri a,~ e ~ astfel lncât funcţia: 

f(x) 
{ 

ln2 x 

= ax + {5 

x > e 

x < e 

să fie derivabilă. Care este interpretarea geometrică a rezulta-

tului obţinut ? 

Raspuns: Metoda 1. (utilizarea derivatelor laterale) 

(a) In or~ce punct x # e funcţia este derivabilă, fiind ex~ 

primată prin funcţ~i derivabile. 
• 

(b) studiem- derivabilitatea in x = e • 

Datorită propoziţiei : f non cOntinuă ==> f non derivabilă 

studiem mai intii continuitatea. 

l (e) = Iim f(x) = 
• x ..... e 

x(e 

Iim ( 
x ..... e 
x(e 

ax+f3) =ae+f3 
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Iim f(x) = 
x -+e 

Iim ln
2

x = 1 
x -+e 

şi f(e) 2 = In e = 1 
x<e x<e 

deci: f continuă in e <=:> ce + ~ = 1 (4.3) 

Dacă nu este indeplinită conditia de continuitate in x = e , , . 
funcţia nu .ste nici derivabilă in acest punct, deci studiEm ~e-

rivabilitatea presupunând că este lndeplinită condiţia de conti-o 

nuitate. 

of' (e) lim 
f(x) t(e) 

Iim 
ax + ~ 1 [ t1 ] = = = 1 = t::Je + • x -+e )( e x -+e ~ e 

x(e x(e 

- - + t1 - t1 ax ae lim = a . 
x -+e X e 
x<e 

f(x) f(e) In 2 
1 

f~(e) Iim Iim >: = = 
x -+e X e x -+9 X - e 
x(e x<e 

Pentru calculul acestei limite putem: 

( 1 ) aplica definiţia derivatei, 

(2) permuta limita cu logaritmul, 

(3) utiliza regula lui l'Hospital. 

(1 ) Observăm că notând 9 ( >:) In 2 g(e) 1 şi limita = x avem = 

devine: 

Iim 
g(x) - g(e) 

x - e 
= g'(e) (deoarece 9 este der~vabilă in e) 

g' (x) = 2 o In x 

(2 ) 

(ln x - In e) (In = Iim 
x -) e X - e 
x<e 

-1 

2·Iim 
ln(x!e) 

lim ( = = x ->8 X - • x ->e 
x<e x<e 

x 

X 

1 
x 

+ 

1 

=> g' (e) = 2 
deci f~(e) 

2 
e e 

= 

In e) In x In e = 2·lim = x ->e X e 
x<e 

2-

·ln ( : )) Iim In ( : )x-e = = e x -)9 
x<e 
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1 

"".= In Iim (..::.. )x-e = 1
00 

x ->. e 
etc. 

<=> 

x(e 

Aşadar~ f este derivabilă in e <=.> f' (e) 
li 

== f' (<=>' d -! <=> 

ct= 
2 
e 

şi din condiţ1a de continuitate obţinem ~ = -1 . 

Avem dRci: 

y = 

f(x) = { 

2 In x 

2 -x 
e 

x :> e 

1 x < ft 

Interpretarea geometrică a rezultatului obţinut: dreapta 

2 -): - 1 
e 

este tangentă la curba 2 
Y = In >: • 

Dacă g ramură a unei funcţii este expr~mată printr-o 

dreaptă y :::o ax + (1 ) functia este derivabilă in 
! 

punctul x de legătură dintre ramuri dacă şi numai 
~---------o ------~~----------~------------------~---------

dacă dreapta respectivă este tangentă in punctul de 

abscisă x la graficul celeilalte ramuri. 
----------- o ---

Metoda 2: (·Utilizarea Corolarului Teoremei lui Lagrange ). 

(a) In orice punct x ~ e funcţia este derivabilă~ fiind 

exprimată prin funcţii der~vabile şi avem: 

f' (x) 

2 
--In x 

>: 

ct 

x :> e 

x < e 

(b) Studiem derivabilitatea In x =.e • Punem mai lntâi cond1-

ţia de continuitate: l (e) = ~ (e) = f(e) 
~ d 

<=:> cte + ~ = 1 • 

Pentru a utiliza corolarul teoremei lui Lagrange calculăm Iimi-

tele laterale ale derivatei: 

Iim ct = ct • Din corolar deducem f' (e) = el • Analog, fd'(e) = 
x ->. 
x<e 
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1 im f' (x) = 
x ->" x<e 

2 
e 

Deci f este de~ivabilă in x = e dacă şi numai dacă a = 

Din condiţia de continuitate deducem ~ = -1 : 

(E) Aplicaţii ale derivatei In economie 

{vezi manualul .de analiză matematică cls.IX) 

2 
e 

1. Fie ~(x) beneficiul realizat pentru o cheltuială de x lei. 

Pentru orice cheltuială suplimentară de h lei beneficiul suplimen-

tar pe leu cheltuit este: 

~(x + h) -- ~(x) 

h 

Dacă h este suficient de mic acest raport dă o indicaţie asup~a 

variaţiei beneficiului co~espunzător sumei de x lei. 

Dacă există 

1 " ~(x + h) - ~(x) 
~m~~----~----~~--

h ->0 h 
= (1' (x) 

această limită se numeşte beneficiul ma~ginal co~espunzător sumei 

de x lei. 

2. Fie y(p) costul total pentru produce~ea a p unit~ţi 

dint~-un produs. Atunci costul pe unitate suplimentară de produs 

este: 

y(p + h) - y(p) 
h 

şi limita acestui raport, când h tinde la zero, dacă există, se 

numeşte cost marginal al producţiei pentru p unităţi din produsul 

conside~at. 

EXEI1PLU: Beneficiul realizat pent~u o cheltuială dex lei 

152 



este 2 
~(x) = x - 3x + 2 • Pentru orice cheltuială suplimentară 

de h lei, calculaţi beneficiul suplimentar pe leu cheltuit şi 

beneficiul marginal corespunzător sumei de 1000 lei. 

Răspuns: Beneficiul suplimentar pe leu cheltuit este: 

~(x + -h) B(x) _ (x ..:- h)2_ 3(x + h) + 2 = h h 

Pentru 1< = 1000 acesta este egal cu 1997 + h 

1- ~(x + h) - ~(x) 
n~o /"' h = 1997 

EXERCITII: 

I. Se cere: 

1. Ecuaţia tangentei la graficul lu-i f (x) = 

punctul de abscisă x = 1 • o 

, iar 

In /1 + x 2 in 

2. Ecuaţ1c3 tangentei la curba f (>:) = / x 2 
- k 2

, care este 

paralelă cu Q>: • 

3. Ecuaţia tangentei la curba f(x) 

bisectoare. 

4. Ecuaţiatangentei la curba y = 

3 = >! 

3>: + 2 
2>: + 6 

paralelă cu prima 

care este para-

lelă cu coarda ce uneşte punctele de abscise x = 1 şi x = 3 • 

5. Să se determine a şi ~ astfel încât y = ax + ~ şi 

y = x - 1 
x 

comună. 

să fie tangente 1n x = 1 • Să se scrie tangenta lor 

6. Să se !Elrate că dreapta y = 7x - 2 este -eangent:ă la curba 

y = x
2 + 4x • (Manual) 
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II. 

1. Să se calculeze derivata funcţie1: 

z 
x 

f(x) = J e 

o 

2. Fie f : (-co,O) 

Ci 
l 

sin 

f(x) 

t 2 
dt: 

:z 
:::: X 3x • 

ne un subinterval J S ~ astfel lncât f: (-oo,O) 

Să s~ determ1-

---..... J 

să fi@ bijectivă. Fie g inversa ei. Să ~e calculeze g' (-1) şi 

g' • (-1) (Manual) 

3. Dacă 
• 1+CI. 11 (>:) - f(y)J $ M-Ix - yl ' cu a) O pentru orice 

x,y el, funcţia f este constantă pe I • 

4. Dacă f are limită In punctul a ~ atunci funcţia 

g(x) = (x - a)-f(x) este derivabilă in a . 

5. Dacă f este mărginită intr-o vecinătate a lui x atunc~
\) 

g(x) = (x - X ,2 f(x) este derivabilă in x • Caz part1cular: 
o o 

1 

f ( x) = sin ( : ) 

Indicaţ-ii: 

1. Fie F o primit1vă a funcţiei 

Avem I( x} 
4-= F(x )- F(O) , deci 

($ 
t 

-f- ( t) = e sin 

1 . ( x ) 

~. Pentru x ~ y inegalitatea cin enunţ este echivalentă cu: 

I f(}~) - f{y) 

x - y 

de unde, pentru y _ x cbţinem f' (>:} ::: O , deci f este con-

stantă pe 1 • 

III. Calculaţi derivatele de ord1nu! n pentru 
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1- f{x) 1 
2. f(x) 1 == == x 3 ax + b 

3e f(x) 1 
4. f(x) ln{2x 5) = == + 2 

3>: 2 x + 

5. f(x) 2 
3x 2) 6. f(x) 3 

2x 2
+ 5x 3) -e 

XT~ == ln(x - + ::::: (x - -

..fX 9 7. f(x) 8. 1(x) x == = x + 3 (x- 2)(x '- 3) 

9. f(x) arctg 10. f(x) ax bx 
din expresia == x == e e 

derivatei de ordinul n 
ducă formula binomului 

IV. 

L Arătaţl. că: 

a) (sin , (1"1> 
== 'Sl.n ( 

nll' ) x; ~, + 
~ 

, 

b; (cos x) (n) cos. ( nIT ) == x + 
2 

. 

2. Aplicând formula lui Leibniz pentru f(x) == 

să se arate că: 

n ~ . 1 1 
] = _ 1) n+l (x - 2) n+:! 

1 == 

Găsiţi formule asemănătoare, cu ajutorul funcţiilor: 

f{x) == 
2 ,x 

1 

5x + 6 
şi f(x) = 

3. Fie 1 = (0,1) şi funcţiile u,v: 1 -----+, lR 

1 

să se de-
lui Newton. 

, 

, u(x) == 

2 u(x} == inf (x - y) , 
.yEI 

v(x} = sup (x - y)2 • Să se studieze der
y EI 

vabilitatea funcţiilor u şi v şi să se calculeze 

int v(x) • 
x E:I 

(Manual) 
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3. Dacă f (x) este un şi~ de funcţ~i de~ivab~le~ având lim~tă 
n 

1n orice punct x atunci: 

( Iim f ~ ( },}) == 1 im f' (x ) 
. n -) ro .. r> -) ro 

(Manual) 

v. Să se studieze derivabilitatea funcţ.iilor 

f ln{x 2 3x) (0,1) "1- X E 

1. f(x) == 
l 5 

.1) 2-1n 2 ~ 1 Ţ(x -+ x 

2. f(x) min 
:l 

4x ?\ == ~ ~{ - -; 

3. f l<x 2}{x -3) I f ( x ) I ( >: 
2 

3) I (x) == == - 2) . {x -
1 2 

f (x) i (x 
3 3>1 = 2) . (x -

3 

r 
-IT 

-1 4" x = 

I x 

r t
2 

4~ f(x) = { 

J 
dt ;' E (-1 , 1) 

I 
I .. 2 -l J. \.. 

C 

" 
j IT 

X = 1 
l -4 

{ 1 'Z/'j - >0 x :$ O n \~ 

5& f' (x) dac<~. f(x) =. 

tg 2 
~ O x x 

{ 1 ( 1 .J.& ) f 
~ O 

2 
+ + x 

6. f(x) x 
1 + 

j,/x 
= e 

1 )( = O 

{ 
sin x 

:# O x .,. f(x) >~ , ~ = 
1 x = O 

este indefinit derivabilă pe !R ş; • 
~ . 
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B. 

9. 

10. 

= ( 
1 

n+~ 
X 

f(x) = 
x 1 

x·In x 

-x e 
e 

__ { arccos(cos x) 
f(x) 

arcsin (sin >~) 

f(x) = 

nn ) dt 
2 

x :5 O 

X E (0,1) 

x ~ 1 

X E (- ; 

X E ( ; 

nx -nx 
e + e 
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5. TEOREMELE FERMAT, ROLLE, LAGRANGE, CAUCHY 

CA) TEOREMA LUI FERMAT (1601 - 1665 ) 

1. Enunţ: 

Obsrevat ie: 

Dacă f:[a~b] -----> ~ este continuă pe [a,b] şi 

derivabilă pe (a,b) , atunci in orice punct de ex-

trem din (a,b) ( din interiorul intervalului ) de-

rivata se anulează. 

X E (a,b) 
o 

punct de extrem ===> f'(x ) = O 
o 

Dacă x este punct de extrem la capetele intervalului , derivata 
o 

poate să nu se anuleze in 

Exem.pb.l: f(x) = 3x + 2, f:[-1,2] -----) ~ are două puncte de 

e~-(trem: In x = -1 şi in x = 2, iar f'(-1) = f'(2) = 3 • 
i. 2 

2. Interpretare geometrică şi algebrică 

a) Interpretare geometrică rezultă din interpretarea geometrică 

a derivatei: 

- dacă sint indeplinite condiţiile teoremei lui Fermat in orice 
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punct din interiorul int9rvalului~ tangenta la grafiGul funcţiei 

este paralelă cu axa Ox. 

b) Interpretare algebrică: dacă sint lndeplinite condiţiile teo-

remei lui Fermat pe [a,bl, orice punc~de Extrem din (a,b) este 

rădăcină a ecuaţiei f'(x) = O • 

EXERCITII: 

1. Dacă a ~ il , ••• a sunt numere pozitive astfel incât: 
t ~ n 

2. Fie a 
t 

)( 
+ a ~ n pentru orice x e ~ , atunci avem: 

n 

a . a . 
t 2 

a 
n 

b , b 
t 2 

a = 1 
n 

( Manual 

• •• , b 
n 

numere reale 

pozitive astfel lncât: 

a . b X + a . 
1 t 2 

b)( + •••• + 
2 

a . 
n 

+ a + ." + a 
2 n 

pentru orice x e ~ • Atunci: 

a 
b t 

t 

a 
b 2 

2 

il 

b n = 1 
n 

( generalizare il exerciţiului precedent ) 

3. Dacă f este ~ontinuă pe [a~b] şi derivabilă pe (a,~), iar 

f(a) = f(b) = O, atunci: 

4. 

5. 

(i) dacă f' este crescătoare, rezultă f(x) ~ O pe [a,bJ ; 

(ii) dacă f' este descrescătoare, rezultă f(~) ~ O pe [a,b] • 

Dacă 

tg a 
tg b 

x 
a 

< 

REZOLVARI: 

> <1 _ X 

a 
b 

pentru orice x > O atunci a = e • 

dacă O < a < b < Tl 

"2 

1. Exerciţiul este caz particular al exerciţiu lui 2. 
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2. Punem in evidenţă o funcţie ce are un punct de extrem (global) 

pe ~. observând că inegalitatea din ipoteză se poate scrie: 

f(x} ~ f(Q}, cu f(x) = a - b X 
+ a . bX 

+ ••• + a - bX .Deoarece 
~ ~ :1: 2 n n 

această inegalitat. este adevărată pentru orice x real ~ezultă că x 

x = O este punct de minim global pentru f.Conform teoremei lui Fermat 

In acest punct derivata se anulează,deci f' (O) = O.Avem: 

""(x) = 

deci: ""(0) = 

a 
<===> b 

~ 

~ 

a . 
~ 

O 

+ b 

+ 

<=> a -In 
~ 

a 
2 

+ . . . + 
2 

a . 
2 

b + 
S. 

a 
b 

l"I 

n 

a 
:1: 

= 1 

+ ••• + 

-In b + a -In b 
2 n 1"1 

= O <=> 

3. (i) Presupunem prin absurd că eKistă c E (a,b) astfel incât 

f(c) > O • Putem presupune că c este chiar punct de maxim deoarece 

un astfel de punct există, canform teoremei lui Rolle deci avem 

f'(c) = O • 

lntre c şi b există cel puţin un punct d in care f' (d) < O , 

căci dacă prin .absurd f' (x) ~ O pentru orice x e (c,b) rezultă 

că f este crescătoare pe (c,b) şi deci f(c) S f(b) = O implică 

f{c) = O • Atunci din f' (d) S O = f'(c) deducem contradicţia: 

4. x > a. a _ x <=> 

f'(d) < f'(c) cu c < d 

x-In a ~ a-In x <=> In a 
a 

In x 
x 

( pen-

tru orice x > O ) • Deci a esteabscisa maximului· funcţiei: 

f(x) In x Avem: f' (x) O <=> deci = = x = e , a = e . x 

:l. 
tg a < a <=> tg a < tg b 
tg b b a b 

( dacă O < < b < TI 
) . a 2" 

Este suficient să arătăm că f(x) tg x = x este crescătoare, 

adică f' (x) > O . 
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eB) TEOREMA LUI ROLLE (1652 - 1719 ) 

1. Enunţ: Dacă f:[a,bJ --->!R este continuă pe [.a ~ b] , 

derivabilă pe (a,b) şi f(a) = f(b), atunci există 

c e (a,b) astfel incât f'(c) = O • 

Teorema lui Fermat afirmă că intr-un punct de extrem din inte

riorul unui interval derivata se anulează, dar nu spune şi când 

există un asemenea punct. 

Teorema lui Rolle dă o condiţie suficientă pentru existenţa a cel 

puţin un astfel de punct, adăug§nd la ipotezele din teorema lui 

Fermat şi condiţia: f(a) ='f(b) 

2. Interpretare geometrică şi algebrică 

a) Interpretare geometrică: dacă sunt 1ndeplinite condiţiile 

teoremei lui Rolle, există cel puţin un punct 1n intervalul (a,b) 

in care tangenta la grafic este paralelă cu ox. 

b) Interpretare algebrică: dacă sunt indepll.nl.t~ condiţiile 

teoremei lui Rolle, ecuaţia f" (x) ='0 ar~ cel puţin c rădăcină 

in intervalul (a,b) 

Interpretarea algebrică a teoremei pune 1n evidenţă o metodă 

pentru a arăta că ecuaţia. f(x' = O are cel puţin o rădăcină in 

intervalul (a,b). Pentru aceasta ~ste suficient să considerăm o 

primitivă F a lui f, pentru care sunt 1ndeplinite condiţiile teo

remei lui Rolle pe [a,bJ. Va rezulta că ecuaţia F'(x) = O are cel 

puţin o rădăcină in intervalul (-a,b), adică f(x) are o rădăcină 1n 

intervalul (a,b). 

O a doua metodă pentru a arăta că ecuaţia f(x) = O are cel 
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puţin o rădăcină in intervalul (a,b) este de a arăta doar că f 

este continuă şi f(a)-f(b) < O • 

3. Consecinte: 
! 

• 
~. Intre două rădăcini ale unei funcţii derivabile pe un interval 

există cel puţin o rădăcină a derivatei. 

2. !ntre două rădăcini ale derivatei unei funcţii derivabile pe un 

interval există c@l mult o rădăcină a funcţiei. 

Consecinţa 2. permite determinarea numărului rădăcinilor unei 

funcţii pe un intervAl cu ajutorul rădăcinilor derivatei sale (şi-

rul lui Rolle): 

fie • x rădăcinile derivatei. 
- n 

Atunci f are atitea rădăcini reale simple cite variaţii de semn 

sllnt In şirul: 

t(-co) , f (x ) 
1 

• f{>~ ) . 2 • f(x ) 
.' n 

, f (co) 

( dacă avem f(x) = O , 
\. 

atunci x. este rădAcină multiplă 
\. 

EXERCITII: 

I. Să se studieze aplicabilitatea teoremei lui Rolle pentru 

funcţiile: 

{ 
2 8x + 1 [2,4] x >: €O 

1. f.( x) = -15 }~ €O (4,5) 
2 10x + 10 [5,7] - x x E 

{ 
2 2x + 2 [1,2) x x e 

2. f(x) = 1 x El: (-1,1) 
2 

+ 2x + 2 (-2,-1] x x e 

sin )( x e [ O , 2n ] 

3. f(x) = 1 ( rr 
2n ) x e" '"2 , 

[ 2n 9n ] cos )( x e , --"2 
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Care este interpretarea geometrică a rezultatului obţinut? 

Indicat te: 1. Se obţine c e [4~5] • In orice punct din inter-

valul [4~5], graficul coincide cu tangenta la grafic. 

II. 1. Fie , a 
1"\ 

b , b , b e ~ . Să se 
n 1 2 

arate că ecuaţia: 

.~ (ak"cos kx + bkosin kx ) = O 
lc:=1 

are cel puţin o suluţie In intervalul (O,2rr). (Manual) 

2. Dacă i. ~o i + 1 
= O , atunci ecuaţia: 

a x
n 

+ C\ x
n

-
1 + •••• a x + a- O 

n ""-1 1 o 
are cel puţin o rădăcină 

in intervalul (0,1). 

a ~ O , 
n 

atunci ecuaţia: 

n-1 n-2 noa 0>: + (n - l)oa x + + a = O 
1 

are cel puţin o 
n n-1 

rădăcină In intervalul (0~1). 

(ii)" !n ce condiţii aceeaşi ecuaţie are cel puţin o rădăcină 

in intervalul (-1,0) ? 

(iii) Aceeaşi intrebare pentru ecuaţiile: 

2n 
il °x + a -x 

2n-1 
+ + a = O 

2n 2n-1 o 
2n+1 2n 

O il °x + a °x + + a = 2n+1 2n o 

pe intervalul (-1,1). 

4. Fie f:!R -----)!R derivabilă şi a < a < •••• < a rădă-
1 2 n 

cini ale lui f. Să se arate că f' are cel puţin n - 1 rădăcini. 

(Manual) 
Consecint.e: . 
a) O funcţie polinomială de-grad n are cel mult n zerouri 

reale distincte. 
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b) Dacă toate rădăcinile unui polinom sunt reale şi distincte 

aceeaşi proprietate o are şi derivata sa. 

c) Dacă toate rădăcinile unui polinom sunt reale atunci şi 

derivata sa are aceeaşi proprietate. 

are n rădăcini distincte in intervalul (-1,1) 

6. Dacă f este de nori derivabilă pe 1 şi are n + 1 rădăcini 

distincte pe 1 ~ atunci f(TI) (x) are- cel puţin o rădăcină pe I. 

7. Fie f,g:[a,bJ > lR continue pe [a,b], derivabile pe 

(a~b) cu g(x) j1t O şi 

Să se arate că există c 

9 I (x) j1t 

e (a,b) 

f(c) 
g(c) 

O 

= 

pe 

astfel 

f' (c) 

g' (e) 

[a~b], 

1 ncât: 

iar 
f(a) = f(b) 
g(a) g(b) 

8. Fie f:[a,bJ ---> IR continuă pe (a,b) şi derivabbilă pe 

(a,b) • Atunci intre două rădăcini ale lui f există cel puţin o 

rădăcină a lui a-f + f' 

9. Dacă funcţiile derivabile f şi 9 au proprietatea: 

f' (>:) -g(x) - f{x) -g' (x) = O 

pe un interval, atunci intre două rădăcini ale lui se află o rădă-

cină a lui 9 şi reciproc • 

Consecint.ă: 
t 

Dacă f' (x)-cos x + f(x)-sin x j1t O , In orice 

interval de lungime mai mare decit rr se află cel puţin o rădăcină 

a lui f • 

10. Dacă f,g:[a,b] -----) IR sunt continue pe (a,b] , deriva-

bile pe (a,b), g(x) j1t O, g' (x) j1t O şi f(a) = f{b) = O, atunci 

există c e (a,b) astfel incât: 
TI 
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REZOLVARI: 

=~ 1 
n 

f' ( c
n 

) 

g' ( c
n 

) 

7. Egalitatea de demonstrat se mai poate scrie: 

f ( c) . 9 ,- ( c ) - f' (c) . 9 ( c ) == O 

Ace~stă egalitate apare 1n punctele c care sint rădăcini ale der~ 

vatei lui h(x) = :!:~ , deci este suficient să demonstrăm că 

funcţia h indeplineşta condiţiile teoremei lui Rolle pe (a,b]. 

8. Ecuaţia a'f(x) + f'Cx) = O provine din egalarea cu zero a 

derivatei funcţiei ax F(x) = e f{x) , 'deci este suficient să ară-
",4 

tăm că F satisface condiţiile teoremei lui Rolle. 

9. Fie rădăcini ale lui 1. Prin ipoteză avem g(x ) ~ O 
1. 

şi g(x ) ~ O • Dacă prin absurd, intre 
2 

rădăcină a lui 9, inseamnă că funcţia 

x • X 
1. 2 

nu se găseşte o 

f(x) 
g ( !! ) 

satisface 

condiţiile din teorema lui Rolle şi deci h' tx) se anulează cel pu-

ţin intr-tin punct intre x şi x ~ ceea ce contrazice ipoteza. 
t 2 

10. 3 C E (a,b) 
TI 

= i 
n 

<=> 

<=> 3 c e (a,b) 
n 

n·f(c )-g'(c) - g(c )'f' (c ) = O 
n n n n 

<=> 

< = > e cua ţi a : n . f (x ) . 9 ; . ( x) - 9 ( x) . f' ( x) = O are cel puţin o 

rădă~ină in (a,b) <=> hO(x) = O are cel puţin o rădăcină In 

(a,b) , unde h(x) = f(x) 

gen> (x) 

Vom prezenta in cele ce urmează două metode pentru studiul ,ră-

dăcinilor unei ecuaţii.Prima dintre ac~stea utilizează teorema lui 

Rolle,iar cealaltă este o consecinţă a faptului că orice funcţie 
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continuă are proprietatea lui Darboux. 

Metode pentru studiul rădăcinilor unei ecuaţii 

1. Utilizare.a teoremei lui Rolle (interpretarea sa algebrică ) 

2. Utilizrea proprietăţii lui Darboux (dacă f are proprietatea 

lui Darboux (in particular dacă este continuă) pe (a,b] şi: 

f(a)-f(b) ~ O, atunci f are o rădăcină In [a,b) ). 

Exemple: 

1) Dacă f:[a,b] -----+. [a,b] este o funcţie continuă, atunci 

există u,v e [a,b] astfel incit f(u) = u şi f(v) = v • 

(Manual) 

2) Fie f:(O,2n] -----+. ~ o funcţie continuă astfel încât 

f(O) = f(2n). Să se arate că există c e [O,n] astfel încât 

f(c) = f(c + n}. (Manual) 

Consectnta: Dacă un drumeţ pleacă dţmineaţa din lQcalitatea 

A şi ajunge seara In localitatea B, iar a doua zi plecă inapoi şi 

jungeln A, să se arate că există un punct pe drumul dintre A şi B in 

care drumeţul a fost la aceeaşi oră In cele două zile de drum. 

lndicatie: Dacă S(t) este spaţiul parcurs de drumeţ, avem: 

5(0) = 5(24) şi deci există 

set ) = set + 12). o o 

t 4!! [0,12] o astfel lncât 

Astfel formulată problema,rezultatul pare surprinzător,dar ea 

este echivalentă cu a spune că doi drumeţi care pleacă unul din A 

către B şi celălalt din B către A,se lnt~lnesc pe drum. 

3. Utilizarea şirului lui Rolle. 
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Exempl. t./.: Să studiem natura rădăcinilor ecuaţiei: 

3 
X 3x

2 
+ a = O 

a fiind un parametru real. 

Raspuns: Rădăcinile derivatei sunt: x'= O şi x"= 2 şi 

avem: f(x') = a şi f(x") = a - 4 . Rezultatele sunt cuprise 

1n tabelul următo~: 

x -ce o 
f(x) --<X) a 

a < O 

a = (> o 

a E (O~4) + 

a = 4 + 

a .> 4 + 

2 

a 4 

o 

+ 

+= 

Natura rădăc~nilor 

+ o rădăcină reală x > 2 

+ 

+ 

+ 

+ 

J. 

ix=x=o~ x>2 

Ix: (-:, O). X E 

3 

(0,2), x > 2 
1 . 2 3 

x < O , 
J. 

>:=x=2 
2 3 

o rădăcină reală x < O 
J. 

4. Metoda grafică. Ecuaţia F(x,m) = O se reduce la forma 

fe>:) = .;} • Numărul rădăcinilor este egal cu numărul punctelor de 

intersecţie dintre graficele: y = f(x) şi y = m . 
3 

1 3 2 . X + 
Exemp 1. U: >: + m>: + 2m>: + 1 = O <=> la = - x(x + 2) 

Numărul rădăcinilor ecuaţiei date este egal cu numărul punctelor 

de intersecţie dintre graficele: 

x 3 
+ 1 

şi y = m . y = x(x + 2) 

5. Relaţiile lui Viette. 

EXemp1. 'U: Să se arate că ecuaţia: 

• 3 2 a 2 
)( + (a + 1), x + (a + 2 + 1)' x + b \IX + c = O cu a,b,c E IR 

are cel mult do~ă rădăcini reale. 

Rasptins: avem: 
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r ;{ + x + x + )( = - a - 1 
1 2 3 .,. => , 

2 a 
1. x x + x )( + • • t + x x == a + 

2 
+ 1 

1 2 2 3 3 .. 
=> ,2 2 ,.., 1 x + x + x + x J _o a + ~a + <=> 

1 2 :1 4 

:: <=> 2 
)( x +2'(xx + x X 

2 3 
+ .... 

J. '" 1 2 

<=> 2 2 2 2 2 
X + x + x + ~, :: _.- a + ii 

J. 2 " 4 
< O; deci ecuaţia are cel 

~uţi .. două rădăcini complexE>. 

6~ Utilizarea teoremei de m~die~ 

Teoremă: I Dacă f:(a~b] ~ 

. ( deci mărginită }.~xistă ~ ~ r.,M] astfel lnc~t: 

b 

f f(x) dx = ~(b - a) 
a. 

\ 

exempLU: Fip. f:[0,1] ---~~ iR continuă şi astfel incât 

s. 
2f f(x) dx = l.Să se arate că ecuaţia f(x} = x are o rădăcină 

o 

h(x) ;: f(x) x trebuie arătat că ecuaţia h(x) = O ~re o rădAcin~ 

in intervalul 

<==> 2J 
o 

Avem:I f(x) dx = 1 
o 

r 
J 

o 

.1 

2f (h(x)+x) dx - 1 
o 

con~8rm teoremei demedie~ 

cu ~ E (m,M) • Funcţia h fiind contlnuj, are proprietatea lui 

Darboux, deci pentru ~ există, 

EXERCITII; 

1. Ecuaţiile~ 

;-; E (0,1) 
o 
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b) • (sin a) . x 3 2 
~X O X + x + + y = 

Cl 
4 

-f 20 x 
3 2 

(Jx 1 O x + ax + + = 
nu pot avea toate rădăcinile reale dacă a.,~,y E lR . 

.Indicat ie: a) 2 
+ 2 2 2 < O x x + x + x 

:1 2 3 4 

b-) 
2 2 2 2 

sin 2 ..., < O x + >: + x + x == a - .... j. 2 3 • 
c) 2 2 2 2 

O " O 
x + >: + >: + O}: = , x >: x x , j. 2 3 • :1 Z 3 4 

2. Dacă f:[0,1) -----+. ~ este continuă şi cu proprietatea :1 

J f (x) d>: = 
o 

atunci ecuaţia f(x) - sin ITX = O are o rădă-

clnă in (O ~ 1) • 

3. Dacă f: [(}, 1] -----+. ~ este continuă şi cu proprietatea 
J. 

6J f(x) dx = 2a + 3b + bc , atunci ecuaţ1a ~(x) - ax2- bx - c = O o 

are o ~ădăc1nă in (0,1) 

4. Dacă f:[0,1J ) lR este continuă şi există 
:1 

1 1 care J f ( ~.: ) dx = 1 + 
2 

+ . . . + , ecuaţia: n o 

( 1 x)'f{}:) J. 
n 

râdăcină in (0,1) = - X' are O' . 
ln.dicat le: Se aplică teorema de medie f~ncţiei: 

h{x) = t(x) - ( 1 n-l + x + ••• + x 

(e) TEOREMA LUI LAGRANSE (1736 - 1813 ) 
( Teorema creşterilor finite ) 

n > 1 pent~LI 

1. Enunţ: Fie f:[a,l;;)) ----~> ~ o funcţie continuă pe [a,b1 

şi derivabilă pe (a,b). Atunci există c E (a,b) 

astfel încât: 

f(b) - f(a) = f' (c)'(b - a) 

2. Interpretare geometrică şi algebr1că 

a) Interpretare geometrică: Dacă sunt îndeplinite condiţiile 
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teoremei, e~istă un punct c E (a,b) in care tangenta la grafic 

este paralelă cu coarda ce uneşte extremităţile graficului. 

b) Interpretare algebrică: Dacă sunt indeplinite condiţiile 

teoremei. ecuaţia: f' (x) = 

cină 1n intervalul (a,b) 

f(b) f(a) 
b - a are cel puţin o rădă-

3. Corolarul teoremei lui Lagrange: Dacă f este continuă pe un 

interval 1 şi derivabilă pe 

derivatei: Iim f'(x) = A , 
x -)x 

f·(x)=A. 
o 

o 

1 \ { x } . o iar 1n x există limita 
o 

atunci f este derivabilă 1n x şi 
o 

Acest corolar permite efectuarea studiului derivabilităţii unei 

funcţii intr-un punct mult mai uşor decit cu ajutorul derivatelor 

laterale. 

Exemple: 

1. Să se studieze derivabilitatea funcţiei: 

j, 

.., x - ~ < 1 "" x 
f(x) = { in ( 2 .., ) 2= 1 }! 2" + x h .... 

RezoLvare: 1n orice punct x ~ 1 funcţia este derivabilă fiind 

exprimată prin funcţii derivabile. Studiem derivabilitatea in 

x = 1 utilizând corolarul teoremei lui Lagrange: 

-

L 
a 

continuitatea in 

(1) = Iim f(x) = 
x -) j, 
x(j, 

Iim f(x) = 
x -> j, 
x>j, 

x = 1 . . 
j, 

Iim 2 
x - j, 

(> = 
x -) j, 
X<j, 

2 Iim ln( x - 2x + 2 ) = O 
x -) ~ 
x>j, 

1(1) = In 1 = O, deci 1 este continuă pe ~ (şi derivabilă pe 

~ \ { 1 } ). 

170 



- derivabilitatea • Pentru studiul derivabilităţii In x = 1 , 

avem: 

1 
~ __ 1 ___ "2 x 1 

" In 2 x < 1 
f'(x) = (x 1)2 

2(x 1) 
x > 1 x 2 _ 2x + 2 

( f'ştim că există doar pa lR - {1} 

EXERCITII: 

1. Să se studieze aplicabilitatea teoremei lui Lagrange şi să ~ 

determine punctele intermediare c pentru: 

2x 2 x e [0,1) 

1. f(x) 2 
+ 1 [1,2] = x x e 

4x 8 x e (2,3] 

{ sin rr x x e [0, 6] 2. f(x) = 
2 

~ 
rr ~] x + OI"X + x E (""6 ' 2 

.., f(x) ( x 
rr )3 " I [O,rr] ..J. = - 2" cos x , x e 

4. f(x) arctg arctg 1 x 
[O,n) = x + , x e 1 + x 

x e [-1,1], x ~ O 5. f(x) = 

O x = O 

Indicat ie: 2. Condiţia de continuitate In rr 
""6 este: x = 

rr2 
rr 1 36 + C(""6 + {3 = 2" ' iar condiţia de derivabil i tate corola-
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rul teoremei Lagrange ) este ~ 
IT f3 Punctul : .L - + C( = c 
6 2 

f ( ; ) f(O) 
este soluţia ecuaţiei: f' (x) ::: = O . 

IT O *"2 

II. 1. Fie 2 f(x) = ax + bx + Să se aplice teorema creşteri lor 

finite pe intervalul [x .x ] • găsindu-se punctul c intermediar. 
j.' 2 

Să se deducă de aici un mod de a construi tangenta la o parabolă 

intr-un punct dat al ei. 

2. Avem: m 5 f" (x) 5 M pentru orice x el, dacă şi numai 

dacă: 

m' 1)( - y i 5 I f ( x) - f ( y) 1 5 t1 - I >: - y! v x,Y EI. (L1) 

3. ( Generalizarea teoremei lui Rolle ). Dacă f este continuă 

pe [a,bJ şi derivabilă pe (a,b)~ există c ~ (a,b) astfel incât: 

sgn ( f ( b) - f ( a) ) = sgn f' ( c) (L2) 

4. Presupunând că f este de două ori derivabilă Intr-o vecină-

tate V a punctului a. să se arate că pentru h suficient de mic 

există p~q E V astfel lncât: 

a) 

b) 

f(a + h) - f(a - h) 
2h 

= f' (p) 

f(8 + h) - te a - h) -2f(a) 

h
2 

::: f" (q) 

(Manual) 

5. 'F i e f : [O, co) -------+. ~ o funcţie derivabilă astfel lncât 

Iim f(x) = O şi fie a > O fixat. Aplicând teorema Lagrane pe 
x -)CO 

fiecare interval [ ~ + n , a + n + 1 ] , n e ~, să se arate că 

e>:istă un şir ( X )n~ având limita infinit şi astfel lncât: n 
n 

Iim i~O f' ( }' ) = - f(a) '. 
l. 

X -) co 

6) Teorema creşteri lor finite se mai poate scrie: 
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f (x + h) - f ( x) = h. f' (x + ch) cu C E (O~ 1) • 

Să se aplice această formulă funcţiilor a) f(x) = x2 b) f(x) 3 = x , 

c) f(x) = mx + r. Ş1 să se studieze valorile corespunzătoare punc-

tului real c. 

REZOLVARI: 

1. c = , deci fiind dat punctul de abscisă c, pen-

tru a construi tangenta in punctul ( c " f ( c ») al.g r a fi cu 1 u i 

considerăm două puncte simetrice faţă de c: x = c-c ,x =C+&. 
1. 2 

Tangenta trece prin punctul ( c , f(c») şi este paralelă cu 

coarda determinată de punctele 

2. Necesitat~a: Pentru x = y {Ll} este verificată~ iar pentru 

>: ,,: y avem: (Ll) <=> m:S I f ( x) - f ( y ) I :S M <=> 
x - y 

<=) m :S f' ( c 
x. 

) ::: M inegalităţi adevărate datorită ipotezei. 
J 

Reciproc~ fie x E 1 oarecare. Pentru x,,: y (Ll) <=> 

< = >- n'l:S I _f_{_X_},-): __ f_(...:.y_>_ 
I y 

:S M şi făcând pe y să tindă la x, avem: 

m :S f' (x) :S M • 

3. Distingem trei cazuri: (1) f{a) < f(b) • 1n acest caz 

trebuie să arătăm că e}:istă c e (a,b) astfel incât f'(c) > ci • 

Dacă prin absurd, am avea f'(c):S.O pe (a,b), ar rezulta că f 

este descrescătoare, deci f(a) > f(b} • 

(2) f(a) = t(b) • Ne aflăm in cor.diţiile teoremei lui Rolle. 

(3) Cazul f(a) > f(b) este. analog cu (1). 

4. a) Se aplică teorema lui Lagrange lui f pe (a - h , a + h]. 

b) Se aplică de două ori teorema lui Lagrange funcţiei g(x) = 

f(a + x) - f(x) pe intervalul [a - h , a]. 

173 



6. al c = 1/2 , c) se obţine mh = mh,deci c nu se poate determina. 

(D) TEOREMA LUI CAUCHY (1789 - 1857 ) 

1. E..nunl: 
! 

Fie f,g:[a,b] -----+. ~ continue pe [a,b] şi deri-

vabile pe (a,b) astfel lncât g'(x) ~ O V ~ e (a,b). 

Atunci există c E (a,b) astfel lncât: 

f(b) f(a) 
g(b) - g(a) 

2. Interpretare geometrică şi algebrică 

= f' (c) 
g' (c) 

a) Interpretare geometrică: In condiţiile teoremei există un 

punct 1n care raportul pantelor tangentelor la cele două grafice 

este egal cu raportul pantelor corzi lor ce unesc extremităţile 

graficelor. 

b) Interpretare algebrică~ 1n condiţiile teoremei, ecuaţia: 

f' (x) ( g(b) - g(a) ) - g' (x) ( f(b) - f(a) ) = ° are cel puţin o 

rădăcină 1n (a,b). 

EXERCITII: 

I. Să se studieze aplicabilitatea teoremei lui Cauchy şi să se de-

termine punctul intermediar c pentru: 

1. f(x) In g(x) e f,g:[1,e] IR = x , = , • x 

-
2. .f(x) = In x , g(x) = 2~ - 1 f,ţP[1,e] • ~ 

3. f(x) = sin x , g(x) = cos >: , f,g: [ ~ , ~] (Manual) 

u: 2 1 [1,3] x + >( e 
4. f(x) -/ 

4 
+ "3 x e [0,1] 
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g(x) 2 = X + 1 , f,g:[0,3] ----+~ IR 

II. 1. Dacă 1 are derivate de orice ordin pe [a,bJ, aplicind for-

mula lui Cauchy funcţiilor: 

a) g(x) = f(x) , h(x) = b - x, să se arAte că există 

C E (a,b) astfel incit f(b) = t(a) + (b - a)f'(c) • 

b) g(x) = f(x) + (b - x)f'(x) , Z h(x) = (b - x) , să se arate 

că ex~stă c E (a,b) astfel incât: 

f(b) = f(a} + (b -

b - x c) g(x) = f(x} + 
1 ! 

h(x) = (b - x)3 , să se arte 

(b a) -
f(bj = f(a) + f' (a) 

1~ 

b - a d) g(x) = f(a) + 
1! 

n 

a)1' (a) + 

l' (x) + 
(b 

că exi.stă 

(b 2 - a) . 
+ 2! 

f' Cx) + 
(b 

(b - a)z 
f' . (c) 

2! 

- x)z 
f" (x) 2: , 

c: E (a,b) astfel încât: 

f 

f'~(a) + (b - a)3 f'" Cc) 
3! 

- X)2 
+ 

2! 

• •• + (b -, x) f<n> ( x ) 
n. ' 

9 ( x) = (b - x) n+~ să se arate că 

există c E (a,b) astfel incât: 

f(b) = f(a} + b ~!a f'Ca) + 
2 

(b ~Ia) f"(a) + ••• ..... 

• • •• + 

2. Aplicând concluzia de la punctul b), să se arate că nu există 

funcţii f:!R ----+.!R de două ori derivabile astfel incât: 

f(x) ~ O şi f"(x) < O 

( nu există funcţii nenegative şi strict concave pe intreaga a>:ă 

reală ). 

REZOLVARE: 

2. Din f"(x) < O pentru orice x E!R, deducem că f' este 

175 



strict descrescătoare Ş1 deci nu putem avea f' (x) = O pentru 

orice x e iR • Aşadar, există x e ~ astfel lncât 
o 

f' (x ) ;tit. O • 
O· 

Dar atunci din relaţia: 

f(x) = 1(x ) + ( x 
o 

x )1' (x ) + 
o o 

rezultă 1(x) - 1(x ) < (x - x )1'(x ) 
o .... o o 

(x x) 2 
_____ o_f" (c) 

2 

Avem două situaţii: (1) dacă 1'(x) > O , 
o 

făcând pe x să 

tindă la -ce in (Ci) avem: 

1 im (f (x) ~ f (x o) ) = 1 im ( x - x ) f' ( x ) = - co 
o o 

l( -)-ce x -)..>..co 

prin urmar-e Iim f(x) == -' o;) contradicţie 

x -)-ce 

(Cl) 

(2) dacă f'C ~ ) ~ O obţinem aceeaşi contradicţie dacă facem 
o 

pe x ~ă tinaă la + ce. 
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• 

6. E GAL 1 T ATI SI INEGALITATI 

EGALITATI 

Se ştie că dacă .de~~vata unei funcţi~ este egală cu zero pe un 

inte~val~ funcţia ~espectivă esţe constantă pe acel interval. 

Această obse~vaţie permite- semonst~a~ea unor egal~tăţi de forma: 

f(>~) = g(;-:) + C 

-
sau, 1n particular, 

f(x) = g(x) ş~ f(x} = C = constant 

Intr-adevăr, f(x) = g(x) + C ~=>. f(x) g(x) = C şi pentru 

demonstrarea acestei egalităţi este suficient să demonstrăm că: 

( f(:c) - g(x») = O 

Observatie: Dacă derivata este egală cu zero pe o reuniune de 

intervale disjuncte, este posibil să difere constanta de la un 

interval la altul. 
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Pentru determinarea constantei C~ putem utiliza două metode: 

1. Calculăm expr.sia f(x) - g(x) intr-un punct convenabil 

ales din intervalul considerat. 

2. Dacă nu este poaibil să aplicăm metoda precedentă. putem 

calcula Iim ( f(x) - g(x) ) 9 ><0 fi.ind de asemenea un punct con
x -) le 

o 

venabil ales (un capăt de interval). 

Exem.plu: Să se arate că avem: 

1 x 
arctg x + arctg -::1:---:-+ x 

x e (-co " -1) 

X E (-1 , col 

Rezolvare: Pentru 
1 }! 

h ( x) = arctg x + arctg -1~-
+ x avem h'(x) = O 

pentru orice x E fR \ {-1}, domeni'u ce este o reuniune de intervale 

disjuncte. Calculăm valoarea constantei pe fiecare interval. 

(1) Pentru }!;. -1, alegem punctul x = O in care putem face 

uşor calculele: h(O) = arctg(O) + arctg(l) = 

(2) Pentru x {-1 nu găsim .un punct in care să putem calcula 

uşor valoar-ea lui h, dar observăm că putem calcula: 

Iim 
x -)-1 
x(-1 

n 
h(><) =-4 17 

2 

INEGALITATI 

Metoda '1: Utilizarea teoremei lui Lagrange sau a teoremei lui 

Cauchy. 

1n unele inegalităţi poate fi pusă 1n evidenţă o expresie de 
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forma: 
f(b) - f(a) 

b - a 
f şi punctele d,b fiind coftv@nabil 

alese. :0 acest caz se poate utiliza teorema lui Lagrange pentru 

demonstrarea lnegalit~ţil respective, inlocuind expresia: 

f(b) f(a) 
b a 

dln iriegalltate~ cu f' (c). Noua formă a inegalităţli se demonstrea-

z~ ţinând cont de faptul că a < c < b şi de monotoni~ lui f". 

Un procedeu asemănător poate fi aplicat dacă in inegalitate se 

poate pune in evidenţă o p-xpresie de forma f(b) - f(a) tOl" 
g(b) -g(a) , u 1 1-

zând teorema lui Cauchy. 

EXEl1PLE: 

1. Utilizând teorema lui Lagrange, să se arate că: 

b a 
b 

b < In - -< a 
b a 

dacă O < a < b. a 

RezoLvare: Parcurgem următoarele etape: 

(a) Punem in evidenţă o expresie de forma 
f(b) - f(a} 

b - a 
obser-

vând că In ~ = In b - In a şi "împăţind cu b - a. Inegal i tatea 
a 

devine: 
1 
b < 

In b 
b 

In a 
a < 1 

a 

{b) aplicăm teorema 14i Lagrange funcţiei f(x) = In x pe inter-

valul [a,b). Există c e (a~b) astfel încât: 

In b - In a 
b - a 

= f'(c) = 

(c)" inegalitatea devine: 

1 
c 

1 
b < 

1 
c < 1 

a 

Această nouă formă a inegalităţii se demonsrează ţinând cent de 

faptul că a < c < b şi f' (x) = 1 este descrescătoare. 
x 
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2. Utiiizând teorema lui Lagrange, să se arate că e
X > 1+ x 

pentru drice x ~ o. 

Rezol.vare: 

Pentru a folosi teorema lui Lagrange, căutăm un interval [a,b] 

şi o funcţie astfel lncât in inegalitatea noastră să putem pune in 

evidenţă raportul 
f(b) - f(a) 

b - a 
• Pentru aceasta observăm că dacă 

x ~ O , avem două situaţii: 

(1) x·> O • 1n acest caz putem considera intervalul [O,x] • 

(a) Punem in evidenţă in inegalitatea dată o expresie de forma: 

f(x) 1(0) 
x-O 

"(=> 
x e 1 

observând că dacă }{:> O ~ avem e X :> 1 + x <=> 

>. 1 . 

(b) Ap11căm teorema lui Lagrange funcţiei l f(t) = e pe inter-

valul [O,x]. EX1stă c E (O,x) astfel incât 
x 

e 1 
x 

(e) Inegalitatea devlne: 

AceastA form~ a inegalităţiise demonsrează ţinând cont că: 

o < c < x ~ iar derivata f'(x) = e X este crescătoare { jeci 

(2)-> Dacă. x < O demonstraţia se face analog. 

Metoda 2: Metoda minimLÎlui 

Această metodă se bazează pe .observaţia că dacă x este un 
o 

punct de minim global 

pe un domeniu !D şi dacă 

( cel mai mic minim ) pentru o funcţie h 

hb: ) ~ O 
o 

( cea mai mică valoare a lui h 

este nenegativă ), atunci h(x) ~ O pentru orice x e!D (toate 

valorile lui h sint nenegative ). Putem demo~stra deci inegalităţi 
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de for-ma: adică f(x) - g(x) ~ O , cu alte cuvinte, 

de forma: h(>:)~O. 

Exem.pL 'U: Utilizând metoda minimului~ să se arate că e
X > 1 + x 

pentru or-ice x ~ O • 

Rezol.vare: Pentru a utiliza această metodă procedăm astfel: 

(a) Scr-iem inegalitatea sub forma: h(x) ~ O : 

<=> x e x - 1 > O 

(b) Fie h(x) 
x = e 1 - x. Cu ajutorul tabelului de variaţie 

calculăm minimul global ( cel mai mic minim) al lui. h : 

ce O + ce 

'-:-;~:-:~)-+-------\-------\--~--\------:---+--I-+---+---+--I-+---+---+--I-+--~I' 

Din tabel se observă că h are un singur minim~ in x = O , deci 

acesta este şi minimul global. Valoarea sa este h(O) = O Deci 

pentru x ~ O avem h(x) > O • 

Metoda 3: ( Inegalităţi pentru integrale~ fără calculul 

integralelo 

F'entr-u demonstr-ar-ea UI c.. inegalităţi de for-ma: 

b 

CI :5 J f{x) dx :S (1 
a. 

făr-ă a calcula integrala, se foloseşte observaţia că dacă m, res-

pectiv M~ sunt valorile de minim şi de maxim global ale lui f pe 

intervalul [a,bJ, avem: 

m :$ f(x) :S M pentru orice >: E [a~b] 
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şi deci ~ntegrând; obţinem: 

b 

m(b - a) 5 J f(x) dx ~ M(b - a) 
a 

dec1 pentru demonstrarea inegalităţii propuse, mai trbuie demon-

strate inegalităţile numerice J: 

Exem.pLu: 

RezoLvare: 

OI 5 m(b - a) 

Să se arate că: 

.1 

2-f& :S f 
o 

2 
>: 

e dx 

M(b - a) 5 f3 

2 

e i
-

X dx 5 1 + e 

Ca) Inegalitatea pete fi scrisă sub fqrma: 

2..,,---e- ~ fl (e
X2 

+ e.1->:2 ) d}: ~ 1 + e 

o 

Cb) Cu ajutorul tabelului de variaţie calculăm mi-

nimul şi maximul global 

valul [0,1] : 

I 

x , O 

, 
I 

f' (x) I O 

t ( >: ) 11 + e " 
Avem deci m = 2~ 

1 

2 2 

al funcţiei f {>: )' 
X .1-X = e + e pe inter-

1 1 

Y2 

O + + + 

\ 2-1e- I I 1 + 

şi M = 1 + e • 

Ce) Integr-ăm inegali~ăţile m ~ f(x) ~ M pe in-

tervalul [a~b] şi obţinem~ 

1 

I 2-fe d>: 
o 

.1 

~ f f (x) dx 
o 

.1 

.1 

~ f (1 + e) dx 
o 

2-te ~ J f(x) dx ~ 1 +e 
o 
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Metoda 4: Utilizarea inegalităţii din definiţia funcţiilor 

convexe ( concave ) 

Fie 1 un interval pe axa reală. 

Definiţie: 

f('){ ) 
z 

y 

f(x) 

f(x ) 
1 

F,uncţia f:1 

orice două puncte x 

sub coarda ce uneşte 

T + ........ _ .. ----.................................... . B 
i 

I t .. ~, 
t : 

x X 
2 

• [R este conve>:a pe 1 dacă între 

. x e 1 graficul lu"i f se află 
~ . 2 

punctele de absclse x şi x . 
1 2 

Fig. 6.1 

Cu notaţiile din desenul alăturat, această condiţie se 

exprimă prin inegalitatea~ f(x) < v - / 

Pentru a e>:pl ici ta pe ){ şi pe y ~ observăm că: 

1. x este în intervalul [x • x J dacă $1 numai dacă se poate 
1" 2 

scrie sub forma: 

x=a'>: +(1 
3. 

cu a E [0,1) (E.Ll) 

Intr-adevăr .• dacă >: e [xl'>~ J este suficient să luăm a =(>:-x )/): -x ) 
" 2 2 1 2 

pentru a avea satisfăcută egalitatea dorită. 

Reciproc;dacă x are exprimarea din (Eal.l), pentru a arăta 

că x e [x • x ] 
~. z trebuie verificat sistemul de inegalităţi: 
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{

a.:-: + (1 - a)'x 
~ 2 

a'x + (1 - a)'x 
~ 2 

> }~ 
i 

Prima 1negalitate este ecn1valentă cu a S 1 ~ iar ii doua ine-

galitate este echivalentă cu a S ° . 
Observat i.e: Condiţia aE (0,1] din (E.I.l) este deci esen-

ţială. 

Inegalitatea din definiţia convexităţii devine: 

2. Pentru a-l exprima şi pe y observăm că: 

deci: 

x - X 
-1 

x - X 
2 

a'x + (1 
~ 

X 
2 

a"-' 
~ 

CA = CB = 

CIt) • x - X 
2 1 

(1 - a) . x 
~ 

de unde rezultă: 
y = aof(x ) + (1 

1 

!nlocuind pe x şi pe y, obţ~nem: 

f:l ~ este convexă <=> 

y - f(x ) 
2. 

f(y.) -y 
z 

= 
y - f(x ) 

~ 

f (x ) -.Y 
z 

1 [v V Cle(O,l] f (ax 1+( l-a) x 2) <:=> >: , x el 1 . 2 < af(x 1) + ( 1-a) f ( :-: z) J 

f:l • ~ se spune că este concavă dacă pentru orice 

)( ,x e I , intre punc'tele de abscise ){ şi x graficul funcţiei 
• 2 • 2 

este deasupra corzii ce uneşte aceste puncte, adică: 
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Se ştie că putem verif1ca convex1tatea Ş1 concav1tatea unei 

funcţii de două ori derivabile pe un interval cu ajutorul deriva-

tei a doua: 

f' , (x) > O pe 1 (=) f convexă pe 1 

f' , (x) ( O pe 1 <=> f concavă pe 1 

utilizând cele două moduri de'exprim~re a convexităţii putem 

formula şi demonstra unele inegalităţi. 

Exemplu: Să se arate că pentru orice x şi x din IR· avem: 
J. ~ 

Rezo lvare: 

decl.: 

v x.>: E !R 
1" 2 

x + 
J. 

2· e 

Funcţia f(x) 

VOIE (0,1) 

x 
2 

< 
• 

x = e 

X ;l( 

J.- 2 e + e 
2 

este convexă pe IR (f" (x) ) 

(l-a}f(x ) 
2 

O) , 

de unde pentru a = 1 
~ obţinem inegalitatea din enunţ. 

EXERCITII: 

1. Să se arate că:\ 

1. arcsin x + arccos x = pentru ·orice X E [-1,1) 

2. arcctg 

3. 2arctg 

4. arcsin 

IT 

{ 1 -~ 
x + arctg - = 

X IT 

x + arcsin 

cosrx + 

2 

2x 
IT 

= 
2 

1 + x { 
~IT 

f3" ·sin rx 
2 

x E (-co, O) 

x E (O , co) 

>: e [1 , col 

x e (-co, -1) 

- rx = IT 

6' X E 
IT 

[0,1--] 
6 

5. Pentru intervalele 1.1 c!R să considerăm funcţiile con
J.. 2 
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tinue şi injective f:1 
~ 

----+) !R , g: 1 
2 

----+,!R şi constanta 

~ In interiorul lui f(1 ). Din condiţia f(u(x») = c + g(x) re-
1 

zultă 
-~ u(x) = f (c + g!>d) pentru orice x care indeplineşte con-

diţia C + g(x) E f(l î • utilizând acea5tă observaţie, să se con
~ 

struiască egalităţi de forma h(x) = c pentru: 

(a) f(x) = arccos x , 
2 g(x} = x 

(b) f(x} = tg x, g(x) = 3x + 2 

(e) f(x) , g( x) = tg x 

Raspuns: (a) Avem f:(-l,lJ ----., f.R f([-1,1]) = [- ; , ; ], 
g:"[O,::o) -~---+> !R . Determinăm funcţia u din condiţia: 

f(u(~{» = C + g{x) care devine arccos u{x} ::: C + x 

deci u(x) cos(c 2. Pentru 1T de e>:emplu = + x ) . c == ""4 

u{x) f2 ( 2 sin 
2 ) iar din condiţia: = -,..,-- cos x )~ 

L. 

IT 2 
+ >: E [-1 •. 1] ""4 deducem }{ e [ - /1 IT 

""4 

deci avem: 

-; 2 ( 
arccas --------=2~. ------

2 
X = IT 

""4 , 

X E [ -/1 - IT 

""4 

2 , 

avem 

şi 

II. Utilizând teorema lui Lagrange~ să se de~onstreze inegalită-

ţile: 

b - a < ctg ctg b < b·- a 
[a,b] ( O 

IT ) a - C 
2 2 

, , ""2 sin b sin a 

2. b -a < ctg ctg b < b -a 
[a,b] ( IT ) a - , C ""2 , IT 

2 2 sin a sin b 

x + 1 < In ()-: + 2) < x + 1 x > -1 
x + 2 

, 3. 

• 
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x + x 
1 2 X x 

2 1 + 2 e e 
V fR 4. e < 2 , x ,x E 

1 2 

5. 1 < In ( 1 
1 ) -< 

1 
> 1 + , n n + 1 n n 

6. Utilizând teorema lui Cauchy aplicată funcţiilor: 

f(t) = (1 + t)ln(l + t) , g(t) = arctg t , f,g:[O,x] ----+. IR 

să se arate că ln(l + x) > arctg x 
1 + x pentru x > O • 

III. Utilizând metoda minimului să se demonstreze inegalităţi le: 

1. ~ < 2x'arcsin x + 2~ 1 + x 2 
x

2 < n - 1, x e (-1,1) 

2. -3 ,( 2cos 2x ( 
3 .... x - cos 2'" , x e IR 

In ( 1 2x + 2x 2 ) > 1 + - "2 , X E IR 3. 

3 
X 

< sin < > O x - 6 x x , x 

2 

5. >~ < ln(l + x) < > O x - '2 x , x 

sin ') 
x [ O !l' ] x 

1 
, x e , 2" x + 

6. 

7. 
)

n > nT1 
X , xn )n+t ( 1 + n E IN 

IV. Fără a calcula integralele, să se arate că: 

1 7 
3 < J x 

dx ( 1 3 x + 5 
4 

1 2 
2. 1 ( f x d e x < e 

o 

16 d 2 
( J x 

dx ( Ci ---y x + 2 
3. 

• 
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4. rIO < J-3/ X 2 
+ 1 dx \ rr.=r 

-4 

O 

O < J ~ In ( 1 + 
2 ) dx < 1 4 

x x -ln-4 3 5. 

--
2 

17 

6. I 2 -ain x dx < 17 ( -1 1 ) e "2 -e 
O 

1.1'1 17 

7. J sin x dx < 1 e 17 -
o 

v. Fără a calcula integrala~ să se arate care din următoarele 

integrale are valoare mai mare: 

1. 

2. 

3. 

2 

J ln( 1 + x} dx 
~ 

.0 

J x"arctg x dx 
2 

17 -
J 

2 

sin 
1'1 dx x 

o 

sau 

sau 

sau 

2 

J 
1 

__ x---:_ dx 
x + 1 

10 

J In ( 1 + 
2 

IT 

J 2 sin 1'1+1 

o 

2 ) dx x 

x dx 

Indicat ie: Utilizând metoda minimului se demonstrează 1negali-

tăţi de forma f (x) < f (x) 
• . 2 

f(>:»f(x) 
1 "2 

pe intervalele sau 

considerate. Integrăm apoi inegalitatea obţ1notă. 

VI. 1. Dacă f:l ----~~ ~ eate convexă~ atunci pentru orice 

••• ,x EI, avem inegalitatea 
.1'1 

f( 
x + x + + x ) f(x 1} 1 2 1'1 < . n 

2. Utilizând inegalitatea lui 
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+ f (>: ) + ... + f(x ) 
2 1'1 

n 

(Manual) 

Jensen aplicată funcţiei con-



vexe 

avem: 

f(x) x = e , să se demonstreze inegalitatea mediilor: 

a· 
2 

a 
n 

a+a+ .•. +a 
1 2 n 

n 

3. Să se arate că pentru orice 

x + x +: ... + x sin x + sin x + . . . 
sin ~ 2 n 

) 
1 2 

n n 

x + x + . . . + x cos X + cos x + . ." . 
1 2 n 

) 
1 2 cos n n 

+ sin 

+ cos 

IT 

"2 

x 
n 

x 
n 

Care sunt domeniile maxime c~ conţin pe zero~ in ~are au loc 

aceste inegalităţi? Daţi exemple de alte domenii, ce nu conţin 

] 

or1g1nea şi in care au loc inegalităţile d~ mai sus. In ce domenii 

au loc inegalitAţile. inverse? 

4. Utilizând concavitatea funcţiei logaritmice demonstraţi 

că pentru orice x • x • , x 
1" 2" n 

'x < >:. x 
1 2 n 

5. Arătaţi că funcţia 

)- O 

[ }{ + 
1 

avem: 

x 
2 

C( 

x 

+ 

n 

+ x r n 

C( > 1 • x ) O este 

conve>:ă. Utilizând această proorietate arătaţi că pentru orice 

numere nenegative 

>: 
2 

+ ••• + 

.x 
" n 

are loc inegalitatea: 

+ x~ + ••• + x: ) 
6. Aplicând inegalitatea lui Jensen funcţiei f(x) = x2 să 

se arate că pentru or1ce x • x , 
~ . 2 

.x E IR . n avem: 

( X 1 + "X 2 + ••• + X n) 2 < n· ( x: + x: + ••. + >: ~ ). 

Ce inegalitate analoagă se poate deduce din funcţ1a convexă 
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f(}:) = :1 
X ~ pentru x :> O ? Dar din funcţia concavă f(x) :1 = X , 

pentru x ~ O ? 

7. Aplicând inegalitatea lui Jensen pentru funcţia convexă 

f(x) 1 
x 

,pentru x:> O , arătaţi că dacă2 

P(x) 
T'I 1"'1-1 

=ax +a x + .•. +ax+a 
T'I T'I-~ ~ o 

este un polinom cu toate rădăcinile reale şi pozitive~ avem: 

a a 
2 T'I 

n .-- ~ a 
• 
a 

o 
• Ce se poate spune dacă polinomul are toate ră-· 

T'I-~ 

dăcinile reale şi negative ? 

REZOLVARI: 

2. Comparând membrul drept al inegal1tăţii de demonstrat cu 

membrul drept al inegalităţii lui Jensen, deducem că punctele 

Avem: 

x 

,x se determină din condiţiile: 
T'I 

f(x ) = a , f(x ) = a , 
~ • 2 2 

, f(>: ) = 
1"'1 

a 
T'I 

e 1 = a => x = In· a şi,. in genera 1 ~ 
1 • ~ 

>:.= In a 
\. \. 

Cu aceste puncte inegalitatea lui Jensen, pentru f (x) .= 

devine: 

e 

tT'l a ... tT'l a T • 
1 2 

1"'1 

+ tT'l a 
1"'1 

a + a + 
< ~ 2 

n 

+ a 
T'I 

x 
e , 

Făcând calculele In membrul stlng~ se obţine inegalitatea 

mediilor • 

3. Pe intervalul [ O , 
rr 
2 ] funcţiile sin x şi cos x sunt 

concave. Cel mai mare interval ce conţine originea şi In care este 

este concavă sin x este intervalul [O~rr]. Pe [rr,2n] de exemplu 

ace~aşi funcţie este convexă, deci inegalit.tea din enunţ se schimbă. 

-
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7. P R 1 MIT 1 V E 

CONEXIUNI CU ALTE NOTIUNI SPECIFICE FUNCTIILOR 

Definitie: . Fu,ncţia f: 1 . --~--+. ~ are primitive pe interva-

lul I dacă există d funcţie F:I ----+~ IR deriva-

bilă şi F'(x) = f(x) pe!. 

Se ştie că două primitive diferă printr-o constantă: 

F (x) = F (x) + C 
t 2 

Mulţimea tuturor primitivelor'se numeşte integrala nedefinită a 

funcţiei f şi se notează CU~ 

J f(x) dx 

Pentru a putea enunţa metoda prin ,care se poate arăta că o 

funcţie are primltive şi metoda pentru a arăta că q funcţie nu are 
il 
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primitive , amintim o parte dintre legăturile care există intre 

principalele noţiuni de analiză matematică studiate in l~ceu~ re-

la~iv la funcţii: 

1. LIMITA 

2. CONTINUITATEA 

3. DERIVABILITATEA 

4. PROPRIETATEA LUI DARBOUX 

!S. PRIMITIVA 

6. INTEGRALA 

Legăturile intre aceste noţiuni sunt date de următoarele pro-

prietăţi: 

P) Orice funcţie continuă intr-un punct x are limită in acest 
• o 

punct: c -------+, L 

P) Orice funcţie"derivabilă intr-un punct x este cont~nuă in 
2 o 

acest punct: o ------_, C 

P 3) Orice funcţie cont~nuă. pe [a,b) are propr~~tatea lui 

Darboux pe [a,b): C , Da.rb. 

p ) Orice funcţie continuă pe [a,b] are primitive pe [a,b]: .. 
C ) P 

P 5) Orice funcţie con t1c1uA pe. [a,b] este integrabilă pe [a;b]: 

C ) 1 

P) Orice funcţie care are primitive pe [a,b] are proprietatea 
d 

lui Darboux pe [a.b]: p -------+. Darb. 

P) Dacă o funcţie are proprietatea lui Darboux pe [a,b], 
7 

atunci in orice punct x in care limita (limita laterală ) 
o 

existA, ea este egală cu f(x ). 
o 
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Consecinţe: 1. O funcţie cu proprietatea lui Darbou~ (deci 

o funcţie care admite primitive nu poate avea intr-un punct >: o 

limită. limită laterală) infinită. 

şi 

Funcţiile pentru care cel puţin o limită laterală este 

infinită sau diferă de f(x ) nu au primitive • 
------------------------------~o --------~----~~---

2. Dacă f are proprietatea lui Darboux pe [a,b] 

x este un punct de discontinuitate, CEL PUŢIN O LIMITA LATERA
o 

LA NU EXISTA. 

Darb. + >: d.l.scont. ======> ~ z. s; ( x o) sau i! z. d ( x o ) o 

Datori tă impl icaţii lor de mai sus, . putem forma tabloul: 

"" 
l' 

J 

/ 
! 

DERIVABILITATE 

CONTINUITATE 

INTEGRABILITATE PRIMITIVA LIMITA 

r-------~----/--------_I DARiOUX I ______________________ ~ 
>: - dl.scont. 

o 
==to ~ l {}: ) 

so o 
sau 

OBSERVAŢIE: Dacă x este un punct de discontinuitate pentru f, o 

este posibilă una din următoarele situaţii: 

(1) l.l.mitele laterale există ş~ sunt finite 
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(2) o limită laterală este finită~ cealaltă este infinită 

(3) ambele limite laterale sunt infinite 

(4) o limită laterală este infinită~ cealălaltă nu există 

(5) o limită laterală este finită~ cealălaltă nu există 

(6) ambele limite laterale nu există 

DINTRE TOATE FUNCŢIILE DISCONTINUE !N CEL PUŢIN UN PU~T, 

SINGURELE CARE EVENTUAL AU PRIMITIVE SUNT ACELEA PENTRU CARE CEL 

PUŢIN O L~MITA LATERALA NU EXISTA (IAR CEALALTA, DACA EXISTA, 

ESTE FINITA ). 

De asemenea, să observăm că deşi in cazul (1) .funcţia nu are pri-

mitive pe [a,bJ (nu are proprietatea lui Darboux) totuşi~ dacă in 

plus limitele laterale .sunt egale, atunci f are primitive pe 

[a.b] \ { x }. prin intermediul functiei f - prelungirea prin . o . . p 

continuitate a restricţiei lui f la domeniul [a,b] \ { x ... · J • o 

a 
Exempl.u: f(x) = { 1 

sin~ 
:x 

are proprietatea lui 
x > el 

Darboux pentru orice a e [-1,1], dar nu are primitive dacă a ~ O. 

Intr-adevăr, presupunând prin absurd că f are primitive, fie F 

o primJtivă a sa. Atunci F trebuie. să fie de forma: 

F(x) = 

Pentru a calcula 

derivarea funcţiei 

a·x + c 
j, 

I J . 1 
S1n -dx + c 

x 

J 
. 1 

S1n -dx x 

2 

observăm că 

2 1 x cos - • !ntr-adevăr, 
x 
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deci: 

2 1 
( >{ cos - ) x 

1 = 2x·cos-" x 
" 1 

+ Sl.n
x 

_ 1 
S1n

x = ( 2 1 
x cos - ) x 

1 2x·cos -
x 

şi: 

f sin~dx = J( x2COS~ )'dX - 2J x·cos~dx = 
>! x X 

2 1 = x cosx 
1 

cos -dx x 

Funcţ1a g(x) = x 1 cosx 
are primitive pe (O,eo), deoarece es"te 

continuă pe acest interval, dar nu are primitive pe [O,eo) ( ne 

interesează ca intervalul să fie inchis la zero pentru a putea 

studia continuitatea şi derivabilitatea lui F ). 

Observăm că deoarece Iim g(x) = 0, putem considera prelungi
x ->0 

rea sa prin continuitate: 

9 (x) 
p 

x>o 

1 
x ·cos

x 

° 

}{ )- ° 
x = O 

AceastA funcţ~e fiind continuă pe [O,eo), are primitive pe acest 

interval. F~e G una dintre aceste primitive. Atunci: 

f - 1 S1n -dx = x 
2 1 

>: cosx 
- 2·G(x) şi: 

x , O 

F(x) = { a~.+ :. 
x cos - - 2·6 ( x) + C x > ° x 2 

Punem condiţia ca F să fie continuă in x = O. Avem: 
o 

F(O) = l (O) = 
a 

c , 
1 

deci trebuie să avem C = C + 2-6(0) 
2 1 

obţinem următoarea formă: 
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F ( x) = { a· x, + C j. 
2 1 

x cos - - 2' 6 ( x) + 2' 8 ( O ) + C 
x 1 

Punem condiţia ca F să fie derivabilă In zero: 

F' (O) = Iim 
F(x) F(O) = a , 

SI x -)0 x 
x(O 

2 1 28(x) x cos- -

F~(O) Iim 
F(x) F(O) lim 

x 
= = 

x -)0 X x -) o 
X)O x)O 

x <; O 

x > O 

+ 28(0) + c 
1 

>: 

= -2 Iim 8(x) 8(0) = -28' (O) deoarece 8 este derivabilă in 
x -)0 x 
X)O 

C 
1 

zero.Avem 6'(0) = 9 (O) = O 
p 

( 6 este o primitivă a lui gp ),deci 

F~(O) = O. Prin urmare F nu este derivabilă in zero dacă a-O. 

Observat ie: Pentru stupiul derivabilităţii am menţionat două 

metode: utilizarea definiţiei şi utilizarea corolarului teoremei 

lui Lagrange. Să observăm că in exemplul de mai sus nu putem utiliza 

corolarul teoremei lui Lagrange deoarece nu există Iim F' (>!). 
x -) o 
x>o 

Tabloul de la p~gina 193 ne permite să formulăm metode pen-

tru a arăta că o funcţie are primitive şi metode pentru a arăta că 

o funcţie nu are primitive. 

Vom enunţa aceste metode şi le vom exemplifica,ln primul rând cu 

exerciţii din manualul de analiză matematică cls. XII ,pentru a sub-

linia astfel necesitatea familîarizării cu diversele noţiuni intâl-

.nite in manualele de liceu. 

(A) Metoda pentru a arăta că o funcţie are primitive 

Primele trei metode se deduc din tablou utilizind implicaţii de 

forma a -----+. b : 
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(EP) Arătăm că funcţia este derivabilă. 
1 

(EP) Arătăm că funcţia este continuă. 
2 

(EP) Construim primitiva. 
3 

(EP) Arătăm că funcţia este o sumă de funcţii care admit pri
• 

mitive. 

De reţinut că metoda EP este preferată metodei EP deoarece este 
2 1 

mai uşor de demonstrat continuitatea dec8t derivabilitatea,iar me-

toda EP se foloseşte doar dacă intr-un punct de discontinuitaţe 
3 

funcţia nu are limită (este singura situaţie In care mai poate 

avea primitive). 

(B) Metode pentru a arăta că o funcţie n~ are primitive 

Primele trei metode se deduc din acelaşi tablou utiliz8nd 

echfvalenţa: a b non b ----.. non a. 

Avem deci: 

a) PRIMITIVE 

1 :t 
b) P. DARBOUX 

1 r 
3 ~ ( x ) 

e) la o 
sau 3 ~ ( x ) 

d o 
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( 

c) 
3 l (x ) < ca şi 3 l ( x ) = ca sau 

non il o s; o 

1 
3 l. d( x ) < ca 3 l.d( x ) = ca 

o o 

'" / )li 

non b) [ non DARBOUX I 
1 ! 

non a) non PRIMITIVE 

Deducem astfel următoa~ele metode pentru a arăta că o funcţie nu 

are primitive: 

( NP ) 
1 

Ară tăm că i ntr-un 'punct de discontinuitate ambele 1 imi te 

laterale există şi sunt finite sau cel puţin o lim1tă lateralA 

este 1nfin1t,i. 

NP ) 
2 

Ar-ătă,m că funcţia nu ar-e propr-ietatea lui Darbou>:. 

Pr-esupunem pr-in absurd că f ar-e pr-1mitive Ş1 obţine~ o 

contr-adicţie. 

( NP ) 
4 

Dacă f este suma a două funcţii. una admiţind primitive~ 

cealaltă nu~ r-ezultă că f nu are pr-1mitive. 

Exem.pLe: 

( EP) 
2 

f(x) = 

1 
5 

X 

o 

e 

1 --
2 

x x ;Jt O 

x = O 

ar-e primitive deoarece f este continuă. 
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( EP) 
3 

f(x) = 
{ 

1 
2x's~n -

x 

O 

1 
cos -

x 
x ~ O 

x = O 

Rezo Luare: Qbservăm că 
1 

2x 's~n
x 

1 cos"
x 

provine d1n der1va-

rea funcţ~ei 2 1 x s~n 
x 

deci o primitivă a lui f trebuie să fie de 

forma: 

F(x) 
= { 

2. 1 x s~nx 
+ C x ~ O 

x = O 

Punem condiţia ca F să fie continuă in zero: 

1., (O) = L d ( O) = 
;Ol 

decl. Ct = C şi avem: 

F(x) 

Iim 
x ->0 

( 
2. 1 

x s~n
x 

{ 2 1 
x sin- + 

}~ = 
C 

+ C ) = C , 

C x ;rI. O 

x = O 

Punem, condiţia ca F să fie der1Vabl.lă in zero: 

F' (O) = 1 im F ( >~ ) F(O) 
= 

2. 1 C C x Sl.n -. + -1 im _____ x _____ _ 
x 

x ->0 x -)0 

F(O) = el 

= 

= iim 1 };. Sl.n - = O 
x 

( ceva mărginit inmulţ1t cu ceva care 
x -> o 

tlnde la zero, tinde la ~ero ), deci F este derlvabilă in zero. 

Dar trobuie să avem şi F" (O) = f(O),egalitate care este de ase-

menea indeplinită,deci f are primitive. 

( EP ) 
4 

f(x) = { 

2 1 
cos 

1 
"2 

x 
x ~ O 

x = O 
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Avem: f(x) = 

1 
unde g{x) = 2" , 

iar funcţiile 9 şi h 

1 -

iar 

2 
cos

x 
2 

1 
"2 

h(x) = 

x ~ O 

x = O 

2 reo
"" -.)/2 
O 

admit primitive. 

= g(x) + h(x) , 

x ~ O 

, 
x = O 

CNP ) 
• 

. a) f(x) = [x] - x nu are primitive pe R deoa~ece In 

puncte x = n este discontinuă şi ambele limite laterale sunt 
o 

finite. 

b) . 1 
S1n

x 

tive deoarece Iim f(x) = - ~. 
x ->0 
x>o 

o 
1 
-cos x 
x 

x ( O 
nu are primi-

x > O 

CNP) Funcţiile pentru care se utilizează această metodă im 
2 

\ 

manual sunt de forma: 

f(x) = { 
h(x) X E IR \ ~ 

g(x) X E <D 

cu 9 şi h funcţii continue, 9 ~ h • Vom demonstra pe acest caz 

general că f nu are proprietea lui Darboux. Demonstraţia poate fi 

adaptată la orice caz particular. 

Trebuie să demonstrăm că există un interval a cărui imagine 

prin f nu este un interval. Utilizăm cele două condiţii din 

ipoteză. 

Rezolvarea exercitiului: Trebuie să demonstrăm că există un in-
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terval a cărui imagine prin funtţia f nu este un interval,utilizând 

cele două condiţii din ipiteză. 

Din condiţia 9 ~ h deducem că există cel puţin un punct Xo In 

in care g(x ) ~ h(x ).Atunci pentru & suficient de mic interva-o o ' 

lele (g(x,) - &,g{x )+&) 
o o 

(vezi figura de mai jos). 

h( x )+& 
o 

h(x ) 
o 

h(x )-& 
o 

g( X )+& 
o 

g(x ) 
o 

g(x )-& 
o 

şi (h(x )-&,h(x )+&) sunt 
o, o 

disjuncte 

------------~------------------(-------- --------)------------------~ 
x - o x x + o o o o 

Din condiţia 9 şi h continue In }~ deducem:. -o 

V & ) O 

v s > O 

3 o) O 
j, 

3 o ) O 
2 

Ix 

v x e IR 

x I < o ::::) 
o 1 

Ig (x) 

ih(x) - h(x ) I < & o 

Considerând,după cum am mai spu pe & suficient de mic pentru ca 

intervalele (g(x ) - s , g(x ) + &) şi (h(x) - & , h(x ) + &) să 
o o o o 

fie disjuncte,iar o = min{o ,6 },rezultă că imaginea prin funcţia f a 
1 2 

.. 
intervalului ( x - o , x + o) nu este un int~rval, deoarece: o o 

x e (x - 6,x + 6) n ~ => f(x) = g(x) e (g(x )-&,g(x )+&) o o o o 
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X E (x - 6,x + 6) n (~\Q) 
o o 

f (x) = h(x) E (h(x )-&7h(X )+&). 
o o 

CNP ) 
3 

Această metodă presupune aceleaş1 etape ca şi metoda EP • 
3 

(a) căutăm primitive pentru ramur11e lui f şi obţinem o primă 

expresie a lui F; 

(b) punem condiţia ca F să fie continuă in punctul ( punctele ) 

de legătură intre ramuri; 

(c)' punem condiţia ca F să fie derivabilă In aceste puncte: 

- dacă F este derivabilă şi F' (x ) : f(x ) , am parcurs 
o o 

metoda (EP) • 
3 

dacă F nu este derivabilă in 

am parcurs metoda NP ). 
3 

X-S1n X 

>: sau 
o 

F' (>: ) ;o! 'f(x ) 
o o 

, 

CNP ) 
4. 

f(x) = { 

_ 1 

nu are primitive pe ~. 
1 }: = O 

!ntr-adevăr~ avem f(x) = g(x) + h(x) cu 

{ 
1 

O 

{ 
>:-sin - x ;o! 

O O >: x' ~ 
g(x) = şi h ( ){ ) = 

O x = O 1 x = (1 

iar g este continuă deci are primitive şi- h are limite laterale 

fin1te in zero, deci nu are prim1tive. Dacă prin absurd f ar avea 

primitive, ar rezulta că h(x) = f(x) - g(x) 
I 

are primitive. 

Rezolvarea problemelor in care se cere să se. studieze dacă o 

funcţie are primitive se poate face conform schemei logice 

următoare: 
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DA 

DA 

(NP ) 
j, -

(NP ) 

UlM 

NP 
3 

NU 

2 

) 

(NP ) 
3 

F ARE • 
PRIMITIVE 

/ 

F NU ARE '\ • PRIMITIVE 7 

• 

\ 

•• 

(P ) 

3 ~--------------------------------~ 
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EXERCITII: 

1. Utilizând metoda (EP ). 2 . să se arate că următoarele funcţii 

au primitive pe IR: .. 

1. f(x) max( 2 
) = x,x 

{ 
a 'ln (3 - x) x < 1 

2. f(x) = 
2 x _ 2 x > 1 x - 1 

3. f(x) I [ x -
1 ] I = 2 - x 

4. f(x) = min I >: - k I 
xeZ 

{ ln(l - x) x .- O 
9. f(x) = 

O x = O 

{ x 
Ix I x .- O 

6. f(~) = 
a x = O 

{ ··1 lnlxl + x I x 1f! O 
7. f(x) = 

a x = O 

I 
sin(n"arccos x} 

(-1,1) x E 

11 2 - x 
8. f(x) = 

n x = 1 sau x = -1 

II. Utilizând metodele (EP)-
3 

NP ) , să se studieze dacă ur-
3 

mătoarele funcţii au primitive: 
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{ 3x 1 x < 2 
1- f(x) = 

2x + 1 x > 2 

{ 
1 x J4 O z 1 cos -

2. f(x) x = 
a x = O 

3. f(x) = max( 1 - x , In x ) 

{ 1 < O 'cos- )( 

4. f(x) x = 
arctg(a + x) x ) O 

{ 1 < O arctg - x 
5. f(x) x = 

arctg x x > O 

{ 
O x ( O 

6. f(x) = 1 1 -cos x x > O x x 

{ g' (x) ':in 
1 x ~ O 

7. f(x) = g(x) 
dacă 9 :IR • !R 

x = O 

şi satisface: g(x) = O <=> x = O • 

{ I >: I . 1 ~ O - a ·Sl.n- .x 
8. f(x) >: = 

O x = O 

{ sin(sin.!...) x ~ O 
9. f(x) x = , 

O x = O 

10. Produsul dintre o funcţie h care admite primitive şi o 

funcţie 9 derivabilă cu derivata continuă este o funcţie care 

admite primitive. 

Ind.: Dacă H este primitiva lui h,atunci H.g' este continuă,deci 
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admite pr1mitive.Fie G o primitivă a sa.Avem (H.g - G)'= h.g • 

11. 
{

. 9 ( x ) . sin ~ 
f(x) = x 

O 

x ;It! O 
9 fiind o funcţie deri-

x = O 

;abilă cu deriyata continuă pe ~. 

III. utilizând metoda ( NP ), să se arate că următoarel~ funcţii 
J. 

nu au primitive: 

1. { 

arctg ~ 
f(x} = 

arctg x 

x < (1 

x ; O 

{ 
O x ~ O 

2. f(x) = 1 1 
sin- -cos x x > O 

x )( 

inf( t 2 _ t + 1 ) < 1 x 2" 
l~x 

3. f(x) = 
supt _t2 + t 3 ) :> 1 - x 

2 
l~x 

{ x 
1 

O - -sin x x ;It! 

4. f(x) x = 
O x = O 

IV. Utilizând metod~ \ NP2}~ să se arate că următoarele funcţii 

nu au primitive: 

= { 3. 
x e <Q 

1. f(x} 
2x 2

+ 1 x e ~ \ <Q 

{ sin x )( e <Q 
2. f(x) = 

cos x x e IR \ <Q 
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{ In x x € q;} 

3. f(x) = x IR \ q;} e x € 

{ -rx x € q;} 

4. f(x) = r. x € IR \ q;} 

f(x) = { 
X"[X] )"; € q;} 

5. 
2 IR \ q;} - x X € 

Raspu.ns: 

1. Funcţiile g(x) = 3x şi 
2 ' 

h(x) = 2x + 1 sunt continue pe IR 

şi 9 ~ h • Vom arăta că f nu are proprietatea-lui Darboux. Fie x.o 

un punLt in care avem 

g(2) = 6 , h(2) = 9 • 

h - continuă 

<=> [ V & > O 

g - continuă 

<=> [v. & > O 

in x = o 

3 6> 
S. 

in x = o 

36> O 
2 

g(x) = h(x ), de exemplu 
o o 

2 <=> 

O V x € IR, Ix - 21 < 6 => 
S. 

.... <=:> ..:. 

x = 2. Avem o 

13x - 61 < & ] 

Fie c d~ttel incât intervalele (6 - &,6 + &) şi (9 - &,9 + &) 

să fie disjuncte. De exemplu & = 1 şi fie 
....... 

6 = min ( 6 ,6 ). 
S. 2 

Atunci imaginea intervalului (2 - 6,2 + 6) prin t nu este un in-

terval deoarece pentru x € q;} n (2 

f(x) = 3x € (5,7) iar pentru x e ( IR \ q;) ) n (2 - 6,2 + 6) avem 

f(x) 2 = 2x + 1 e (8,10) • 

v. Utilizând metodele (EP ) - ( NP) să se studieze dacă urmă-• • 
toarele funcţii admit primitive: 

207 



1. f(x) 

3 1 
cos -

x 

Q 

x ~ Q 

>: = Q 

3 3 1 1 
Indicatie: cos-= 4·cos - - 3 cos-, deci f(x) = g(>:) + h(>:}, 

x x x 

cu: 

{ 
1 3 x ~ O 

= { 3

0 C:S ! -cos-4 x 
g(x) = şi h(x) 

/ 

O X = O 

= { 

1 1 [- ~ , ~ ] \ sin- x e 
1 + sin x x 

2. f(x) 
a x = O 

Indicat ie: 
{ 

. 1 
s~n-

f(x) = x 
x e [- : ' ~ ] \ { O } 

-:----:---- s~n -

{ 

1 . 1 

+ ~ + :in " " 

3. f(x) = { 

. n 1 
s~n -x 

O 

O 

Se obţine a = O • 
x = O 

x ,;! O 
, n e IN • 

x = O 
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8. 1 N T E G R ABI L 1 T A T E 

Integrala se defineşte cu ajutorul unei limite. Mult mai uşor 

inţelege aspectele teoretice referitoare la integra'lă acela care 

a înţeles de ce este nevoie să se renunţe acum la cele două mari 

categorii de limite avuteln vedere până la acest nivel: 

1. 1 imi ta când x tinde la x • o 

2. limita când n tinde la infinit 

şi se introduce o altă categorie de limite: 

3. limita când norma diviziunii t1nde la zero. 

Precizările care urmează sunt tocmai pentru lămurirea acestui 

1 
aspect. 

Teoria integralei a apărut dintr-o necesitate practică~ aceea 

de a calcula aria cuprinsă intre graficul unei funcţii şi axa Ox. 

Fiind dată o funcţie mărginită şi deocamdată) nenegativă 

f:[a,b] -------+, ~ putem aproxima aria dorită cu ajutorul ~nor 

dreptunghiuri având baza pe O~. 
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Pentru aceasta se consideră punctele: 

a=x<x< ••• <x=b 
o 1 n 

Mulţimea acestor puncte formează o diviziune a intervalului [a~b] 

şi se notează cu A : 

A={x ,x ,x, 
012 

,x } 
n 

Fâşiile verticale realizate cu ajutorul punctelor x. au aria la 
1. 

fel de greu de calculat ca şi aria iniţială, datorită conturului 

superior. Obţinem dreptunghiuri dacă inlocuim contururile superi-

oare cu segmente orizontale. 

O x 
1 \.-1 

x. 
~. l. 

\. 

Fig. 8.1 

x = b 
n 

Pentru ca aproximaţia astfel obţinută pentru arie să fie rezo-

nabilă este firesc ca aceste segmente orizontale să intâlnească 

graficul funcţiei. Observăm că o astfel de orizontală este unic 

determinată de un punct ~. aflat intre x şi x .• Am ob~inut ast-
. . l. 1.-1 \. • 

fel dreptunghiurile cu c·are urmăream să aproximăm aria căutată. 

Ariile dreptunghiuri lor sunt: 

(x-x)"f(~) 
sos 

, , , ( x - x )"f( ~ ) 
n n-S n 

Suma acestor arii se numeşte sumă Riemann ataşată funcţiei f, 

diviziunii A şi punctelor intermediare e .. Această sumă: 
\. 
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O' ... (f~~) = ( x - x )f( ~ ) + ( x - x )f( ~ ) + •• 
u· • o • 21 2 

• •• + ( x - X )f( ~ ) = 
n n-1 n 

aproximează aria căutată. 

n 

.l ( 
1. =1 

x- x. )f( ~1..) 
i 1.-1 

Necesitatea introducerii celei de-a treia categorii de limite 

se datoreşte necesităţii ca aproximaţia să fie cât mai bună. 

Şi acum o intrebare: aproximaţia este mai bună atunci când: 

(a) dreptunghiurile sunt din ce in ce mai multe 

sau când 

(b) dreptungiurile sunt din ce In ce mai inguste ? 

Observăm că "dreptungiurile sunt din ce In ce mai multe" dacă 

şi numai dacă n tinde la infinit~ dar făcând pe n să tindă la in-

finit nu obţinem o aproximaţie "din ce 1n ce mai bună". tntr-adevăr~ 

lăsând primul dreptunghi neschimbat~ de exemplu, şi mărind numărul 

de puncte de la el spre dreapta oricât de mult (făcând pe n să 

tindă la infinit)aproximaţ.ia rămâne Qrosieră.Aproximaţia devine 

însă din ce în ce mai bună dacă "dreptungiurile sunt din ce in ce 

mai subţiri". 

Pentru a trece de la această observaţie intuitivă la concretul 

matematic, observăm că dreptunghiuri le sunt din ce in ce mai 

subţiri <;Jacă "cel mai gros dintre ele" devine din ce in ce mai 

subţjre. 

Cea mai mare grosime a dreptunghiuri lor determinate de o divi-

.zi·une 11 se numeşte norma divizil,mii 11. 

" 11 8 = max{ 

Aşadar, 

x - X 
1 o x - x , 2 1'· •• , x - x, } = . max (- x - x. ) 

n n-1.. \. = 1 • n i \.-1 

"aproximaţii c3t mai bune" <=> "dreptunghiuri din ce in ce mai 
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subţiri" <:=> "cea mai mare gros:i.Jne tinde la zero" <:=> "norma lui lJ. 

tinde la zero" <=> DAU ----+. O • 

Aria porţiunii aflate intre graficul funcţiei f şi axa ax este 

deci: 

Iim CflJ.(f,~) 
BAU ->0 

b 

Această limită se notează cu J f(x) dx şi se numeşte integrala 

funcţiei f pe intervalul [a,b]. 

b 

J f (x) dx = Iim 0lJ.(f~~) 
HlJ.1I ->0 Ci 

Pentru funcţii care nu sunt neapărat nenegative pe [a,b] inte-

gral'a reprezintă diferenţa dintre aria af lată deasupra axei o>: şi 

aria aflată sub axa ax: 

b 

J 
Ci 

f (x) dx = s - S + S 
2. 2 3 

Prin urmare, p~ntru a obţine aria porţiunii aflată intre grafic 

şi axa ax, intr-un astfel de caz trebuie considerat modulul lui f": 
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A = Jb· I f ( x) I dx 
o. 

o 

Fig. 8.3 

Revenind la afirmaţiile (a) şi (b) de mai sus, să observăm că: 

"dreptunghiuri le sunt d~n ce in ce mai subţH-l" => "dreptun-

giurile sunt din ce in ce mai multe", adică (b) =.> (a). 

Altfel spus, li .t.. " ---~) O => n ---~) c:o • 

Reciproc însă nu este adevărat intotdeauna. De aceea nu putem 

Jr:::e~n~u~n::!J:ţ!a~::I~a~~II~.t..~..:!II~-====~) ~O~.2:i.!.n~~f~a::v::o~a~r~e~a~l~u~i:...--._n!2...--====::!) .....::c:o~. T o"tuş i 

e>:lstă un caz in care este valabilă Şl lmplicaţia reciprocă: atunci 

când punctele diviziunii sunt echidistante: 

n ------+. c:o =:> II .t.. II ------+. O pentru puncte echidistante 

1n aceste caz dreptunghiuri le au aceeaşi dimensiune a bazei şi 

anume x - x = 
i i-1 

Riemann devine: 

O'.t..(f,e) 
b = 

n 

b a 
n 

a ( f( eS. ) 

pentru orice i = 1,2, ••• ,n, iar suma 

+ f( ~ 2) + + f( e ) 
TI 

) = 

b 
TI 

a .l f( = 
n 

\. =1 

Pentru astfel de diviziuni are deci loc echivalenţa: 
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----+~ o <=> n ----+. c:o 

care permit., după cum s-a văzut la metoda 16 de, calcul a limi-

telor, utilizarea definiţiei inte9ralei la calculul limitelor de 

şiruri. 

lnainte de a enumera şi exemplifica metodele pentru studiul in-

tegrabilităţii, să observăm că dacă funcţia este continuă, printre 

sumele Riemann aA(f,<,) ce se pot obţine modificând doar inălţi-

mile dreptungiurilor (modificind doar punctele intermediare ~i ) 

există o cea mai mare şi o cea mai mică sumă Riemann ,Ş1 anume suma 

Riemann având valoarea cea mai mare se obţ1ne alegând punctele 

~. E ( X. ,x.] pentru care: 
\. \.-1 \. 

f( ~.) = sup { f(x) X E [ }:, ,x] } = M , iar suma Riemann cu .-1 \. \. \. 

valOarea cea mai mică se obţ1ne alegând punctele ei pentru care: 

1( ~,) = inf { f(x) 
\. 

X E [x, ,x.] } = m 
\.-1 \.' 1. 

Notând cu SfI.(f) 

şi respectiv sA(f) aceste sume numite suma Darboux superioară, 

respectiv inferioară) avem: 

,~ 
\.=1 

M. ( 
• 

şi 

x -
i 

>:, ) 
'\.-1 

şi m, ( 
\. 

(8.1) 

Punctele e. care realizează supremul, ,respectiv infimul lui f 
\. 

pe intervalele [ x, ~,x] 
\.-;0. \. 

există deoarece s~ ştie că o funcţie 

continuă\pe un interval inchis şi mărginit este mărginită şi işi 
\ 

atinga marginile. Se ştie (vezi teorema 37 din manualul de analiză 

matematică cls. XI}câ: o funcţie este integrabilă dacă şi numai dacă: 

1 im (S fi. ( f) - sA ( f) ) = O 
HAli ->0 
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CONEXIUNI INTRE INTEGRABILITATE SI ALTE NOTIUNI 

SPECIFICE FUNCTIILOR 

Pentru a formula astfel de conexiuni, completăm lista propozi-

ţii lor P enunţate in capitolul precedent, cu următoarele: 
? 

p ) orice funcţie integrabilă pe [a,bJ este mărginită 
8 

p 
1» 

orice funcţie monotonă pe [a,b] este integrabilă 
i 

p 
Joo) orice funcţie continuă pe [a,bJ este integrabilă 

p orice funcţ~e care are pe [a,b] un număr finit de puncte .. 
~ ... 

de discontinuitate de speţa intâi este integrabilă. 

Demonstratia lui P rezultă din faptul că dacă unei functii 
• 10 • 

integrabile pe (a,bJ ii' modificăm valorile intr-un număr finit 

de puncte se obţine tot o funcţie integrabilă şi din proprietatea 

de aditivitate faţă de interval a integralei: 

b 

f f (x) 

a 

c 

dx = J f (>:) ·dx 
a 

b 

+ J f(>:) 
c 

dx 

Utilizând propoziţ~ile de mai sus putem realiza următorul tablou 

NR. FINIT 
DISC. I 

MONOTONIE 

1 
INTEGRABILITATE 

( Riemann ) 

1 
MARGINIRE 
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ia,.. t.abolul cuprinzândimplicaţ.ii intre toate noţiunile de care 

ne-am ocupat este următorul (l şi l fiind una din limitele 
1 2 

laterale) : 

1 DERIVABILITATE I 
,.--____ 1 __ ---. 

.----..... 1 CONT INUl TATE .... 1------., 

1 LIMITA I PRIM 1 TIVE I INTEGRAB 1 LITATEJ 
~ ( 

CX) l = CX) 

1 I . 
I MARG~N'IRE I I DARBOUX I 

T 
L 

-
( 6> I < 5 > gau 

I NON CONI NUl TATE 

(1 ) (2) (3) (4) (5) (6 ) 

l 3 ~ (CX) 
CI> 

3 ~ =CX) 3 l. ... ~ 
3 ~ ,l.. (CX) 3 ~ ,l. = ±CX) 

,CX) 

~ l. l. .1 1 1 
1 <1 

3 l. =CX) 
.1 2 

~ l. , ~ l' 2 

I 2 2 2 

1 

I 
,..--__ 1 __ --. ~----__ l----~ 

NON MARGINIRE 

NON PRIMITIVE J 
r-----I·----, 

NON INTEGRABILITATE 

r----I----, 
NON CONTINUITATE NON MONOTONIE 

NON DERIVABILITATE 
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METODE PENTRU A ARATA CA O FUNCTIE ESTE 

INTEGRABILA (RIEMANN) PE [a,b] 

1) utilizarea definiţiei 
1 

( I) arătăm că este continuă 
2 

I) arătăm că are un număr finit de puncte de discontinui-
3 

tate de speţa întâi 

( 1) arătăm că este monotonă 
4 

1) arătăm că funcţia este sumă de funcţii integrabile 
5 

METODE PENTRU A ARATA CA O FUNCTIE 

NU ESTE INTEGRABILA (RIEMANN) PE [a,b] 

( NI) utilizarea definiţiei 
1 

limită finită pentru "â H ------~. O ) 

( NI) arătăm că funcţia nu este mărginită 
2 

NI) arătăm că funcţ1a este suma d1ntre o funcţie integra-
3 

b1lă Ş1 una neintegrabilă • 

ExempLe: 

( I) (a) Uti11zind definiţia integralei. să se arate că orice 
1 

funcţie derivabilă cu der1vata mărginită pe [a,b] este integrabilă 

pe [a,b]. 

Rezolvare: Fie f:[a,b] ------~) ~ derivabilă.Trebuie ară-

tat că aÂ(f,~) are limită finită când U Â D ------~) O. Funcţia 

dată fiind derivabilă, este continuă, deci are primitive. Fie F o 

/ 
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. \ 
primitivă a sa. Funcţiei F ii ·putem aplica teorema IU1 Lagrange pe 

orice interval [x .x l. Există deci c.s (x. ,x) astfel incât: 
i-1' i L 1.-1 L 

= 

= 

= 

n 

O'â(f,~) = .2 f( ~i)( 
1.=1 

i îi ( f( c. ) - f( c. ) 
\. \. 

n 

,}: f( C, )( X,- x
i

_
1 

) 
\. \. 

\.=1 

n 

x-x. ) • Rezul tA: 
i 1.-1 

x-x. ) = 
i \.-1 

+ f ( '~,) )< x.-
\. \. 

n 

+ ,2 ( f( e. ) -
\. 

1.=1 

n 

x, ) = 
\..-1 

f( c, ) 
\. 

i~1 ( 
F( x. ) - F( x, ) ) + .2 ( f{ ~, ) - f( 

\. \.-1 \. 
\.= 1 

Calculăm separat cele două sume: 

~ ( 
l. = 1 

F( x,) - F( x. ) 
. L \.-1 

) = (F( x ) - F( 
1 

x ) 
o 

)< x.- x. ) = 
\. 1.-1 

c, ) )< x - >: ) 
" 1. L i-1 

) + 

+ (F ( X 2 ) - F ( X 1) ) + ••. + (F ( x n ) - F ( X n-1) ) = 

= F( x ) - F( x ) = F(b) - F(a). 
n o 

Arătăm că a doua sumă tinde la zero cind "â U -----+~ O • 

Pentru aceasta ţinem cont că f' .este mărgini tă ~ adică există 

M > O astfel incât I f' (x) < M pentru orice x din [a~b] şi. 

aplicăm funcţiei f teoreme lui Lagran~e, dar pe intervalele'de ex-

tremi tăţi ei şi C ' .. 
L 

Există e, intre e, şi c. astfel incât: 
\ l. 1. 

f ( e,) 
1. 

f ( c,) = ( e, - c,) f' ( e) 
\. l. l. l. 

Rezu 1 tă deci:. 

f ( ~.) - f ( c,) 
\. \. 

= ~. - c~ I ° I f' ( e,) 
\. l. l. 

~,- c, I oM < 
l. \. 

( R Â RoM 

Pentru a doua sumă avem deci: 
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1'1 I 1: ( f( ~, ) - f( c ) ) ( x- x ) < 
1. \. \. i,-s, 

:.=1 

i ~1 I f( ~ ) - f( C, ) 1, I X,- X, I ( 
l- l. \, \,-s, 

~,- c, l' M' 1 x. - X. ! <: . ~ H â 1, M' I X - X.~ I = 
\. \. \. \.-s, l 1. \'-1 

\.=1 

= 
n 

II â II'M,'l ( 
\.=1 

x-x. )=lIflB'M'(b-a) 
1. \'-1 

RâU ---+ O , O • 

Condit.ia din ipoteza acestui exercitiu este foarte puternică . /. 

După cum se ştie, se poate arăta că o funcţie care îndeplineşte 

doar condiţia de continuitate este de asemenea integrabilă. Totuşi 

procedeul aplicat in acest exerciţiu poate fi adaptat uşor la ma-

joritatea exer~iţiilor in care se cere să se arate că o funcţie 

este integrabilă. 

Cb) Să se arate că f(x) = sin x este integrabil'ă pe 

orice interval [a,b). (Manual) 

RezoLvare: Vom adapta demonstraţia precedentă.Functia dată este 

derivabilă şi cu derivata f' (x) = cos x mărginită.Fiind derivabilă 

este şi continuă şi are primitive. 

Fie F o primitivă a sa~ F(x) = - cos x , şi fie 

â = ( a = x x 
o' 1 

x = b ) 
n 

o diviziune a lui [a,b). Apli-

căm teorema lui Lagrange funcţiei F pe fiecare interval [x. , x. ]. 
\'-1 \. 

E>:istă ce 
i, 

>:, ,x.) 
\.-1 \. 

astfel lncât: , 

F( x.) - F( x, ) = f'( "c.l·( X.- x. ) 
1. \'-1 \, \, \.-1 

Funcţia f are derivata mărginită: I cos xl <: 1 pentru orice x 

di~ ~, deci şi pentru orice x din [a,b). Trebuie arătat că o~(f,~) 
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/ 

are o limită finită cind II Â R ----+. O • Vom arăta că această 

limită este ( după cum se ştie ) F(b) F(a) :: - cos b + cos a 

Avem: 

TI 

O'Â(f~~) = .2 f( ~, ) - ( x,- x. ) :: 
\. 1. \.-~ 

I.=~ 

n 

= ,1: ( f( c, ) f( c. ) + f{ ~ i) )< X,- x. ) = 
\., l: \. t.-~ 

I.=j. 

î f( 
1"1 

= C, )( x,- Xi_j. ) + 
i fj. ( 

f( ~ i) - f( c. ) )( X,- x, ) = 
\. 1. 1. \. I.-j. 

I.=j. 

TI TI 

= ,l ( F( x. ) - F( x ) ) + .l ( f( ~, ) - f( c,r )< X.- x, ) :: 
i-j. \. \. 1- \. \.-j. 

\.=~ \.=~ 

:: F(b) - F(a) + .Î (f( {il - f( Ci.) )( 
\.=j. 

xl..- x, ) I.-j. 

Aplicând teorema lui Lagrange şi funcţ.ie~ t (>:) = S1n x ~ pe 

intervalul determinat de punctele ~. şi c. , deducem că există 8 
1. 1. 1. 

intre {. ş~ c. astfel incât: 

I 

" 
= 

= 

\. 1. 

sin { sin c. = {,- c,) -cos 8, deci 
1. 1. 1. 1. 1. 

TI 

I l ( t( { ) - f( c. ) ) ( x.- x ) ( 
1- 1. 1. i-1 

1. = 1 

n 

2 t( {i. ) - t( c ) 1- I x - >:. I = 
1.=1 

TI 

.l\ sin 
1. = 1 

TI 

i fj. 
cos 

1. i. 1.-1 

{.- S1n c, \- X,- x. \ = 
1. 1. 1. 1.-1 

8.\-1 {- c, I - ," x- x. I ( 
1. 1. \. i. . \.-1 

x-x. ):: D Â U-(b-a) 
i \.-~ 

TI 

~ fi 1- U Â II - \ X.- x, I 
1. 1.-1 

-."..u--=.!I,..------+~ O • 
A. ----+ o 

Deci: Iim O'A(f,{) - F(b) - F(a) :: 
RAii ->0 . 

cos b + cos a • 
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( I ) Funcţia: f . [O 3] IR definită prin ş , 
z 

arctg Tf 
dacă [0,2) 

2 
x E 

- ·x 

f(..x) = Tf/2 dacă x = 2 

~ 

x-z 
In ( ~ )z<x-Z) 

(e + x - 2) 2 dacă x E (2,3] 

este integrabilă. !ntr-adevăr, ea este continuă in orice punct 

x ~ 2 din domeniul de definiţie, fiind exprimată prin funcţii 

continue. Studiem continuitatea in x = 2: 

l (2 ) l1m f(x) Tf arctg (+c::o). 
Tf = = arctg Q'; = = 2 s;I ~ <-i~ 

l d( 2) Iim f ( >: ) Tf f(2) Funcţia = = 2" = . 
x -> 2 
x>2 

tervalul [O~3], deci este ihtegrabilă. 

( I ) 
3 

f (>:) = x - [x] , f : [O , 2--13] 

este continuă 

----+) !R 

pe in-

poate f1 discontinuă doar in punctele in care [x] este discontinuă. 

Acestea sunt de forma x = n n E Z . Dintre acestea doar 

punctele (>, 1 , 2 , 3 , sunt in domeniul funcţiei. Studiem 

limita in aceste puncte. Avem: 

l (1) = l (2) = L (3) = L (3) = 1 şi 
~ ~ Q s;I 

număr finit de puncte de discontinuitate de speţa intâi, aş~dar 

este integrabilă. 

( I) Despre funcţia f(x) = [x] putem spune că este integrabilă 
4 

fie utilizând criteriul precedent, fie utilizând faptul că ea este 

monotonă pe orice interval [a,b]. 
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( 1) Funcţia f: [-1,1] 
~ 

------~, ~ prin f(x) =sgn x + Ixl + [x] 

este integrabilă deoarece este suma a trei funcţii integrabile: 

f (x) = sgn x este integrabilă deoarece are un număr finit de • 
puncte de discontinuitate (un singur punct,x = O) şi disconti-

tatea este de speţa int3i; funcţia f
2

(x) =/x/ este integrabilă 

deoarece este continuă, iar func~ia f (x) = [x] este integrabilă 
• 3 . 

fiind monotonă (sau pentru că are un singur punct de discontinui-

tate şi el este de speţa lntâi). 

X E (0,1] îl ~ 

X E [0,1] îl ( ~ \ ~ ) 

nu este ţntegrabilă deoarece alegând in suma Riemann: 

O' /1 ( f ,e) = i!. f ( ei.) ( x- >~. ) 
1. 1.-1 

punctele intermediare e. raţionale, avem f ( e.) = O 
~ 1. 

j deci in 

TI 

acest caz O'/1(f,e) = .i <>. ( >~ - x. ) = O 
\. 1.-. 

iar. dacă e sunt ira
\. 

ţ~onaie, avem 

( NI ) 
2 

f(x) 

i. ~11' ( 

-- {O~ 

1. = 1 

>~ -
i. 

)~. ) 
\.-1 

= ţ
.l 
1.=1 

( >:. 
\. 

X E (0,1] 

x = ° 

o - a • 

nu este integrabilă (R~emann) ţie [0,1] deoarece nu este mărginită~ 

r 1 
(0,1] + x E 

( NI) f(x) x = 
3 

O O K = 

{ 1 .. (0,1] - x E 

este suma funcţiilor f (x) şi f (x) x = x = 
S 2 

° X = ° 
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Dacă f ar fi integrabilă, din f = f + f ar rezu 1 ta f = f -" f 
i 2 2 ~ 

deci f ar fi integrabilă pe [0,1] 
2 

ca sumă de două funcţii inte-

grabi le. 

EXERCITII: 

1. Utilizând definiţia, să se arate că următoarele funcţii s~nt 

integrabile: 

1. f(x) x 4. f(x) x 
= e = arcsin -;:;-

...... 

2. f(x) tg 5. f(x) 2 = >: = cos x 

3. f (>: ) = I x
2 

+ 1 6. f(x) = sin 2x 

II. Studiaţi integrabilitatea funcţiilor: 

{ >: >: E [0,1] 
1- f(x) = 

2 (1,2] >: x E 

2. f ( }: ) ( t 2 _ 1 ) = sup ""2 
t Er o. J. 1 

3. f(x) ::: max 
t er o. rr) 

sin t cos t ) 

2 nx 

4. f ( >: ) Iim 
x + >: "e 

~ 

1 
nx 

n ->co + e 

{ x.~ ! ] X .E (0,1] 
5 • . f(x~ = 

>: = (1 

{ [ 
1 ] [0,1] ln- x E x 

6. f(x) = 
O x = ° 

7. f(x) = - x , f:[a,1] ----+, IR , a e (0,1) 
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8. Funcţia caracteristică a mulţimii [0,1] C IR. 

r" + b x E [-:-1,0] 
9. f(x)·=- cx 

+ d >: E (O,i] 

III. Pentru ce valori ale paraatetrilor a şi b funcţiile de mai 

jos sunt integrabile ? Pentru ce valori ale parametrilor au 

primitive? 

{ arctg (In x) x E (0,1] 
1. f(x) = 

a x = O 

I 
1 [ !. ] 2n+ 1 = x 

2. 1(x) --

ax + b [ !. ] = 2n 

{ 
1 (0,1] sin- >: ,: 

3. f(x) x 
= 

a x = O 

{ 
x 1 

(0,1] e CQS- x E 

4. f(x) x = 
a x = O 

{ 1 
1 x = 

5. f(x) n f:(a,b] !R (0,1) = ; , a E 

O in rest 

INDICATII: 

1. 
n 

l. aCO) = - 2' ' deci pentru orice valoare a parametrului, 

funcţia are o singură discontinuitate, de speţa intâi pe [0,1]. 

2. Pent~u orice valoare a lui a E (0,1) funcţia are un număr 

tinit de puncte ~e discontinuitate de speţa lntâi. 
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4. Funcţia 
x 1 

e cosx 
provine din derivarea lui 

2 x. 1 x e Sl.n - • 
x 

IV. Arătaţi c~ orice funcţie continuă pe un inter/val [a,b) 

este integrabilă. 

z. Adaptaţi demonstraţia de la punctul precedent pentru a 

arăta că' funcţiile următoare sunt integrabile pe inte.rvalul [0,1]: 

(a) (b) 

RASPUNSURI: 

f(x) = sin x (c) 
x 

f(x) = e 

1. Vom arăta că Iim (Sâ(f) - s~(f) ) = ° 
HâD ->0 

Avem: 

( M - m,) ( 
i. \. x -i. 

x, ) 
\.-~ 

unde Mi. = sup { f(x) 

m. = in f { f! x ) 
1. 

n 
x.- x. ) 

\. \.-~ 
l m,,( 

i.=~ \. 

>: E [ x.,x. ] ]- , 
\. \.-~ 

x - x. ) = 
i. \.-i, 

Folosim acum două pro-

prietăţi ale funcţiilor continue pe un interval inchis şi mărgl.nit: 

(1) o funcţie continuă pe un inteval inchis şi mărginit este 

mărginită şi îşi atinge marginile; deci există 

astfel încât M = f ( u,) 
i. 1. 

, m = f ( v,) 
i. 1. 

Prin urmare~ 

= ,I ( 
1.=~ 

f( u.) - f( v.»)( 
1. 1. 

U .• V,E [a,b] 
1.' 1. 

x -
i. 

x, ), 
1.-i. 

Pentru evaluarea diferenţei f( u.} - f( v.} utilizăm proprie-
1. \. 

tatea: 

(2) o funcţie continuă pe un interval inchis şi mărginit este 

uniform continuă (vezi cap. 4, proprietatea 4.1), adică: 
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V & > ° 3 6 > O V x ,x E [a,b], 
& 1 2 

x - x J < 6 =====> 
1 2 & 

If( x ) - f( x ) I < & • 
1 2 

Pentru a putea lua In locul lui x pe u. şi in locul lui x
2 

pe 
1 1. 

v. trebuie să considerăm o diviziune ~ având norma mai mică decât 
1. 

6 (lucru posibil deoarece facem limita pentru D~n ----~, ° ). 
& 

Aşadar, presupunând U~1I < 6 avem I f( u. ) - f( v. ) I < 
& 1. 1. 

adică M- m< & şi deci: 
i. l. 

'" '" 
S~(f} - s.fJ.(f) = .2: ( M:- m. )( >: -

i. 
x. ) < 

i f1 &( X.- x. ) = 
1. l. 1.-1 \. 

\.=1 

= x-x. ) = &(b - a). 
i. \.-1 

Deoarece & este arbitrar (de mic deducem că: 

-::-:--;;----~, O 
1It:.1I --+0 

deci funcţia este integrabilă. 

2. 

zero. Avem: 

=.~ 
\. =.1 

x
i. 

( M - m.) ( x-x. ).-
i. \. i. \.-1""" 

x .. ) 
\.-1 

t~nde la zero cind 

~ m ( 
i. = 1 L 

x -
i. 

>: ) = 
1.-1 

unde 2 
X X E [ x. ,x.] }= 

\.-1 1. 

2 
x. 

1. 

1.-1 

II ~ /1 

& , . 

tine la 

m = inf { x2 I 
i. 

X E (x. ,x.] } 
1.-1 \. 

2 = x 
i. ' 

deoarece pe intervalul 

[0,1] funcţia f(x) 
2 = x este crescătoare. Deci: 

2 
X. )( Xi-X. ) 

\. -1 ~ \.-1 

Funcţia f(x) 2 = x este continuă pe [0,1], deci este uniform 
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continuă, adică: 

V & > O 3 <5 > O V x ,x e[ O, 1 ], I x - x I (<5 => 
& 12 '12 & 

Considerând diviziunea Â astfel incât n Â U < 6 
& 

deoarece HÂD -----., O ), avem 
2 

X, 
\. 

II 

x~ < C 
\.-1 ' 

deci: 

2 2 
X - x I < c 

2 1 ' 

posib11 

X - X ) x->:, )=c(b-a). 
i. 1.-1 ~ 1.-1 

Deoarece & este arbitrar de mic, deducem că: 

Iim 
IIÂJI -)0 

grabilă pe [0,1]. 

adică f(x) = 
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in aceastG carte puteţi găsi: 

• metode pentru danon>Uarca egalit>tilor de mu~imi, 

· metode p(3ltm demonsttan::a bijectiviUţii funcţiilor. 

- metode comune pentTt.t ca1culollimitelor de şiruri şi de funC\u, 

• metode specifice pc:n1ru calculul limitelor de şiruri. 

· D'.etode penllU studiul continuitl\ii ~ • derivabilităţi~ 

- mdodc P" "tru a detC1l11in3 existenţa rlIrl !lcinîlor un.ei ecu3\ii~ 

• spliC3ţii ale \eOlQ!lelor lW Fu",at, Roil., Lagrange, Cauehy, 

· metode penllU d.m~nslruea lDlor egalitl\i ş; inegalfiăli, 
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