
t~LORENTIN SMARANDACHE 

. 1 

li sans ... PROBLEMES!· 

Traduits du Roumain par l'auteur 
et 

Sophie Mugnier 
Professeurs de Mathématiques 

SOCIETE MAROCAINE 
D'IMPRESSION ET D'EOUIPEMENT S.A.R.l 

SOM/PRESS 
Siège Sociale : 72, Boulevard Hassan Il 
1'él. : 238-68 - FES (v. n. ) 



FLORENTIN SMARANDACHE 

rf PROBLEMESavec et 1 
~.-.- ------~----_.~------- ---I~-·---- .-- ----- -- ------

= 77:1 

Traduits du Roumain par l'auteur 
et 

Sophie M.,gnier 
Professeurs de Mathématiques 

SOCIETE MAROCAINE 
D'IMPRESSION ET D'EilUIPEMENT S.A.R.l 

SOM/PRESS 
Si6ge Sociale : 72, Boulevard Hassan Il 
Tél. : 238-88 - FES (v. n. ) 



--...)(lc-

" ;.1 iIWBlEr~:;i;;3 " ;'-,,,,,,C f, ...... v .... • • • Il » R OBIEro1S 

~ 

,/ ra.d.ui ts du rou.-;ain :par 1 t auteur 

et 

1 



- 2 _ 

Couve rture : Ichnab SERG::INI 

L'auteur autorise 10 reproduction de ses problèmes 

o ID scule condition de citer son nom ct les références 
du présent ouvrage • 

(c) Imprimerie SorUPfŒSS,I983 , Edition Fronçaise , FES. 

Tous droits de traduction , de reproduction ct d'n
dnptation réservés pour tous pnys • 



-)-

IJ-.)v A1TT - /1 » ROFœ 
===========--==--== 
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1,1. Quatre équipes de footfall : Aj 13, C ct D ont ~~ticipé ~ un 
tournoi. I.e classe~lent :finn.l n'a pas été enJ~ièI'B;nent L:;".rdé, les chif:frcs 
essuyés ét3.nt ind i('"~ués ~::,.r des étoiles (cl 1.Sserr:snt , éo,uipe, nombre des 
natchs joués, des victoires, des matchs ntlJ, des défaites, buts ~ués, 
buts .. 1c-1issés s nom'brc ŒCS -;;.;l'::liB :~gnés) t 

1. 
2. 
3. 
4. 

A 
:B 
C 
D 

3 ... 
3 
3 

.** 

... * 2 

... * * 

... * * 

5 - 2 
3 - 3 
4 - ... 
1-4 

6 ... 
... 
... 

les éQ.ui:pes ont été cté:part."1g6es p:l.r les critères connus (lu football, 
ct le clasGcncnt ~l'3.boré è.e 1llÎIoo. 

a) Co;rpléter le cb.ssc:::ent .. 

b) Tr~,::êr le résultats de tous les matchs disputés~ 

SOLUTION: 

a) L1 équipe A a joué 3 matchs, donc A a joué aussi contre E. De même 
pour C et D .. n;où, B a joué 3 matchs 0 A a 6 points en 3 matchs, donc 
A a gagné tous les matchs, clest-à-dire A a 3 victoires, zéro matilll 
nul et zéro défaite. E a 2 défaites 9 mais E occupe la deuxième place. 
rI en résulte que le troisième natch de E est une victoire, parque que: 

si ce natch est nul, alors C et D auront ensemble 6.2 - (6 + 1) = 5 points 
et donc au moins l'une d; elles aura plus de points que E. Ainsi B a 
2 points .. 
C et Il ont ensemble 6 .. 2 - (6 + 2) = 4 points. D'où C et D ont tout les 
deux ~ points 9 puisqu'autrement il en résü:+,erait qu'au moins l'une de 
C et D aurait plus que E. 
Donc ~ a une victoire, zéro - l.tch nul et 2 défaites. De même pour D. 
CC et D ne peuvent pas obtenir les 2 points de deux matchs nuls, parce 
que A et B n' ont aucun match nul.) C a encaissé 
C 5 '* 3 -li- 4 + 1) - (2 + 3 + 4>= 4 buts. I.e classerœnt complet est : 

1" A 3 
20 E 3 
3. C 3 
4. D 3 

300 
102 
l 0 2 
102 

5 2 
3 - 3 
4 4 
1-4 

6 
2 
2 
2 

On sait que dans un classement, la somme des buts marqués par toutes 
les équipes est égale à la somme des buts encaissés par toutes les 
équipes 8 

b) On détermine les pronostics des matchs. 

A a 3 victoires 9 Q0nC A - E = l, A - C = l, A - D 1. 
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E et C ont le même nombre de points? la même différonce entre les 
buts marqués et les buts encaissés~ le même nombre de victoires, 
mais E occupe une place supérieure à C, il en résulte que E - Cel, 
d'où E - D = 2, puis C - D = 1. 
D a marqué un seul but et a une seule victoire, donc B - D = 0 - 1. 
A a 3 victoires, 5 buts marqués et 2 buts encaissés; la différence 
est 5 - 2 = 3. Alors A a eu les résultats : l - 0, l - 0, 3 - 2 ou 
l - 0, Z - l, 2 - 1. Comme A - D = l et D a marqué son seul but contre 
E, il en résulte: A - TI = l 0, d'où l'on tire C - TI = 3 - o. 

la situationesf.: 

1. A 
2. B 
3. C 

2 
2 
2 

200 
101 
002 

avec les pronostics antérieurs. 

4 - 2 
3 - 2 
1-4 

4 
2 
o 

A peut avoir les résultats : l - 0, 3 - 2 ou 2 - l, 2 - 1. On observe 
qu'on ne peut avoir ni le résultat A - E = 3 - 2, puisque E n'a 
enregistré que 2 buts 5 ni A - B = 3-2, puisque C ne peut 
plus marquer qu'un but. Donc, il reste l'alternative Z- l~ 2 - l, 
d 'ù A - E = 2 - l, A - C -= 2 - l et on obtient E - C = 2 - O. Les 
résultats exacts sont : 

A-F=2 

E-D=O 

l, ,~- C 2 l, A - TI = l - 0, E - C z - 0, 

O. 
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1.2.. A la fin d'un tournoi de fottball entre les équipes A 
~ <-$,) ô: le classement était le suivant : 

1. A 3 201 2-1 4 
2. B 3 201 2 - 1 4 
3. c 3 III 4-4 3 
4. D 3 012 3 - 5 1 

Les critères qui ont départagé les équipes étant: 

a~l le nombre des points accumulé; 
la différence entre les buts marqués et les buts encaissés; 
le nombre des victoires; 

d) la victoire directe contre une équipe. 

Trouver tous les résultats des matchs. 

SOLUTION: 

·8 

Tout d'abord on détermine les pronostics exacts des matchs 
joués. 

J 

Les équipes A et B ont le même nombre de points, la même diffé
rences entre les buts marqués et les buts encaissés, le même nombre 
de v::.ctoires, mais A occupe '_a première place pendant que B la 
deux.Lème .. D'où A - B = l (C I 0st-à-dire, A a gagné le jeu). B a deux 
victoires et une défaite, donc B - C = 1 et B - D = 1. Les équipes 
C et D sont les seules qui ont chacune un jeu égal. Alors C - D = X 
(où X signifie le match égal). A a une défaite, alors A - C = 2. 
Les pronostics exac~s sont 

A-F=1,A-C=2,A-D=1,B-C=1,B-D=1,C-D~ 

Déterminons les résultats. 

Puisque Â a 2 victoires et seulement 2 buts marqués, donc ces 
victoires sont obtenues par 1 - 0, 1 - O. On a donc A - B = 1 - 0 et 
Â - D ::s l - 0, d'où A - C = 0 - l.~ ~manière analogue pour B on a 
B - C = 1 - 0 et B' - D = l - 0, et on don..'"le C - D == 3 - 3. ~s 
résultats exacts sont: 
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~;.A' l'élaboration du classement de footbàll suivant, q~atre fautes 
ont été faites 9 l'ordre des équipes restant le meme : 

1. A 3 210 1-0 5 
2. B 2 101 5-4 2 
3. e 3 102 6-6 2 
4. D 3 021 2-5 2 

~~ Quelles sont les fautes ? 
En corrigeant ces fautes, trouver les résultats de tous les matchs 

joués. 

SOllITION :. 

a) f\ri.sque A, e, D ont joué 3 matchs il en résulte que B aussi a joué 
3 matchs (on ne peut pas avoir 2 matchs joués pour chaque équipe, 
parce qu'il y aurait plus de quatre fautes dans le classement). Le troi
sième match de B ne peut pas être une victoire, parcoqu'il y aurait 
en tout 5 +. 4 + 2 + 2 = 13 f 12 points (on ne peut pas faire d'autres 
modifications sur les points de A, e ou D, puisqu'on obtiendrait plus 
de quatre fautes). 
De manière a~alogue, le troisième match de B ne peut pas être une 
défaite. Donc B a un match nul ( la troisième faute). A a 2 victoires 
et U:~ seul but marqué. Le no--1Jre des buts marqués 1 + 5 + 6 + 2 = 14-:/:. 
~ 15 = 0 + 4 + 6 ~ 5 qui 2St le nombre des buts encaissés pour toutes 
les équipes. D'où A a lIl.arqué 2 rots (la quatrième faute). (On ne peut 
pas faire des modifications sur les buts encaissés par A ou par les 
autres pour la même raison~. 

b) Le classement correct e.3t 

1 .. A 3 2 l 0 2 - 0 5 
2. B ":1 111 5 - 4 3 .J 

3. e 3 102 6 6 2 
4. Il 3 021 2 - 5 2 

1°) Il faut établir les pronostics exacts. 
D a 2 matchs nuls et A et F ont chacun un match nul. 
Alors A - D = X, :B - D = X. L'équipe A a encore 2 victoires. Donc. 
A - B 2: :!.? p_ .- C = 1 .. Ile B - Il = X et .A. - B :: l on tire B - C = l, 
parce que B a une victoire. De même C - D >:: 1. Les pronostics exacts 
sont: 

A-B == l, A-C = l, A-Il = X, B - e = l, B - D = X, e - D ::: 1. 

2°) Maintenant~ il c~=fit d'établir les résultats exacts. 
A a 2 victoires et 2 buts marqués. Alors A - B = 1 - 0, A - C = l O. 
parce que A n'a encaissé aucun but, on a A - Il ::: 0 - O. 
En retirant l'équipe A du classement (avec tous ses réSultats), on 
obtient J.I~ SOUE-classement : 



2. B Z 
3. C 2 
4. D 2 

110 
101 
011 
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5 - 3 
6 - 5 
2 - 5 

3 
2 
l 

avec les pronostics connus: E- C = l, B - D = X, C - D = l 
B a une victoire et zéro défaite et la différence de buts; - 3 = 2. 
D'où; B - C = 2 - ° ou 3 - l ou 4 - 2 ou 5 - 3. 
C a une victoire, et la différence de buts 6 - 5 = 1; mais puisque 
B a battu C de 2 buts, C gagne donc de trois buts contre D. D'où 
C-D=3-0ou4-1. 

Si on a C - D = 3 - 0, alors on a B - C = 5 - 3, et H- D = 0 - O. 
Vais ça signifie que D a zéro but m,rqué. Contradiction. 
Donc C - D = 4 - 1. Et on a a B - C = 4 - 2, H- D = l - 1. Ces 
derniers résultats vérifient le classement. 
Les résultats sont : A - B = l - 0, A - C = l - 0, A - D = 0 - 0, 
B - C - 4 - 2, B - D = l - l, C - D = 4 - 1. 

le problème est déterminé de façon unique. 
Le problème est complétement démontré. 
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~4. Pour les prélimin~ires du championn~t mondial de football on 
dispute, aller et retour, les matchs d'un groupe de 5 équipes où 
se qualifient les 2 premières. 

Déterminer le nombre minimum de points pour lequel une équipe 
peut se qu~lifier, et aussi les résultats qui favorisent la qualifi
cation. 

Génér~liser dans le cas d'un groupe de n équipes, où se quali
fient les m premières (l..s. m ~ n ) Q 

SOIk"1'ICrT.: 

Resolvons directement pour le cas général, l'autre c~s résultant 
par pc1rticulisation. 

Dans un groupe de n équipes se disputent : 

2 \ {n-ll + (n-2) + "O, + 2 + Il = n (n - 1) mtchs. Le nombre total des 
points E. Jt 2n (n-l). Si TI = 1,- _e nombre minimum de points sera 
2 n (n - 1) ~ n = 2 (n - 1) points (toutes les équipes ont le même 
nombre de points 5 m~is celle qui aura la plus grande différence entre 
les buts ma~qués et ceux encaissés v~ se qualifier. Si l'une des 
équi::;-es :1 t:o:i:~~ ~3 ~ >, '.) roin"ts 5 ~lors il en existera une a.utre 
qui en '3.ura plus de 2 (n - 1)5 puisque le nombre total de points est 
égal à 2 n (n - 1). Si m = n, bien sÛr] le nombre minimum de points 
est zéro. 
Le c~s 1(' m < Il. L'éqùipe qualifiée avec le nombre minimum de points 
sera la m - ièmeo Pour qu'elle ait le minimum de points il f~ut que 
les (0.- 1) premières équi~es obtiennent le maximun de points possible. 
D'où lléquipe h - ième, l f.h~ m - l, aura 4 (n - i) points. ws 
(m - 1) équipes auront 4 (n - 1) + 4 (n - 2) + •• c + 4 (n - m + 1) = 
= 2 (m - 1) (2 n - n) pc~.-''1ts. Du nombre total de 2 n (n - 1) points 
on enlève les points des (m - 1) premières équipes et on trouve 
2 (n - m) (n - D + 1)5 Qui représonte les points des (n - ID + 1) 
dernière~ équipes. Donc 2 (n-m)(n-ID+l) 2 ( ) . t l - l = n - ID , qU1 es e n-m+ 
nombre m~nimum ~e points tel qu'une équipe puisse se qualifier. 
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1.5.A un concours de pronostics concernant 13 matchs de foottall, une 
personne joue en utilisant m doublets et n triplets, O,-m + n -~< 13, 
m, n :: lAI. ' -
a) Dans le cas où il obtient une variante à 13 résultats exacts, 
implicitement combien de variantes à 12 et à Il résultats exacts 
obtient-il ? 

b) De même, s'il obtient une variante à 12 résultats exacts, implici
tement combien de variantes à Il et à 10 résultats exacts va-t-il 
obtenir ? 

SOLUTIon: 

Il Y a 13 matchs ct pour chacun il existe trois possibilités : 
l, X ou 2 (c'est-à-dire, rapporté à la première équipe, victoire, 
match nul ou défaite). On a en tout ~13 variantes possibles (plUS 
de 1.000.000). Ayant m doublets et nO--triplets, il en résulte qu'on 
a 13 - m - n solitaires (c'èst-à-dire) des matchs pour lesquels on 
donne un seul pronostic). On forme 2 m. 2~ vari'3.ntes en tout. 

a) On obtient m + 2n variantes à 12 résultats exacts. 
Si m-? 2 et n>.,.. 2 on a - C ~ + 4· C ~ + 2 IIrl variantes 
sultats exacts; si m>., 2 et n (2 on a cg + 2mn; si 
n < 2 on a 2·nn; si ID (2, n -~ 2 on a 4· ~ + 2mn; 

à Il ré

m < 2, 

b) Le cas: où un solitaire o~t faux. Alors il en résulte 1 

m+2n variantes à Il résultats exacts. 
C ~ + 4· c ~ + 2· mn vari::mtes à 10 résultats exacts, ni m>/ 2, 

o n)/2. 
4·C ~ + 2·mn , si m( 2, n ~ 2, variantes à 10 résultats exacts. 
C ~ + 2mn, si m)/ 2, n ( 2, variantes à 10 résultats ezacts. 
2 mn ~ si ID < 2, n < 2, variantes à 10 résultats exacts. 

Le cas ~ où un doublet est faux. 

On a 

(m - 1) + 2n varianteS à Il résultats exacts. 
C ~ _ l + 4'C ~ + 2 (m - 1) n variantes à 10 résultats exacts. 

sim )1' 3, n">., 2. 
4-C ~ + 2.(m-l).n variantes à 10 résultats ex~ts. 

. "3 "2 s~ m .... ,n /1' • 

C ~ _ l + 2.(m-l).n variantes à 10 résultats exacts, 
si ID >" 3, n < 2. 

2·(m-l).n variantes à 10 résultats exacts 
si m ( 3, n < 2. 
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1.6. A une tournée d'échecs ont participé 10 joueurs 1 Al' ~ , ••• 
A 10 - chaque joueur dt échecs a joué avec chacun des autres parte
naires un match. Pour chaque victoire il a gagné un point, pour 
chaque p3rtie nulle un demi-point, et pour chaque défaite zéro point. 

A la. fin de la tournée, le classement était: 

1. ~l 9,5 points 6. A6 4 points 
2. A2 9 points 7-9. 1..7 2 points 
3. A3 6 points 1-9. As 2 points 

4-5. A4 5 . points 7-9. A 2 points 9 
4-5. A5 5 points 10. AIO l point 

J!ontrer que d'3.ns èe classémcnt· il existe au moins trois f3.utes 1 

SOI1JTION~ 

la première fa.ute 1 ~ ne peut accumuler qu'au mxiI!lllll 9 points, 
parce qU'il joue seuleoont 9 matchs, donc pas 9,5 points. 

la deuxièlI'; faute : ~ , si tué à la deuxième place dans le clas

seront, ne peut accumuler qu'au llBXinwn 8 points, pas 9 points, 

parce qu'il peut gagner au m9XiIlllID. 8 natchs (le neuvième match, 

disputé contre ~ sera perdu; contre ~, le joue'lU' ~ ne peut pas 

f'3.ire match nul puisqu'il en résulterait que A
2 

occuperait la. 

place 1 - 2, pas 2). 

la troisième faute 1 d::ms cette tournée ~e sont joués 9 + 8 + 7 ••• + 1 = 

= 45 matchs, donc le nombre total des points du classement doit être 

45 l'.JUe· JI· 

9,5 + 9 + 6 + 2.5 + 4 + 3.2 + 1 = 45,5 ~ 45. 



1.~. Soit unegrille de mots-croisés (de n lignes, m colonnes et 
p c·3.Ses nOires), telle qu'il n'existe pas d(3UX cases noirs qui 
aient un côté cocrnun o 

a) Déterminer le nombre total des mots (horizontaux et verticaux) -
an appelle "mot" même ceux: qui contiennent seulement une lettre-. 

b) Trouver la différence entre le nombre des mots horizontaux et 
celui des mots verticaux. 

SOI1JTION~ 

a) Montrons que N = n + m '* (ThTJ3 + 2- CNC, où 
N = le nombre total des mots de la grille 

mm = le nombre des cases noires de la zone B 
CNC = le nombre des C'3.ses noires de la zone C _ 

Considerons la grille partagée en 3 zones : 

1° les quatre somrots de 
la grille (la zone Â)~ 

2° la bordure de la grille 
moins les quatre sonmets 
(la zone B) 1 

3° la partie de l'intérieur 
de la grille (la zone C). 

A 

~~ 
:;..-' .' 

f/ 
iD / , /' 

A 

~/ i-~ .:,;;;. , .... ~ 

t 

h v~ - / 

:-.,/// /// 

~~ ~ ."/ 
~:''l' 

'/./ 

Ir 
'-y t 

~..>'/ R ,!"-:'f. //, 
/// ~ 'f:;;-. -/' 
' // -"'. ." ./ 

::;: 
-' 

~%> 
,/,-/.; 

On suppose au début la grille sans aucune c"l.se-noire. 

Alors, elle a n + m mots. 

y~ ,.../1 A 
./..-: 

....... '/"; 
,,' ," .1" 

~, ; 

[<V ./ 
,./,~ 

v/· 
~/;; A 

- Si nous posons une case noire d3..ns la zone A, le nombre total des 
mots reste le même. (Donc le nombre des cases noires de la; zone A 
ne présente pas d'importanceJ. 

- Si nous posons une case noire dans la zone B, par exemple sur la . .. 
ligne l et la colonne J, l , J <m, le nombre des mots cro~ t d 'm'le 

. m'li té ,- puisque dans la ligne l se sont formés maintenant deux mots 
(avant il y avait un seul mot), et dans la colonne j il reste a,ussi 
un seul mot] • la. situation est analogue si on pose une case noire 
sur la colonne l et la ligne i , l <: i (n, (on peut renverser la 
grille: l'horizontal passe en vertical et réCiproquement). Donc, 
pour chaque case noire de la zone B on ajoute un mot au nombre total 
des mots de la grille. 

- Si on pose une case noire dans la zone C, par exemple sur la 
ligne i , l ~ i < n, et la colonne j, l < j < m, alors le nombre 
des mots croit de deux: uni tés ~ tant dans la ligne i que d3.ns la 
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colonne j se trouvent oaintenant deux mots, à l'encontre de la 

situation antérieure où l'on a seulement un mot d~ chacune. Donc, 

pour chaque C3Se noire de la zone C on ajoute deux mots au nombre 

total des mots de la grille. 

b) Partageons la zone B en deux parties : 

la zone BO = la partie horizontale de E (les lignes l et n) 

la zone EV = la partie verticale de B (les colonnes 1 et m). 

Alors: NO - UV = n - ID + CN:EO - CN:BV, où 

NO ~ le nombre des mots horizontaux 
NV = le nombre des mots verticaux 

CNBO - le nombre des cases noires do BQ 

mrav = le nombre dos cases noires de EV. 

La démonstration de cette proposition suit le fil de la 

précéd~nte, et utilise los ré~~ltats suivants : 

- S'il n'y a aucuno case noire dans la grille, la différence 

NO - NV est égale à n - m~ 
A 

- Si on a une case noire d~nR la zone A, la différence reste la meme. 

,. 
- De meme pour 1'1 zone Cc; 

- Si on a une C3Se noire dans la zone BO, alors la différence sera 

n - m + l, et si la case noire se trouve dans la zone EV, alors la 

différence sera n - m - 10 

De là résulte b)o 
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l. ,~i·. Déterminer le dernier chiffre des nombres de la sui te - n 
de Fermat F -= 22 + l, avec n fiAI. 

n 

SOllJTIQN; 

Pour n = 0 

Pour n ~ 2 
,;n-2 

= 16'" + l 

on a FO = 3, et pour n = l on trouve FI = 5. 
fi n-2 

il en résulte que F = 2 + l = z4_2 + l = 
n 

~ 16 K + l qui contient, comme dernier chiffre, 

ô + l = 7, parce que la puissance de 16 se termine par 6. 
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2. J. Soit p le produit des n premiers nombres premiers. 

, cf VI ... 
! 0/ 1 -. l 'f l,.. 
1 '. - .". , • 
1 .-< 

SOI1JTION; 
1 (VI 

Pour que të-/. = V < bf., l -< i ~ n, il f:lut que ç/ h p . . { ~ -....:: , (. 

Donc cl >. ~ 1 p -; = F. 
:;;..-- ]. t.~ ( '-/ 

.< 

i) ! - 1. f . t:> • L {:> d' .. , /\/1 
1 n . - ,1] -" 1 ~ .'. f. ... F , O'J fn,' = v W lvf . 

r '5 "-1 r, 
P est le plus petit nombre qui :lit cette propriété, puisque 

n 

s'il existe un 0( 1 < P alors o("!± v/t.!6o . 
~ I~ 

Si p> (rI alors, bion sÛr , P .' = JI{ r .1ùnsi que : 
1 

r ::: {. Fi, . f" +- 1 J f=-I') + Z } ... } • 
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2.10.Déterminer le plus petit nombre naturel tel que sa factorielle 

-----soit multiple de chacun des entiers 1970,1980,1990 et 2000. 

SOlurION; 

Le plus tTand nombre premier qui divise l'un des entiers de 

l'énoncé c'ést 199. 

Soit c/ ~ /1.../ le nombre cherché. Alors o<"! = J~ 1990, 
/i/7 

dJoù d = LI' (; 199. Donc ~ ~ 199. On prend. c/. e 199. 

199 J::: J/(,10 parce que 10 < 199. On a a.ussi 199 t =J,t 1'J7. 

Puisque (10,197) = l, il en résulte que 199 t = J1.1'J70. 

199 1 = J1, 1990. 

199! = cJl136 et 199 ! = Jlt 55, nais (36,55) = 1 ; 

dJoù 199 t =dtt36.55 c: J11980. 

199 t = Ji 16 et 199 t = u""t 125 et (16,125) = 1 

donc 199! ::: vI'i 2000. 

On suppose ]Er l'absurde que c--C. n'est pas le plus petit. 

Alors, il existe 0< 1 < 199, tel que r::;;(' 1 = (/1199; 

contradiction. 
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Z :11.On donne les naturels A et B. On considère l-~ = A + B, 

M2 =: A - B, ~::: A • B • On note X
m 

le nombre formé 

seulement par les m derniers chiffres de X. 

a) !!ontrer que pour connaître les m derniers chiff'res de 

Ml il suffit de connaitre les ID derniers chiffres de la 

somme A + B. m m Même question pour ~ f: ~ 1>3. 

b) Généraliser. 

c) Que :peut-on dire des m derniers chiffres de AB ? 

SOIDTION; 

a) On :peut écrire A = filOm + A et de même 1 B :::J'~'L 10"' ... B 
m Ifi\. 

Alors (11 m 
~ :: A + B :: ui. 10 + 

Aussi 

b) Généralisation : 

Si E (~ , ••• , An ) est une expression arithmétique où 

se rencontrent seulezœnt les opérations +, - , • et si 

Ar, .... , An sont naturels, alors 

~ (Ar , .•• , An ):: E (.!:t,m , ••• , An,m ), 

où A. représente les m derniers chiffres de A.; • 
~,m .A-

La démonstration résulte de a). 

c) AB est une multiplication répétée. Donc 

• 
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Z.1Z.En sachant qU'il est h heures et m minutes, l ~ h ~ 12, 

o ,< m ( 60, trouver après conbien de temps les aiguilles \i.e la 

montre vont former un anGle 0(' ,avec 0 ~.-< <" 360 0
• 

SOI1JTIŒJ; 

Tout d'abord on détermine les vitesses anGulaires pour chaque 

aiguille de la montre. 

La grande aiguille parcourt 360 0 

d'où VG = 6°/min. 

en une heure; 

La petite aiguille p3.rcourt 360° en 12 heures d'où 

V = 0,5° /min. p 

On calcule l'angle existant déjà entre les aiguilles 

de la montre à h heures et m minutes. 

La grande aiguille 

La petite aiguille 

degrés. 

a parcouru 6m degrés. 

a parcouru (60 h + m) • 0,5 = 30 h + 0,5 ID 

Notons x (en minutes) l'inconnue du problème. 

L'nngle formé par les aiguilles c'est 1 Oro - 3Oh. - 0,5 m 1 = 
= 1 5,.::fi - 30 hl· (On considè::e des angles positifs, parceque 

. " 

dans le problème on ne spécifie pas le sens des angles~ 

A) Cas où 1 5,5m - 30h I,~ (..(. . 
a) 5,5m - 30h )/ 0 ( ) la grande aiguille a parcouru une dis

tance (en degrés) supérieure ou égale à la dist~nce parcourue 

par la petite aiguille. 

Ona x = ?'~ + 30h - 5,5m 

5,5 

b) 5,5 ID - 30 h < o. C'est la situation contraire. 

( ) ~ + 30h - 5,5m 
On a 6 x - 0,5 x = nt' - 5,5 ID - 30 h ~x = --~-~"""-

5,5 

B) cas où 1 5,5 m - 30 hl> oC 

a) 5,5 ID - 30 h ~ o. 
On a 6x - 0,5x =c<+ 360 - (5,5m - 30h) > 

b) 5,5 m - 30 h < o. 

x = ,..,r + 360 + 30h - 5,5ID 
5,5 

Ona 6x-0~5X=/5,5m-30hf-ol= 30h-5,5ID-0< 

=' ., 
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~Soient ~, ••• , ~ + 1 des entiers, et b1 
, ••• ,b2n + 1 ~les 

mêmes nombres dans un 3.utre ordre. M:lntrer que l'expression 

E = (~ :!: b1 ) ••• (a,2n + 1:!: b 2n + 1) est un nombre pair, où 

les signes + et - sont arbitraires pour chaque parenthèse. 

( Généralisation du -problèlOO A.7, pa~ 105, de D. Gerl1 et 

G. Girard, n~s olympiades internationales de mathénatique", 

Hachette 1976.) 

SOWTION: 

On suppose que l'expression E es.t impaire. TI en résulte que 

chaque parenthèse est impaire, d' où chaque parenthèse contient 

un nombre pair et l'autre impair. 

On a donc 2n + 1 nombres pairs. lais, si dans une parenthèso se 

trouve un a. pair, alors il existe une autre parenthèse où 
1. 0 

se trouve un b. = a. 
Jo 1. 0 

, donc b. est 'pair. 
Jo 

Ainsi le nombre des pairs est un nombre pair, qui bien SÛr est 

différent de 2n + 1. Contradiction.' 
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2.1 ~.Résoudre l'éQuation: X - P eX ) = 24, en sachant 

-que ~ (X) re:présente le nombre des nombres positifs, 

inférieurs à X et premiers à X. 

SOLUTION: 

Parce que ~ eX) r: /IJ, il en résulte que X = 2,+ +; (X) ( /A/* 
~l ~s 

et X~ 24 • Soit X = Pl ••• Ps ' 0/ i ~ $!*, Pi :premiers, 

différents entre eux, i = ï;S~ 

Donc, évidemment, X a la forme : 
~l 0/ 2 

X = 2 .3 ' 

avec .~ l ' 0/ 2 € /A/*. Alors s = 2. 

On obtient 

-(p -1)1 , 
. 2 -' ~ _ 1 cL -1 r .,;.. -." 1 

c'est-à-dire X _ ~ (X) t::: 2 1 .• 3 2 ..... 6 - le2J = Z-.3 , 

0(' -1· ~'-1 1· 1 
ou 2 ~ • 3 '·Z; = 2 e 3 , dt où QI(' 1 = 0(' 2' = 2 et en conclu-

s ion X = 2
2 

• 3 !. ~ 36-". 
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Z.15.Soit 1> (n) la fonction dJ])ller. ~!ontrer que :' -
1> (n) est nombre premier si et seulement si n e ~ 0, : 3, : ~, 

.., 
+ 6 oc' - ~ .. 

SOLUTION: 

Suffisance. 

1> (0) = 1> (+ 3 ) = 1> (:!: 4) = 1>: 6) = 1. qui est nombre premier. 

Nécessité. 

~ Ct 1) = 1> (: 2) = 1 qui n'est pas un nombre premier. Donc 

n : f + l, + 2 -\. 1'"l- - J. 
c<. 

Soi t n = : P", ., ••• nombres premiers 

différents. 

oé i E /1./* 
1> (n) = 

,i E fl,2, ... ,S Îj • 
0("- " ~ 0/ -1 ' lV1 

Pl ., • (Pl - 1) ••• Ps s' .(p -1)=-..1"&2 pour 
" s 

1." "{ l M~. -1 lM n "+ l, + 2 pa.rce que p. -1 = ,;-1-2 ou p. J = v • ft 2 . 
- - -' ~ J 

Comme 1> (n) est un nombre premier il en résulte que 1> (n) 

Donc p. -'1 = 1 ou p. - 1 = 2 • Il suit que p. - 2 ou 3. 
~ ~ , ~ 

=2. • 

p. = 2 ~ Q('"'. = 2. Donc n = 4, 3,6. Ainsi nE. [ + 3, :t 4, :!: 6 -_f • 
~ 1 ."". l-

Mai 1> (0) = 2 qui est pre.mer, ,donc 

n E. (0, :: 3, ! 4, :!: 6 } • 
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Z.16.Soit un nombre entier ID tel que ~ (m) =~4, où P représente l'indica-- teur d 'Lu.ls::" Eontre:- qui il exil:> Ge un nombre pair de racines prim tives 

modulo ID4 (Un entier a s'appelle racine primitive modulo 
<P(rn' K) ..L 

8, si a' j -- l (mod m) et a - ~l (mod m pour l ~ K < 'f,(m).) 

_$Or.UI'IQ[; 

1) S!il n:e:;;:iste pa.s -de ré:.cino primitive modulo m, a.loré· on a 0 racine 

et 0 est pairo 

2) S:il exista des ~aci~es primitives,soit r l'une de celles-ci. 

On a Cr ,m) = l , r p (m) :;; 1 (mod m) et r K t 1 (IOOd m) pour 

l .( K < 1 (m) ~ 1t.ont:.'ons que m - r aussi est une racine primitive 

::1oo.u1o me 

A) Tout d'abord m - r ~ r (mod m), puisque dans le cas contraire il 

en résul terai t 2 r =:.= 0 (mod m), ou 2r = t • m, avec t é.7L • 
Comme p (m) IV} 

~. r 0, ± l, ±21 = 1/ ... 4, on a m .1 • 
d) m= 2 h, h E- [l- { 0, + 1 1. -..• Ona : - J 

n 1 2r ... 2 h 
1 

2r --=) hlr ~ (r,m) =h +:. l,absurde. 
1 

==,..3. 

~, \ 
m= 2:1 -1- l, h ~ z..- { -1,0 1 On a. • O· . 1 j • . 
m 1 2r -~) :il:r~ (r,m) =m + + l, absurde. 1 , -

:s j o~'- Ir - T :::,s r (JJ:()d m)" 

:rr) (m,m-r)=d.-=:i> a'fi etdtm-r ~dlr ~d=(r,m)=l; ., " t 
clo:'lc (m - r. ~_\ "-' 1 .. , ,. 

(m - r) ~ (~) ~ l (mod m), conformément au théorè~ d'Euler. 

On suppose :p2r 1; absurde quI il eXisté!{ E /1../* ,/J <; 1> (m) 

mïeC (=-. - :;:) !-~~:;c-: l (med In) ~ n en résulte 1:: (m - r) ;u..,s (- r) Si 

{ .., )J-t' ,l' ( " .) •• t· . (. . l ~ ult . t 
:l i. - .L :r l 'TIon.;;-;. cD" ou J-l- es ~mpal.r s ~on ~ en res era~ 

r 1'- ~ 1 (r::.oë:. ::1) ot J.( P (' 1: Cm) ~ c! est-à-dire r ne serait pas racine 

:ï,)r~_I:üti70)o J)C:'lG f~' 2:p +'1 avec p €:. /1../ et rf- ;; - 1 (mod p), ou 

~.2"~ l (mod p)~ Ih~.8} .. ( cf; (m), cela implique Clue 2p (2.~(m). , 
Co,::me r 8S-,~ F'è'3 :.O;::c.:i_~1a rrimitive 0~1. a 2/J... = 0/ (m), ou 1(m) )ca~, 
=-: 2 ·(2p -t. 1) ~L (,/'/[4" Cont:radiction~ Ainsi (m - r) p ~ l (mod. m) 

pour J..{ j:" \' iJ (:'1)? è.onc m - r est aussi une racine primitive. 
1 



_ 26.. 

l:n·.Soi t m un nombre natm.-el ~ 3, et a!' .•• a tous les nombres 
- p 

posi tifs inférieurs à m et étrangers à • : 

CJ~l m . 

.§,Q;liJTION ~ 

Montrons que p = Jvt 2• 

On voit que, si 0 ( a < m et (a,m) = l, alors on a aussi 

o (m-a. (m et (m-a.,m) = l, parce que : 

o < a (" m ==) - m < a-m < m-m ~ 0 <' m-a. < m; 

soit d = (a-m, m);en résulte d\m-a. et dtm, d'où dta et 

donc d divise (a,m) = l, et ainsi d = l . 

Ai_ . -1'" 1 

On 8; : ::Ji- a E { al' ••• , a "\ , :1 m-a. E (al' ••• ,a 1 tel que 
p - .. p ... 

m-a. i=:a ; 

(dans le cas contra.ire, il en résulterait que m = 2a et (a,mt= 

= a ~ l ou m = 2, ce qui est impossible). (1) 

M:l.is a + (m-a.) = m =~m et, grâce à (1)· on obtient la. 

conclusion du problème. 
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~.1g.Soiel1.t a, :', c,~:cois nombresentiors, tels'-que a2 + c2 =1= 0 et 

62 
+ c

2 =1= O. 

j)émcntrez que (a,b,c). C 

(a,c). (b,c) 

(la notation (xl ~ ••• , x
n

) représente le plus gr-and conurun diviseur 

'~ ) aes nomures xl, ••• ,xn : 

SOliJTIŒT: 

Soit d = Ca, b" c). Cela implique que a = a'd, b = b'd, c = ctd et 

(3!: b!, c!) ;: L Alors ~ 

(a, c) = ia 1d, cid) = d·(a', c') = d. d
13 

(on a noté (a', c t )=d
I3

) ; 

è.. i où c' = d13 0 04. J avec 0< ~ L. 
(b, 0) = (')ld;c'd) = d .(b~,c') ~ d.d

23 
(on a noté (b t ,c') = d

23
); 

d' où C \ "" d . e ,avec p € 7L .. 23 - ~ . 

~!a.:·-fa~ r") - ( (al c 1) (b'c') -.(a',b',c l ) = 1. _,L." 13 ~ --23 -, ~ , 

PL-:isc';'1:'..e Q13 < oC ,~ d
23 

op , (d
13 

,d
23

) = l, ct que toua les nombres 

,·.on-c entiers, il. en r.é!3ul te <lue d
23 

divise ~ , 
, -

c'est-à-dire cl = d 23 or' 9 avec 0(' {. '-7L. Donc c = d_d13 .d23 • 0<"'; 

(a.~b:c) ~ c = d.d.d13- d23·~; = cL' f:7L. 
(a,c)o(o,c) d.d13~d. d

23 

l!3'- c0~,-:li tior~3 de l; Gnoncé du problème assurent l'existence de 

l'expr8ss:i.on, c: ôst-à-dire , le dénominateur est différent de zéro. 
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Montrer que : .2 ,i3. Soient ai' bi € Il..!, i = ï,ii. 

(al···an ' br··bn ) ~ n
i cs l 

(a. , b.) , 
~ ~ 

où ( 0( ~ ) représente le plus grand commun diviseur des nombres 

~ etf·· 
SOLUTION: 

On applique le raisonnement par récurrence. 

Pour i = l c'est évident. Pour i = 2, il faut montrer 

que (~ a 2 ' ~ b 2) ~ (~, bl ).(a2 , b2); 

Soient ~ cs aIl d~bl ' bl = blld~bl avec (~l ' b
ll

) = 1 

et soient a 2 = a
2l

d b ,b
2 

cs b2ld b avec (a21 ,b
21

) cs 1 • 
. :. a2 2 a2 2 

Alors (o,la2 , bl b2 ) ::1 dalbl.da2b2 • (aIl a221, b11 b 21) ~ 

~ d b.d b cs (al' bl )· (a2, b2). 
~ l a22 

On suppose l' inégali té vraie pour les valeurs de i qui sont 

inférieures à n. Il en résulte: 

(al···an an + l' br··bn bn + :i)~ (al···an,br··bn)·(an+l,bn+l)~ 
n n+l 

~Crr (a., b.) ).(a l' b +1) :: TI (a.;, bi ) • 
i =1 ~ ~ n+ n i =1 ... 
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~Si (al.' b) E- //(/2, i @ {1,2, ___ ,n ~\ et C~, f3] représente le plus 

peti t cOr',mtm multiple des nombres ot' et ;S , alors 

[al- uan' bI- - .bn \ 1 '~ 

SOLUTION; 

On va démontrer par r _sonnement par récurrence. 

• 

Le c~s i = l est évident. 
.,. .. • • • _ • J~ • 

:t:~ i = 2, il f::ru.t montrer Que 

• [ a2 ,b2 J ) 

et ~2 = a21da2b2 ' b2 = b21 da b avec (a
21

, b
21

) = 1. 
, ,,2 2 

Alors ra 2- , b
l
b

2 
-, = d 

~bl 
~ d · r a lla21, bn b21] ~ 

1 2 -' 
a

2
b

2 

~ db" db· ~l· a 21• bIle b
21 

= laI' b l ] • [ a 2,b2 ] 
~ l a 2 2 

Supposons la propriété vraie pour i ~ n , elle est vraie aussi 

pOu;r' i = n :1" 1, parce que : 

• , 

[~ •• ~a.n- an+l , b1 ••• bn bn+1J.( [al·· .an ' b l ••• bnJ • (an+l ' b~+IJ,\ 
• .11, 

<" CTI b·l )'~'[' l ~ i=l' [ai' 1_ an+i',bn+l _ • , 

. 'Donc le problème est démontFé. 
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2.t1.Soit m '.ln nombre naturel, 1~n-.Ç5. 

, alors m 9 ••• 9 = 
L _,,::---.-' 

n~l.s 

= .~al.9:.~a2.2.;.9J ... an avec n € ~/*. 
n-l n-l n-l . 

SOIL'TION; 

Cas où m = 1. '9 ••• 9 9. 
.. " 1 

n-l 

Cas où m = 2. = 
n 

= l L~ ••• 0; - 20 .•• 0 + '1 
---- '--..,,-J 

= 1.9 •• ~ 0 ... 01 - 20 .. ,:2, = 9 ... 9 80 ... 01 • --'-~ . ~ ----..-' " 

2n n n n-l n n-l n-l 

Cas où m = 3. 

= 10 .. ~ - 3p •• ~ + 30 ••• 0 - l = 
'-r- --.,-- '-.:.._ ... 

1{) ••• 0,,0 ••• 0,3 0 ••• 0,-
~ _.~- '-.,-.---

3n 2n n n n-1 n 

- 3~,,0. ~.OlJ = ~ 7~;& 2 

n n n-l n-l 

Cas où m = 4. 4 4 9. = 6561, 9 ••• ~ = '--..-n 

= l~ - 4~ + 6~. -42~ + l = 10 ... 0 0 •• ;0 .. 6) 0 ... 0 O ••• 01-
~. '- ~ '--..,.-J 

4n 3n 2n n n 
. 
n n 

4~;Q. '-~;'~-' "q_~J= .2;..-,:2 60 ••• 0 
,---.,;.....J 

5 9 ••• 9 6,O ••• ~ 1. 
L-~' ~ 

n n n n-l n-l n-l n-l 

Cas où m = 5. ~ = 59049, 9 ••• ~ = (1 0 ••• 0 - 1)5 = 10 ••• 0 -
.~ '-"y---' \~~ 

n n 

5 0 ••• 0 + 100 ••• 0 - 10 0 ••• 0 + 5 0 ••• 0 - l = 
"--v--" '_' ~I .... ---' 

4n ~ 2n n 

O ••• 0 
~ 

n-l 

9 9 ••• 9 0 
,_.,-:J 

n-l 

0 ••• 0 4 
'--,-J 

n-l 

Observation. Pour m ~ 6 la formule n'est plus vraie. 

n 
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~On considère l'ensemble Â = r~:;..=.3 .. m 1 m t IiU '*1 et 

n 

n € IA/* , invariable. 

a) Calculer le plus grand nombre de 2 n chiffres de l'ensemble A, 

tel qu 1 il ne contient pas le chiffre 9. 

b) Calculer le plus petit nombre de 2 n + K chiffres qui ne contient 

pas le chiffre 9. 

Discussion. 

SOliJTION; 

a) On cherohe le plus grand m E /1../* , m = b1 ••• bn ' qui rrultiplé 

par~ donne un produit de 2 n chiffres a.vec tous ses chiffres 

n 

différents de 9. 

9 ••• 9 • m = (1 0 ••• 0 - 1) • m = m ._O~ ... ~ - m • 
• ~ I_~ 

n ,.., 

On fait la différence . . 

= 
S'il existe b. 

J 
= 9, j ft1 , 2, 

n 

? 
( 

n - l J ' alors: s'il existe au . .. , 
moins un chiffre non nul derrière le b., par la soustraction il 

J r} résulterait b j = 9 dans le résultat, si tous les ~ = 0, h ~ j+l, ••• ,n _ 

par la. soustraction dans le résultat il existerait au moins un chiffre 

de 9 à l'une des places j + l, ••• , n. 

Le cas suivant c'est m = 8 ••• 8 9. On effectue la différence (c'est-à
'--~ 

n-l 

dire la multiplication 9 ••• ~ • 8 ••• 8, 9 ) 
~"/ -':-:"',,--

n n-l 

et on obtient le plus grand nombre de 2 n chiffres de l'ensemble A 

qui ne contient pas le chiffre 9, c'est ~_~~ 1 ••• 1 • 

n n 

b) I.e nombre m aura n + K chiffres. 

1°) Le cas l ~ K~ n. Démontrons que m = l ~-' ~ 2 est 

K-l n-l 
le pl~ .peti t nombre œ n + K chiffres qui aura la propriété denandée • 

... 



On ne peut ~V8ir ~ucun zéro p~rmi les n derniers chiffres du nombre m 

parce O'l' il 8'1 résulterait, p3.r multiplica:tion, au moins un chiffre 9 

dans le pr:)dl:i t; le dernier chiffre non nul de m est différent de 1 

( " \ " de mome motif) ; les :mtres chiffres de m peuvent 9tre égaux à zéro, 

seulemGllt le premer aur3. la V3-leur minimum l puisque K.{. n ~ 

=9 K .- l .(.' li - 1" 

n 

l 0.;000 L ~ .12 
'.~ <."_~_.I 

K-l n-l 

(ici on a écrit di~ectement que 

n-K+l ?:-l n ~. ,l.~ 2" :::~.~!.~) 
n n-l n n 9 .. ·9 9 ••• 9 

I..~,~ 

k-l n-K-:-l 

= l O.-::cOfl.ool O,l!)çol 8 ... 8 
• _~ '_ . .,,---' '"-~,-..J \~ 

K-l n-K K-l n 

(On a encore uttlisé la propriété que le plus petit nombre de 2n 

chiff~es de A, qui ne contient pas de chiffres de 9 

es"i; 1 ..• ::' '--.,..-.J 8.0909 et que le m"correspondant 
'-.,--' 

n 

est ,~ 

n-l 

1.nintenant, on ne peut pas écrire 

2. ) 

m :" 1 0 ••• 0 1" e.l 2 parce que K - 1 > n - 1 et le résultat de 
"---:..-:-:-' '--- ..;.--' . 

..L>...--_ 

la~l ti:plicg,"c:'cn çontiendra .des chiffres 9 1 

9·" .. 9 \--,.,---' 
n 

1 0 0 ,:0 l •• ~l 2 - -,.---- '---..,..-' 

K-l n-l ---
,~~.~~) ,~;§., 

n n 

--_ . .-_._-----

(ij 

Cherchons 1e" plus pe Gi t m E: IIC! * , de n + K cLffres, qui aura la 

PT9priété dewa:~lée. Les n derniers chiffres de m seront aussi ,1. ..... !, 2. 

.. ~ prem:'er :11;.83:' l ~ n-l 
••• 
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P~rmi les chiffres inconnus on ne peut pas avoir plus de n - l 

zéro8 consécutifs à cause de fI). Pour que n soit aussi petit 

que possible posons n - l zeros consécutifs après le premier chiffre, 

puis un chiffre l (le minimum non nul), encore n -1 zéros consécutifs 

et encore un chiffre l etc. 

Donc ID = l 0 ••• 0.1 0 ••• 0 ••• 
~ '< --...,.-.J '.. _--..,-.~ . 

n-l n-l 

l O ••• 0. l O ••• 0, 1 ••• 1 2. , __ .J '-___ , t ' __ ...,....J 

n-l P 1 n-l 
9 

.J' 

K chiffres 

D'où, le nombre cherché est ~J. m = 1,0.~~0~~~~ 

avec 

Voici 

n K-l n-rl? n 

p= K - n.f-!J- l, . . ._n J 
où (X] représente la partie entière de X. 

la multiplication 

l ,0..::.:.9 .. l ~O.J ••• l~, l~. 8 2 

! n-l n-1 n-l P- J n-I 
t_ -y 

• 

K 

n-f 
9 ••• 9 9.··9 
~-r"~~ 

P n-~-r 

p 

10 ... 0 ... 0 ••• 0 O ... O~ .. ..;:.lJO 1 ... ~8~.~ 

( 
~n '---",-J <--. ..--J \.-..,.,- '--.,,-

n P tn-p-1 ip n 
----------~~~.-----------

K 

n 
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2.2.3.Si x, y E /1(/, alors il existe Z ~ #.1 tel que 

lOX • lOy = lZ. 

Généraliser ce résultat au cas où le nombre de zéros entre l et x, 

et entre l et Y, est quelconque. 

SODJTION; 

Soient X = ~ ••• an , 0 ~ai ~ 9, iE: il ,2, ••• ,n},n e./l.I*, 

, 0 ~ bj ~ 9, j é rl,2, ..• ,~ )rn'f: IN* ... i 

On effectue la multiplication 

n + 2 chiffres 

n+2 chiffres 

n+2 chiffres l 0 

1 • 

. 
• 

.. '. '.' ... .' . . 
, . 

'. .... 
· ......• 

• .. 

la multiplication par b 
m 

la multiplication par b, 
la multiplication pari 

On a désigné par 11 • fi un chiffre naturel compris entre 0 et 9. 

Donc, le premier chiffre du produit c'est 1. 

Plus généra.lement : si x, y € II..I , alors il existe Z E./AI 

tel que l~:x: • l~y = l~fo Z , 

s,chiffres t chiffres u chiffres 

où on a u = inf' (s, t) -" 1. 
La démonstration de celui-ci copie la démonstration antérieure. 



2.'lft.On cons:"'.ière une base b de numélJ.tion, et p un diviseur siDple de 

celle-ci tel que ,Cp, .l ) = l .Alors : p, 

écrit en base b qui est divisible :par pn, 

l ,/. '" 
, ". l~, n. 

SOLt;'TION~ 
.,If

On applique le raisonnement :par récurrence pour nE//(I • 

Pour n = l on a z "=i Al = ! pl qui est divisible pir pl. 

(On observe que, puisqU~ pi b, il résulte b = Kp, K E"7L; 

l = (p, .È_ ) = (P9 K) ;' aussi, tous les chiffres des nombres de l?--- . p." .-. ... ... . - ' 

'base'b ap:Pa,rtieÏment à 1'1 ensemble'I\ = ~ 0; 1, 2', •• ~ -, \ pl 'f pl + 1, ••• 

••• , b - 1 ~ , et ils sont représentés Par un seul symbole (:par exemple, 

si b> 10, {lors les chiffres 10, ;n, - < ~ T sent notés. par A, B, ••• ). 

Donc 1 p! E~:p .=. ~l, 2, ... , r pl -~ et il est formé par un chiffre en 
- ./ 

base b; (p'lb''-Z:): 1 p1~~ lbl = b) ; 

Ü? su.?pose la, pro:pri,~t~'vr3.ie.- P,our. n,' c' est .,.. à - dire =1 An .. ~ •• • an ' 

écri t en nase b, qui est divisible par pn , où ai E... Mp' l ,< i~, n. 

Montroy •. qu:elle est -'''l~a.it.. pom ri + 1. Soit A 1 ='x a
1
· ••• a, àve'o x ~ M , 

n+ n p 

écri t en ba.~e b e 0:."1 détermine un tel x pour Que A 1 se divise par pn+l 
n+ 

(il S '..Êf::, t cr !'lQ"-TG::- Il u i i 1 exis té un '·tEÜ ~). 

A . " = x"b
n + al~. 03. = xoi? pn + A = pn (If.x + t), où An = tpn ,t E.7L n+,,- n n 

(de lihypothèse de récurrènce) 0 

3x, ':: r,lp tel Que rf'x -1- t :;p·(mod. p) <~) If x:; - t (mod p). Puisque 

(p,..e..) = 1:-: (p, K) on'a ~ (P5 If) = 10 D'où l'inverse de l'élément 
p 

~ pe~r rappor~ au module p existe o La congruence antérieure devient : 

x ~ - t. (If) -1 (mod p) et on choisit le plus petit x non nul, 

co' ~.st-à-di:r:e ,.,8 
.> ...... 

(Il existe x f IvI ,:pa.rceflue M constitue un système complet de restes 
p p 

modulo p~) 
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2.;:S.Soient n, n E IIC/* ~ On note an (m) = mm· 

• • 
m 

avec n chiffres 

t b
(m) __ 0- ,m •• ~ Po h t m, e =,m ••• m. ----~ _ e ur caque n e m comparer n -,--' 

n 
n 

a 
(m) (n) 

à b . 
n 

o Discussion. (Tous les nombres sont écrits en b38e 10.) 

SOI1JTlmT; 

Dan~ les conditions précédents, on a : 

Lemm9 l...;-r:..n ti/CI*', .~- m.-7 2 m4n > 
n 

Démonstration : par récurrence sur n t //(/-J-. 

Le cas n = l icplique m4):::l qui est vrai. On suppose la. propriété 

vraie pour n, et on la démontre :pour n + l : 

--" m ••• Ill. 
~ '-- r~ 

16 =,m ••• mO, + .m ••• ~. 
... ---- 6) 

n n 

> .. m. ,.;Ir!,j, + m = LO. ".;,..!Il.r:J.,J • 

n+l n+l 

Lemma 2. +n).. 3 , -"?- m ~ /1-/* b(m) > 
J n 

n+l 

4(n+l).~ • 
n+l 

n 

---2 - -) Démonstration, ~ = ~ .. ~ ,m ...... mmJ puisque n;;, 3. 

n n n n+l 

~ > -:n + l~. 4 parce que n ~ 3. 
n 

> 
:1 n n+-l 

1e;n:}e,32·S1i~ ex~ste no ~ ;JU(m) n01m5' tel que 

r;: ID .~ , ... n ~ no on a _ an > bn • 

Démonstration ~ par rGCl,TrenCe sur n ~ no. 

Le C38 n = ~-c est vrai par hypothèse. On suppose la propriété vra.ie 

pour n, et on la dé~0ntre pour n + 1 : 

(

0 " (m) b(m) 
ro- an' ..,n) a . = m ..... '" 

n+l /' 
4 (n+l).m ••• m, m '----

n+l 

~ b(3) Q Po~ la démonstration de ces inégalités on a 
n 

n+l 

utilité 

lemoo 1" 

l'hypothèse de récurrence, le lemme 2, respectivement le 

•••• 
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I.em..me 4. ~ m~ 6 , ~m) > b~m) • 

Démo~tration. Puisque In ~ 6 ct grâce aux lemlOOs l et 2, il en 

résul te que : 

m 2 m - 2> IlP-2 > ...A -m = In • m 4.3.m 4.3.0' :> 4.3.mmm 

(m) mm> 4.3.mnm l 4.3 )-, - iiiiiiiii b(m) 
a3 = m m == ~m ~"mmm == 3 • 

m 
On a: (m) m.-· 

a == m hiff d b (m) - ~ •• ~ avec n cres e m, n =.:n. ~---..,..--n 
n 

n 

Cas m as 2. ai 2) == 2 < 22 == b~ 2 ) 

a~2) = 22 < 2222 = b~2) 

a~2) == 24 < 222222 == b~2) 

a(2) = 216 <. 22222222 = b(2) 
4 4 

a(2) == 265536 ~ 23.22222 ~ 2222222222 = b(2) 
5 , ',5 

D1après le lemme'l on obtient, 

265536> 25 .24 •6 > 4.7_,222222. 

( ) 
65536 .... 

D'one a
6

2 == 22 ;> 24 •7 .222222 .= (24 •7 )222222;> 

> 222222222222 = b~2) c • 

Du lemme 3 il résult~ que- a~2) > b~?~ , ~'n ~ 6. 

C3.S m == 3. ai3 ) == 3 ('33 = bl3 ) 

a(3) = 33 ~ 3333 == b(3) 
2 ' 2 

a~3) = 327 <: 333333 = b~3) 

A partir du leIllIOO l on obtient 327 > 33.34 •4 > 16.3333. 

• •• 
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Donc ai3) _ 3327 > 316.3333 - - (3404 ) 3333 > 333_33333:' "i3~ 

Du 1emzre 3 il résulte a(3» b(3) li- n '" 4. 
n n' ~ 

Cas m = 4. a (4) == 4 <44 = b (4) ~ 
1 1._ 

a C~) :: 44 < 4444 = b(4' 
2 2 

a~4)'~ 444 
== 4256~ 444444 == b~4) • 

Du lemme 1 il résulte 4256.) 42• 44 •4 > 4.4.4444. 

( ) 256 ( ) 
Donc a 4 = 44 :> 44.4.4444 -=:-,(:44 •4 )4444 . .> 44444444 = b 4 

4.' . 4. 

Du lemme 3 il résulte t 

~ n" 4 a(4» b(4) 
~ n n· 

Cas n == 5. ai5) == 5 " 55 == bi 5) 

a(5) =55 ( 5555==b(5} 
2 2 

a~5) == 55
5 

== ~125 :: (55)625 = 312562:> 555555 == b~5), 
)u lemme 3 on a : '1J: ~'" 3 'a (5»' b(5) 

~ 'n n· 

Cas n -= 6. a (m) - m < mm - b(m) l - - l 
> • 

a(m) = mm "., mm nm = b(m) 
....• 2 ,., ·2 

Du lemme 4 il résulte : ~m» b~m) ,et du lemme 3 

•. ~~ a : _~~m) > b~m), JI. n ~ 3 

et le problème est complètement résolu •. 
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3. t6. Soient P et ~ ,1 ~ i ~ n, des propositions logiques. Mon-

trer que la proposition logique 

est toujours vraie. 

S OLffi'ION; 

Une proposition logique "A --» Bl! est fausse seulement 

lorsque A = l (vraie) et B = 0 (fausse). Montrons que cette 

situation n'existe pas. 

n '1 T" 1 
Si "v (PA~) = l, alors "3 io ~ _)1, ••• , n . tel que P /'\ ~ =1, 

i=l 

c'est-à-dire P = 1 et Q. = 1. 
~o 

D'où : P vQ. = l ~ i 
~ 

Il n 
donc /\ (p " Qi) = 1:/= O~ 

i=l 

(A S'J"'fie "et'I J v s,ni//p li If) O·) . 
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"B ~ B" s ont vraies, alors les propositions logiques 
1"'" 2 

"~ A. B ~ .à2 '" B2" et Tf~ v 1\ ~ A2 y B2" sont 
1 

"irraies aussi . 

SOLUTIOlJ; 

Construisons le tableau de vérité suiv3.nt : 

r-=T= ï -T=-I-=::-=1= =:= ï-=-=-=l--=-=-I-=-=-=-=ï=-=-=-'-=-=-=y=-=----=-, 
I~rA2!~1B2iAl-:>'~1Br-,B2IAl A ~rA2 AB2!~ "~=:)1A v Br lA vB tAl v B:t~ f 
1 1 1 1! ! ! ! l~A '" B ! l ! 2 2 !~A v B 1 

2 2 2 2 1-1-!-1-1--! ! 1---1 !--!---! ! 
1 01 01 01 01 l l 0 0 l 1 0 O! l 1 
!-!-!-!-1--!--!--1 !---1---! !----! 
1 01 01 01 Il l l O! O! l 0 Il! 
1-!-1-!-1 !---!--- ---
! 01 01 Il 01 l 1 0 ! 0 O! l 1 l 0 0 
!-l-!-I-l--!--- ---!---!-----I----I---
! O! 1! 01 O! l 1 l 0 0 l 0 l l 
I-!-!-!-!--- ---!---! !---!--- ---1----! 
! 1! 01 01 01 0 l 0 0 l l 0 0 ! 
!-!-!-!---1---!---1--1---!--!--- --- ----
! O! O! 11 Il l ! l ! 0 1 0 1 l 1 l ! l l 
l-l-1-!-! !--1---!- !---!---!---! 
1 01 Il Il C' l 0 1 0 0 l l Il! 
i-!-l-l-! !---!---l---l 1--1--1---
! 1! Il O! 01 l l 0 0 1 l 1 l 1 1 l 1 
1-~-1-!-1 1--1---! !----1--1 . !-----! 
1 01 Il 01 Ill! 1 ! 0 ! 1! 1 0 1 l l 1 
l-l-1-!-!--!--,-!---!---1----1--l--- ----t 
1 11 01 Il O! 0 0 1 1 0 O! 1 0 o J 
I-~-;-l-! !---1---1---!---1--1--!---
1 Il 01 01 1! 0 1 0 0 l 1 1 l 
!-1--!-1-1 1---!--- --- ----1---!---1- ---! 
t 01 II Il Il 1 1 1 1 0 1 1 11! 1 ! l r 
!-!-!--1-1--!---!--1 l-----l--! ! 
1 1! 1! Il 01 1 ! 0 ! 1! O! 0 1 l 1 1 
!-!-1-1-!---!---1 !---!--- 1---!--- ----
l Il Il 01 Il 1 11! O! 1 1 III 1 
1-1-l-!-1 !---1----1---!---!----! 
1 Il 01 l! Il 0 ! l 11! 0 0 1 1 0 0 1 
!-!-1-!-1--1-'---! !---!----I 
! 1! 1! Ill! l 1 l 1 1 1 1 1 1 1 1 lIt 
I-I-l-1-1---l !--!----1----1 t 
1 Il 21 31 41 5 6 7! 8 1 9 10 Il 12 
"" 1 ! , , '--'-"-'-" '---'---'--- ---- ' ___ 1 ___ ! ___ _ 

On a noté "1" le vrai et "0" 
que lorsque "Al =) Â

2
" ~ et "B =} 

en ~ésul te <Jue IIAr A BJ: 9 A2 " B;" et 
vra~es en rome temps. 

le f3.ux. On voit immédiateœnt 
B

2
" sont vraies en même temps, il 

Il Ar " B:t ::a9 A2 Y' B2" sont 
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'-<.;;,Déoontrer les formules de transforr:-ation suiv3.ntes des produits de 

fonctions trigonométriques en sonmes : 

) 1 ~_ 1 cos"' l cos:- 2 ••• cos ~ =-1 n- - n- / 
2 /" ....... _----

(l'l' ...... , E )~_e n n 

(-l)P 
2) a) sin :x 1 sin x 2· •• sin :x 2p = _ 22p-l 

, + ..... + [2p >--x 2P) 

SOlIJTION~ 
.",' 

-. . L: ensemble ~ m contient tous les m ~ -'Uplets ( El'.".' E m) 

qui ont les composantes t ~ =--+ 1 arrangées de toutes 
J. 

les manières possibles, mais telles que si ( FI' .•• ' é m) ~ r~ m 

( )ff/ f../> /f alors - f. 1''' •• ' - E m . - '-:m. Donc', ~ a en tout : ,- ID 

( c!' + c~ + .... + c: ) : 2 = 2m-l éléments. 

par c! ' O~: K ~ m, on a représenté le nombre des.ID-uplets ., 

tels que K composantes sont égales à-l, et les autres 

m - K sont égales à + 1. 

- - -1) On fait la démonstration par récurrence sur n. 

Le c~s n = 1 est évident. On suppose lté~lité vraie pour n, 

on la montre pour n + 1 1 

••• 
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-

1 
cos (C 1'-:'< 1+- _.+ E. 1 -:::><. 1)-. n+ n+ 

z:: _ 

2
n 

~; 1 _ 

Oh 11-;';. 

qui est v.: "üe • 

On suppose l' égalité vraie pO''':'"'7 ';; on la montre :nOHI' P -1'- l : Il 

(s ;.... ..... s.: .... ·v) s; .... _., s'~' = (-1)1' ~ H)-
.......... - . 1- - • .... ~ '.- ~1> ..... ~ . .>< ~'.- ........ '. 2p+2 2 2~1 ~ ... . . 

è l'.'" ~ 7p)Er.--2p 

( - ç /) 
• cos :. 1 ~ l + ••• + '- 2p+é: .>~ 2p+2 - •••• 
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(On ~eut démontrer si~~lement les relations 
7''/ ~ 
.;- m + l =), (fI" •• ' E m' - 1), ( f l' ••• ' t'm,l) t (;: 11 ••• ' E m).~ 

;::: V'u ,/,. ' et 
- m ( 

t;'m.J~ z= ~(f l' no. t m,-l,-l), (F l' ••• , f-' m,-l,l) , (t. l' .•• , E m' 1,; -1), 

.j, ,( r: l' ••• ' [m,l,l) tels que (c 1' ••• ' t m) E t;;J~ 

On ~eut aussi généraliser .) 

2) b) Première méthode : :par raisonnement :par récurrence ~our p E /1,./* 

(comme les questions antérieures). 

Deuxième méthode : 

"(Sin':?-'l. 0 .. sm ':'><2J sin& (-1) 1> 
~ 2~l=O 2 ~ 

2 po-

----. L t 

(-1)~ 

( 'Ï-1' ••• , C[. 2p) Ë-e, 2p 

(-1) 
p 

( ;. ,..) -'- 1.:X. 1'+., •• + <: ::;,< sin.::>[ = 2p ~ 
2~, 2p > 2p+1 ·2. 

cos 

~"'-----

• ~" 
,-

( ) Kl ( (. , ) 
-1 ~ sin ,_. 1 -x'l+···+ <: 2 ':)(2 +.0<'2 1 + 

~ p 1* 
( ,- :- )';</ 

(:'1" •• , t. 2~ , '" 2p 

.:-, sin ( '.:- 1cô: 1+ .. 0 + f.: ,>~-:x: ) i. 0: (-1)~ 
2p 2p 2p+1-, 

22p 

• sin 

( !. ;. )~~' 

( 
" .,. .ç ~ \ ""1' ••• , - 2p+1 1;;:.-2p~' 
~ 1~1 + ••• + ,. 2p+1 2p+-1 'f • 



4,10. Soit p (x) = 2 x2 - 1. -
Démontrer que pour n ~7 2 : 

· 2n ~-l_ 
SUl x = ~ 0 s~n 2x. 

n-l 

TI p ( ••• P CP (oos x)) ••• ). 

i=l i fois 

SOIl)'TION ; 

a) On va démontrer par récurrence Que pour n E /1./* on a : 

· 2n ...n. 21 2 ' J1-1 Cl) SUl x = ~ SUl X cos x cos x cos 2 x ••• cos ~ x; 

rans le cas n = l, c'est évident. 

Supposons l'égalité vraie pour n, on démontre qu'elle est vraie 

aussi pour n + 1. 

· 2 2n ?' ~ ~ ~+l s.; .... x ~-l ..Il Sln' __ = _ Sln ~ x cos ~ x ~ .L,U cos X ••• cos ~ x.cos ~ x 

(on a utili~é l'hypothèse de récurrence). 

b) On 'va démont::-e:!:' pa:!:' récurrence Clue pour i E /1./* on a. : 

cos 2i x = p ( •• op (p (cos x)) ••• ) ; 

lB C o,s i = 1 ana cos 2 x = 2 cos 2 x - 1 = p (cos x) 

Supposons l'égalité vraie pour i on démontre qu'elle est vraie 

aussi pour i + 1 = 

i 2 . . 
cos 2-2 x = 2 cos 21x - 1 = p (cos 2~ x) = 

n p (p ( ••• p (p (cos x))~ •• ) ) 

i fois 

En reportant (2) dans (1) pour tout cos 2i x , il va en résulter 
l'égalité cherchée~ 
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: ~·::.SoienG s,n (- /;(j-':.-, les rationnels Ki ' Pi avec l~ i~ n , et les 

~ ,.-, 
:onctior.w continues f;, g~ : li"''''' ~ It-<. ,aussi l s: i ~ n. 

_ .J.. 

a) Déte:rm:'ner l.l...'1 :procédé de résolution pour -'fquation 1 

K 
) . n 

Xs + ••• + S111 

·cos Pn~ (xl,.oo,xs ) = n, 

b) Trouver une condition nécessaire et suffis~te telle que l'équation 

a:1térieu.:.:-e soit équiva,lente au système d' équations : 

K KI 

~ sin fI (~p,;:xs) + o •• + sin nf (~, ••• ,xj= n 
n 

P t Pl 
(xl' • c ".,xs ) + e. e "* cos 

n (~, ••• ,xs) = n. cos gl gn 

a) lB membre dl~oi-c de l'équation est une somme de n termes, chacun 

~ Donc chaque terIOO doit être égal à l, puisque sinon on 

K. 
• :L.". 

182...'1 .L • 
~ :t 

~ P. 

(X1,O.O?X ) = 1 , s 

(l') ou 

(Xl, ••• ,Xs ) = - l 

(ln) 

lK.(X"ooe,X )=1 .;.. __ s 

Rve~ ~:~ ~ï$o~_,n~ ; 

" 

\,C03 =-1 

q1~i sera résolu normalement; on obtient ensuite un système algébrique. 

b) La 8y2tè~e de b) est de même équivalent au système de (l'). Pour 

qu.e Il éqp.ation de a) soit équivalente au système de b), 
r. 

2, (l'), il f3.ut éliminer le c:s (lu). Donc, si K.= t 1. 
1. i' 

U
i 

l Vi sont des entiers 9 l ~ i _~ n, alors il f3.ut que : 

, _ )'., r 
·rr ., 4 -l' 
r' .~ -::- ! J.., 0 0 .,1 ( , 
qui soit pail- 0 

il existe au moins un entier de ~ r. , 
1. 

c'est-à-dire 
U. 

1. 
P. -V ,r.,t., 

1. i 1. 1. 
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ç (" 1 ~ _ .. - '. On trace les projections M. d'un point M sur les cotés A. A. l 
J. . - _ J. J.+ 

du polygone Al' ••• An. 'l-bntrer que : 

-1-1 ~ Al 11
2

+ ••• +,. i.L.M A ',i 2 = ,'j M.- lL.11 2 * ... -rJ!n l A. Il 2+ 
. 1 r .' 1 n . n· . -"1 ~ . "n- n f 

, ' 

SOIDTION: 

Pour touti on a 

Il 3n résulte que : 
. , ' 

= 
( !I MA. il 2 

J. 



-- 50 -

~'" 32. Sur une droite se trouvent les points ~, A
2

, ••• , An dans cet ordre. 

• Démontrer que 

» 
i=l 

JI A" Al' , 1 , J n+ -J 1 • 

SOIDTI01:T; 

a) n = 2K =c) nI = n
2 

= K. 

Notons Il Ai Ai+1 H = xi ,1 ~ i.~ n-1. (1) 

K K 

La relation de l'énoncé devient : {l liAi ~+ilJ - -G. Il Ai~2kT1-d'. 
." 

De (1) on a 

le membre de gauche es t égal à 

xl + x 2 + x 3 + ••• + ~ + 

x 2 + x3 + ••• + ~ + ~+l 

. . . . . . 
~ + ~+l + ••• + x 2k_l 

(x. + x. 1+ ••• + 
~ ~+ 

qui est égal à xl + 21:2 + 3:x:
3 

+ ••• + KXK + (K-l) ~+l+ (K-2) :XX+2+ ••• + 

+ x21C-l" (2) 

le membre de droite es t égal à 

~ + x 2 + x3 + ••• + ~ ... :XX+l + ••• + x 2K- 2 "* x 2K- l + 

x 2 + x3 + ••• + ~ + :XX+1 + ••• + x 2K- 2 + 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
+~ 

qui est égal aussi à (2) . 

b) n :: 2K + l =) nI = K et n
2 

+ K + 1. La démonstration est la même. 
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S .. 33.Soit .AB:' -JIl triangle quelconque E't 0 le centre du cercle inscrit d::ms 

ce triangle. Sur le côté BC on pre~ n points Âl' ••• , An' d~s cet ordre, 

tels c:ue les droi t~·!· J~, ••• , Mn partagent l'angle BAC en n + l 

parties G€;;ales. OIl procède de nenière analogue pour les côtes CA et AB 

sur lesquels on prend les points ~, ••• , Bn' respectivement Cl, ••• ,Cn • 

I!;ontrer que le point 0 appartient à la :figure 

par l!inte::-sGction des droit->s.A.ll.. , BE. , CC. 
111 

géomètrique déterminée 

, i E ~l, 2, ••• , n f · 
SOLOTIOJ:J: 

) S
. n+l! 

a 1-
2 

n+l -, . t . ~ = l, alors Mi' BBi et CCi son les blssectrices 

des angles A, 13 et C parce qu'elles :pà.:rtagent les3.TIGles en deux 

parties ég'11es ~ Donc 0 es=lr P interseêtiën de celles-ci.' 

b) Si n+l --2- ï L i, alors·A1~. , BB: ~ CC. ne sont pas des bissectrices. 
1 1 .1 

Elles se coupent deux à deux :formant un triangle qui ~e trouve à 

l'intérieur du triangle.!~. On.obtient le petit triangle de la 

fi~ure (l)~ 4 
Soient 1~, BE, CF les bissectrices 

...... ,', ;'\.~ 

à.es an:~los A , ::3 $ C < Celles-ci 

pe~rent tre à gauche des drOitE 

IJL , 3B. • CC. (en re~~rdant les 
l 1.' 1. - ;) 

droit'sco~TIe partant de A vers Â. 
1. 

tcJ Ci..: L Ù.i.C,:!.C.:." ':::;~-':' :"i.. ::::"gw:e (1) 

Œl a le C3.S où les droites se trou-

70nt à gauche. On aura la wême démonstration pour l'autre c3.s.) 

Figure (1). 

pa:::-ce que .dl) se trouve 2. gauche de il. et que 0 ~ Jill, il en résulte que 
1. 

o ~:-: C: li.L~ Cc ::?arce que BE se trouve à g3.uche de BB. et que 0 ~ BE on 
.i. 1. 

a 0 E Ô BBiÂo De wême, 0 E b CCi B. D'où 0 E ~ .A.Ai C n Ô BBiÂ () 

n-CICC. Be 
1. 



52 

S, )4. On donne n droites séca.ntes deux à deux Gt non coplanaires trois à 

trois. Alors toutes ces droîws-passent par le mêIœ point. 

SOLUTION: 

On considère le cas n = 3. 

Les droi tc:r-;d
l 

et d
2 

sont sécantes en M; d
3 

coupe dl en l~J et 

d
2 

en 1-?' • Si M' =1= M et :M" =1= M, alors les trois droi"k~ sont 

coplanaires. Absurde. Donc Ml' lE: M" ~ E. 

Le cas n"> 3 se réduit au cas antérieur. 

Parmi les n droi t • .<; on en prend 3 Quelconques, qui satisferont 

la conclusion. Parmi ces trois droit~~on en prend 2 quelconques 

et une autre par~Q les n - 3 droite\restées. On obtient a.insi 

trois droites qui passent }jar un m;'l1e point, qui est aussi M. 

Et le procédé continue jusqu'à ce qu'on épuise toutes les droit~~. 
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§. ~;:Soient npoints A:t' ••• , Ân d1.l1s un plan, n ~ m ~ 3 , tels que .)1 

points quelconques d'entre eux fornent un polygone régulier. 

Montrer que n = m. 

SOLUTION: 

1) Le cas m ') 3. Soient m - 1 points dans le plan. On ajoute un 

poin t nouveau et on cons ti tue un polygone régulier de m côtés. 

Chaque polygone régulier s' inscri t d3.IlS un cercle. On peut considérer 

au début que les ID - l points se trouvent sur la circonférence d'un 

cercle. Evidemment, l'autre point (qui est ajouté) se trouve sur le 

même cercle, et il est bien déterminé, puisque le cercle est divisé 

en des arcs égaux4 Kais, par les ID - 1 ~ 3 points passe seulement 

un seul cercle. Donc à m - 1 points on peut ajouter un seul point 

pour former un polygone régulier (de m côtés) • .l.insi que, le nombre 

de points qui ont la propriété de If énoncé ne pout pas dépasser m ; 

mais, aussi, il ne peut pas être inférieur à m parce QU t on ne peut 

pas former un polygone de m côtés. D'où n = m. 

2) Le cos m = 3. klors m - 1 = 2. Ayant deux points distincts, pour 

former un triangle équilatéral, nous pouvons trouver : 

soi t un point dans un dem-pl:m, soit un point d3.ns l'autre 

deni-plan (les dem-plans déterwinés par la droite qui ùni t les 

deux points et part3.r'58 le plan en deux: parties). /..\. "? 

\-' 
/\ équilatéraux, alors L! Ar~Â4 

----AVA~ n'est pas éQuilatéral. Et 

la démonstration est analogue 

au cr:s 1). 
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5.36.Cl1. considère un polygone (qui a au moins 4 côtés) circonscrit 

à un cercle, et D l'ensemble des diagonales et des droi~;qui 

joignent les points de contact de deux côtés non adjacents. 

Alors D contient au moins 3 droi k! concourantes. 

SOIIJTIillr; 

'Soit n le noml?e des côtés. Si n = 4 ,alors es deux diagonales 

et les deux droite.,. <lui joignent les points dE: :}ontact de deu..1i: 

côtés non adjac8nts sont concourant4s (confor~8ment au théorème 

de Newton). 

Le c""s n '/ 4 se ramène au c':;s antérieur : on considère le 

polygone <luelconque A_ 00$ An (voir la figure) cir .... ')nscri t au J.\ . 
J. ---ï'\ l 

cercle et on choisit deux sommets A., A. (i f= j) __ ----_ 

tels <lue , __ ' J ~. / \" ~ 
~. '~: ----- '~J 

= Ro ~ _____ "~ 

~ ~ ,.... 1 
"'"j.L.\.j_l ! \ -~i l..i.L 1 

et A.A. l" A.A. l 
J J+ ~ ~-

S · 'R ,,---5 1 ~ 
o~enl; -h 1 il ~:;..) ,<::, 

les points de ,contact 

1 

du <luadrila-cère PA.RA. avec le cercle de centre Oc 
J ~ 

Griee au tJ,éorèrr:e de New'ton, les droi t,J~ A. li . ~ 
~ J 

,. 

j' 
\Ai_-: 
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~_~7.Dans rr~ triang~é ABC sùieni les céviennes AA' , BB' et CC' qui se 

coupent en P. Calculer la v1.leur mIDDUID des l t expressions: 

E (p) = I! AP JL_ + _IJ BP 11 
1/1..;.,,: l,' Il "P}3'I' , --- . 1 - 1 

li CP JI 
+---

Ji PC' /1 
.if, Ffp\ _"MN .I18P1 .flCPf 

, li ï -llpp,'1 IffS'lllPcltl ) 

où A' 1-- r BC -, , }3' E [CA 1 C'E r ,A.B l • 

SOLUTION; 

Oü applique le théc>rèr,iG de Van Aubel trois t'ois pour le triangle A:BC, 

et il en résulte 

(1) " Xi? /1 JI AC! li 
-+ 

Il AB' li 
=. i 

,/ ?,~ ; il '1 C"}3 Il li J' CIl ;, --. ,-

li BP /1 ii B~! li JI BO' Il 
"":"": --- + 

111''''' 'i jf .;...'! iiA'Jll Îi 0
1 
A il 

li CP Il li CL i il Il CB' fI = ----+ 
li PCi Il Il A' TI l' 

'1 t. Il B' Ali 

Si on fait l'addl.tio:1. dccs trois relations et qu'on note 

Il 'Cl Il 
__ A fl.:-: X;> 0 

!/ CBil 
U BAI /1 __ z 

/" 0, alors 
If AIC If 

on obtient; E (p) =' eX + ..l. ) + (y + 2- ) + (z + 2- ) > 2+2+2 = 6. 
x y Z / 

I3 valeu::- vinimu::l sera obtenu lorsque X = y = Z = l, 

c:est-à-di~e que ~ se~é1 le centre de gravité du triangle •. 

~~f2v.,.~~tm~~ 

F(p) = (~-f : )1-(t+f)-t(l-t-;)+(~+ ;~)~ J. 



~ 56 -

" ~.;; S· l . t A - d" t l At # t' t ~. ~ es paln s ~l ' ~ , Cl ~,~sen es co es BJ, CA, respec lvemen 

.AB d'un triangle dans le rapport K, déterminer le minimum de 

l'expression: Il ~ H -~ + " W.L 11
2 

+ HCCl)l 2 • 

SOLUTION; 

On sUI'pGse K> 0 :p-~co :}li.'on travaille avec dRS distances. 

II~" = K !lBC Il; 
On applique trois fois Je théorème de Stewart dans le triangle ABC, 

avec les segme~ts ~ BBl' respective9Gnt CCI l 

li AB U2
• Il:sc 11 (l-K) + Il AC 11 2

• Ifï3C II' K - 1)A';'1 11 20 lire Il = IiBCII 3(1-K)lC 

ou : (1) , At""l}t2 = (:-~) Il AB/l2 t- K HAC/l2 - (l-Y) K I!BCI,2 

Analogiquement ~ 

(2) IIBBlll2 = (lIC) Il BC/l2 + Kil J3i\.1,2 - (l·-K) Kfl AC !!2 

(3) ))CCl 11 2 
= :-K) IICAI/2 + Kil CB/!2 - (l-K) KI/Jill/)2 

Par l'addition desces trois égalités on trouve: 

HAA:t1l 2 
+ ItRB11J:2 

-1- IICCIU2 == (r-K+l) (;!AJ3112+IIBCI}2 +H CA/l2)~ 

'lui prend. la valeŒ::' ~iJIIUm lorsque K = 2_ , c'est-à-dire le cas 
2 

où les trois droi J'S de 1: énoncé sont les ruédiane.3 du tri:mgle 0 

I.e minir:n.un es t ...L (! 1 AB 11 2 + I! Be Il 2 + 1/ CA /12) ~ 
4 
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§ 39. Dans le triangle ABC  nous traçons les lignes 1 1 1,  ,  AA BB CC  concurrentes tell que 
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1AB BC C A AB BC C A+ + = + +  et l’une d’elles est la médiane.  
Démontrez que les deux autres lignes sont également médianes ou le triangle ABC   est 

isocèle. 
 
Solution.  
Nous supposons que 1AA  est la médiane sans diminuer la généralité du problème, donc 

1 1A B A C=  , et de la relation dans l'hypothèse il en résulte: 
   2 2 2 2

1 1 1 1BC C A AB BC+ = +      (1) 
De la concurrence des lignes 1 1 1,  ,  AA BB CC  et le Théorème de Menelaus il en résulte 

que: 

  1 1

1 1

AB AC
BC C B

=        (2) 

Nous faisons la notation 1

1

,   0AB k k
BC

= > ; d’où nous avons: 

  2 2 2 2 2 2
1 1 1 1BC k C B k B C BC+ = + .    

Par conséquence ( )( )2 2 2
1 11 0k C B BC− − = , et d'ici nous trouvons 1k = ou 1 1C B BC= . 

Si 1k =  alors 1 1AB B C=  et 1 1AC C B= donc par conséquence 1BB  et 1CC  sont 
médianes. 

Si 1 1C B BC= de (2) il en résulte que 1 1AB AC=  et par conséquence AB AC= , et le 
triangle ABC  est donc isocèle. 
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5. ~ ;.-. Dans illl ' . ..:-ianc;le on tra.ce les céir iennes ~ , ~ et CCI 

sécantes en P. V.lOntrer que 

PA PB PC AB-]C:CA -. . -=-----

.SOIDrION: 
Dans le triangle ABC on applique 

le théorème de Céva.: 

(1) ACl'~' CEr ='- AEr··CAi Bel 

D1.nS le f), ~ B, coupé Jar la 

transversale :CCI ' on applique 

le théorème d.e Ménéla.ltS : 

'(~' 

~ .-. .........-= 

])9.ns :;'e t\ 13Er C, coupé par la transversale ~ , on applique 

aussi le .théorème de·Mén~a: .. s : 

(3) :BA{CR~~P = BP~BrA:-C~ 
On applique encore illle fois le th~orème de Ménélaus dans le 

~ CCIA coupé par la transversale ~ : 

(4) AB:CIP'CBr = AB:J.' .QP!CIB 

On divise chaque relation (2), (3) et (4) par la relation (1), et 

il vient : 
(5) PA J3C BrA 

PAl = RA:t • ~C 

) 
. PB CA. ClB 

( 6 PB:i = ~(;î.î . Cill. 

(7) PC AB AlC 
PCl = ACI • l,.B 

On multiplie (5) par (6) et :par (7} ,et on.a : 

PA- PB PC lJVBC :,CA A131·~BCi· CAl 
P~ • PBl • PCI = A:I. B.' Br C :c;.x • A:J.Bz B:J. C -c1l ' 

mais la dernière fraction est ~~ à l conformément au 

théorème de Céva. 
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_.).1./1. Soi t un triangle .ABC qui a tous les angles a.igus, et on considère 

AtB'C', ~e triangle ~ormé par les pieds de ses hauteurs. 

Dans quelles conditions l'expression 

Itlt 'B'fl· JiB'C'J'+ !JE'e'!'. pC'A'jI+tlCtAlli .I/AIBIJf 

est-elle maximum ? 

S OLT...'TION ; 

Ona 
l· ABC r'... IJ AIBIC ,., 

",~ 1ù3'C I 
.... ·Ô A'BC' 

LIn note 

A 

(1) 

"-"-

Il MI il = X, I} CB' II = y, ,,-" " "-

U AC i 1 j = Z • Il en résulte ~_!....1-____ .....!..1fh~. 

que iJ AC li = a _. Xt if B' AIl =b-y. A' 
Il ct B il = c-Z. 

c 

_ ....... , ............. -...... ..,--"-. ............ ,,---........ .-- ......... .- ."..,--",,"- -.'-. 

BÂC= B'A'C = BA'C' ABC = AB'C' =l~'B'C ; BOA = 'BalA' .. B'C'll.. 

De ces é~lités il résulte la relation (1). 

b A'BeI .... /J A'BIC ====) 
tlAICtii X (2) = 
a-X /jAtB' ii 

~ A'BC',.· A ABIC' =-=' il A'C' " c-Z (3) 1 = 
Z il Btc t i! 

Ô .AB'C' 'V~. A'B'C ~> 
IIntc'!! 

:: 
b-y (4) 

y 11 A'B' ri 
De (2), (3) et (4) on tire que la somme des produits de l'énoncé 

est égale à : 

X (a - X) + Y (b - y) + Z (c - Z) = ! (a,2 + b2 + c2) -

_ (X - ~ )2 _ (y _ ~ )2 _ (Z _ ~)2 qui atteint son 
222 

maximum lorsque X = ~, y = ~ , Z = ~ c'est-à-dire que les 
22 2 

hauteurs tombent au milieu des côtés, donc lorsque L-ABC est 

équilatéral. Le maxinum de l'expression est ~ (a,2 + b2 + c2) • 
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s. ~ 2. So:Ït·;")t. r point~ distincts ~, ••• , . .ln S'lI' la circonférence d'un cercle de 

centre 0 et de rayon R. 

Montrer qu I il existe deux points Aï et Aj tels que i J ô!i +- o1.j _~ 1 ~ 

~ 2R cos 

SCLurIC1{~ 

1800 

n • 

= 3600 et que +1- i F11, 2, •• • ,n~ -<r Ai OAi +l /" 0 0
, 

il en résulte quI il existe1.u :;Ioins un angle 

<. A. CA. < 
J. J" 

360 0 

n 
(s inon il en résul tEtl'ai t que S)-

= 3600
) 

'--,' --, ~ 

0.11.. + OA. = OM 
J. J 

~~ -" 
I:i O.A. + o·t,. Il -_ ~ . .L~J. =J f pOl': li 0 

Le Quadrila.tère 

01 ..... MA. est un rhombe .• -
J. J 

Lorsque '::"'-: est plus petit, 

il OM Il est plus grand. 

3600 

Connœ:x ~ -----n 

il en résulte que : 

" oii. il = 2 R cos 
~ 
2~ 2 R COl 

1800 

n 

A .. 
2. 

• 

3600 

n 
• n = 
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';.4 }'. Dé ~erniner le nombre :rœ.xinrum de points qui se trouvent dans un cercle 

ou s~ sa circ0nférence, tels que la distance entre deux quelconques 

des points soit supérieure ou égüe au rayon. 

SCLUTICN: 

Le côté d'un hexagone régulier inscrit dans un cercle a-la nÊIœ 

dimension que le rayon du cercle respectif. D'où il existe au moins 

7 points dar~ un cercle ~ui ont la propriété de l'énoncé: un peint 

dans le centre du cercle, et 6 peints sur la circonférence du cercle 

teJ_s <:.:.ue les six pcints constituent les sommats d'un hexagone régu

lier ~scrit dans ce cercle. 

Les 7 points choisis sont pris d'une manière optimale. Par 

exemple, si lion essaye de construire l'ensemble de points qui ont 

la propriété de l'énoncé du problème, il ne serait pas du tout 

ojJ-ciwü de '"Ç:::,endre le premier point différent du centre du cercle 

ni sur la GÜ'corr::é:rence. 

~\insi,_d~ns la figure 

gG;)ù,:6-::riqL~8 ci-jointe, en 

prenant Cl dans l'intérieur 

d~ cercle et di~férent du 

ceY:~:.~e / alors dans la portion 

hachurée (qui' est un cercle 

de ~3UG raycn que le cercle 

initial, et de centre Cl' cou-

pé pa~celui-ci) dn ne peut plus prendre aucun point. Donc le 

,:'i.c::~z est d'avoir la portion hachurée la plus petite. il en 

résulte que Cl doit être sur la circonférence. D'où cela impli

quo que 1e8 autres point seront : 5 sur la circonférence tels 

qr.3 los 6 points vont constituer un hexagone régulier et l'autre 

dans le centre du cercle. Ainsi on a construit 7 points. 
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5,41,.combien de points se trouvent dans une sphère (et sur sa surf3.ce), 

tels que la distance entre deux quelconques d'entre eux soit 

supérieure ou égale au rayon ? 

SCLTJrrCH: 

On considère l'un des grands 

cercles de la sphère, déter

miné par le pl""ü ~ OA
4

, 

où 0 est le centre de la 

sphère. Sur la circonférence 

de celui-ci on prend les 

points l~, ~, ••• ,A6 tels 

qu'ils consti~uent un hexagone 

régulier - donc, la distance 

A 
" 

i,' A. A. I~> au rayon de la sphère, pour i ==1=)1. On construit un 
• ~ J·I/' 

plan ~ A5 MNO perpendiculaire au plan ~ OA
4 

qui coupe la sphère 

d'après le cercle ~ A5 ~~T. Sur la circonférence de celui-ci on 

prend aussi 6 points cui constituent un hexagone régulier, parmi 

lesquels seront ~ et A5. Puis, on tr~ce le troisième grand 

cercle de la sphère, déterminé pa~ ~ , A6 ' M et N. Aussi, sur 

la circonférence dt CG dernier cerI ce on prend 6 points, les 

sommets d'un hexagone régulier, parmi lesquels ~ et A6 .~c. 
On a en tout 6 + 4 + 0 = 10 points, et si on ajoute le centre de 

la sphère on obtient 11 points qui gardent la propriété de l'énoncé. 

Cette façon de construire les points est optimale. Si on commence 

la construction des points, par exemple en prensnt un point A qui 

n'appartient pas à la surface de la sphère et qui est différent 
.-

du centre de la sphère, alors la sphère de centre A et de marne 

rayon va occuper une grande zone dans la sphère initiale$ mais le 

but est que cette zone soit la plus petite possible. D'où A appar

tient à la sur'f'lce. Et la démonstration continue de même. 
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~~45.Soient n points·~istincts d~ns un plan~ reliés deux à.deux par une 
droite; , 

a) Que} est le nombre IlRXil!D.lLlde droit~<lue l'on pourrait construire 
avec cèspo'in ts ? 

b) si '!Il points seulement, l ~ n:n .0:: n , sont colinéaires, combien 
de droites distinctes a-t-on ? 

) . . (n-2À (n+l) c montrer qu'on ne peut pas avol.r 2 cIroi tes, 
quelle que soit la façon dont on arrange les n points distincts. 

SCDJTICN: 

~oi~nt.Ar' ••• '~n ~es n.po~nts distincts. 

a) Si ceux-ci sont trois à trois non colinéaires, alors on peut 

~ D . n (n-l) 
former toutes les droites possibles : ;~'. ~. 

Ai Aj avec i < j et (i,j) E ) l, ••• ,n one -~2=----

drui tes. 

b) Si ~, ••• ,Arrr sont colinéaires, ~lors les droi tes ~ A:k ave~ 

h <.k et (h, k) ~ ~l, ••• ,m~ sont les wêmes, et consti

tuent une seule cIroi te. Alors il reste , 

n (n-l) 
2 

Œl (.0-1) + 1 "" n
2

._t'ri:_ n +rm +- 2 droitesdis-
2 - 2 

tinctes. 

) ln-2) (n-l) 
c 2 

n(n- 1) 
- 2 -1 

Si les n points sont trois à trois non colinéaires, on a vu 
qu'on a n (n-l) 

2 
cIroi tes dist:rnctes. Si"lIl points sont 

rm (tm - 1) colinéaires, on a - l droites en moins. 
'l&<. • '1J1 (im-l) l l 2 2 4 0 . , ~.~ t 
.L'J:N1.S 2 -:. <. == } ml - 1'Il - = qUl. n ciurne pas 

de solution naturelle. 

Par exemple, si on a 3 points colinéaires, on élimine 2 droites 
du total de n (n-l) 

2 
, ma.is pas une droi te comme il faudrait. 
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S . ..t,l.Soient n points distincts dans le plan, trois à trois non colinéaires 

Al' .... ,A • Trouver le lieu géométrique des points M +- A. , 1 < i ~ n, n ~ ~ 

tel que "'1 t inporte quelle droite 'ui passe par li et qui ne contient 

aucun point Ai (1 ~ i ~ n) divise ·le plan en deux: demi-plans qui 

contiennent llunf ~t l et l'autre f ~l 1 points. , 
- .. ... J 

SCUJTICN: 

lTotonsyr le plan qui contient les points ~, ••• ,An et soit ai le lieu 

géométrique cherché. 

1) Si n = l, alors bien sÛr~= TT - ~ ~ ~ • 

2) Si n - 2, d. - L~, A2:1 - ~~, ~ ~ ,'où h, ~J représente 

le segrœnt de droite qui unit les points ~ et A
2 

• 

3)n·::>2. 

a) n = 2K. Soi t ~ la droite qui passe par A:I. ot I&' un point A
SI 

' 

2 ~ SI ~ n, telle que d'un côté et ~e l'autre de la droite dl se 
.. 

trouvent K - Id' entre les points A2' u. ,Asl:: l' AS 1+1 , ••• ,An. 

On a [~K -1 = \ 2K ~ 1 1 = K. Evidem.1ent 0( eat inclus dans 
_ . - L 

L ~, ASI ï · On procéde ainsi pour' tous les points Ai ,If.. i ~ n, 
• n 

et on trouve que ol. "" . n • Donc, si tous ces 

i=I 

segoonts se coupent en un point, alors celui-ci sora zx.; sinon <X = cl. 
- .~ l - . 

b) n "" 2K + 1; On a L ~ -, t:: K et ,n; l = K + 1. - --
Pour 1L construisons le trianr:'le A., A A ,où A est tel que 
-J.' 1. u.. V u.. 

. '. ~ 1 ~ 

la droite 1L A p3.rtago le plan en deux demi-plans, l'un contenant 
. l. ~ . 

K - l, l'autro K points d'entre los points A. restés; cependant que 
~ 

A ost tel que la droite Â_ A partao"'û au;.1si le plan en deux deLIi-
VI l. VI 

plans, l'un contenant K et l'autre K - 1 points d'entre les poL~ts Â. 
~ 

restés. EvidetmJent C>(~" /j IL A A ~ On procède deooIOO pour tous 
, '- -~ u l VI 

les pOin-'GS .Â. , 
~ 

n 
1 ~ i .( n, et on trouve que:X = r\ Ll A. A A ~ , • 1- ~ u. v. 

~= ~ ~ 



- 66 -

~ .~ g ,l.1ontrcr qu'une sphère ne peut pas ôtre incluse diJ.ns 'l'uhion de deux 

sphères de rayens stricteTJent inférieurs au sil!n. 

SCLUTlcn: 

Soit S la sphère, C son grand cercle, r le rayon de la sphère 

(iDplicitement r est le r!lyon du core le C). 

Par l'abeurde, soient SI et S2 les sphères qui cowprcnnent cette 

sphère et telles que colles-ci s'Ont strictelOOnt inférieures à S. 

On noto Cl (respectivement C
2

) le grand cercle de la SI (respective-

ment S2) et rI (rospcctivenont r
2

) le rayon de la sphère SI (rcspcc

tivencnt S2)limpliciteDCnt rI (respcctiveDOnt r
2
), est le rayon du 

cercle Cl (respectiveront C
2

) -' • 

On fait l'intersoction entre ,S et SI • 

a) S ii Sl ~ l p ~ (un seul point cœuam) 

Soit 0 le centre de la. sphère S. Construisons un plan 1ï qui contient 

le rayon OP. 

jfns = c ,cf) sl - ~ P f; Donc S2::> c - ~ p f ' c·cs~o 
r 2 )j r. Contradicticn. 

b) Sn SI - C
SSI 

(un c~rcle). 

celui-ci r C ~ tti.n l rI' r 
S6

1 
' 

n en résulte que le rayon de 

Alors il existora un grand cercle C de la sphère S qui a la propriété 

que C n SI = ~ ~ Donc'S2 :;; C, et r
2 

); r, cc qui est absurde. 

c) Tc cos SI C S et la surfa.ce de SI ne coupe pas la surfacy de S, 

alors il existera un gra.nd cercle C de la sphère S tel que C f) SI "" ~ ~ 

Donc S2 ~ C, et alors r
2

,?-' r, ce qui est aussi absurde. 

d) MÔn? démonstration lorsque S ft SI = rfI et SI r:t S~ 



rtNA-LYSE 
- é9 

é.;:.,. On ccnsidèro los ncnbres nJ.turels KI' "0' Kp qui constituent 

une sui te ".Xi thnétique. Kontrer que si ~, ••• , an constituent 

une suite arithnétique (respoct~vQcont gécnétrique) alors 

a~ , ••• , a~ constituent une suite arithDétique (respcctivc-

Dent géonétrique). 

SCLUTICN ; 

Ki = ~ + (i - 1) rI 1< , '"' est la r::::.isen de 

cette suite arithnétique. 

"1) Lorsque al' .... ., an ccnsti tuent une iiui te ari thoétique, 

Donc , ... , 
de raison r·rl • 

... , 

est 19. raison de la suite 9.1 ' ••• , a • 
n 

consti tuent 9.ussi une sui te ari thnétique 

a constituent une suite géowétrique, 
n 

où 1 ~ i ~ p. Donc aIS. ' • • ., a
Kp 

rI 
géonétrique de raison q • 

constituent une suite 



70 -

l'" 5 ~.Soiont les sui tes de naturels X et Y telles que X - aY , n . n· . n n 
~n,~' I!(/* , et a =1= 1. Do la prCigressien arithnétique bl , b

2
, ••• 

on élimine les terms de rang X
n

, n .::-: /1../*. Montrer que parLu. 

les torocs restés il existe une sous-progression arithnétique. 

On observe que si les naturels il' ••• ,is constituent une progression 

arithnétiqu0 alors , ... , b. 
1 

S 

ont la mœ propriété-, .. puisque : 

2b _21b j. . . l +,1. 1. .• J 
J 

:} - '; 

= b. +. b. 
1. 1 1. l J- J+ 

(On a utilisé 2i. = i. 1 + i. 1) • 
J J- J+ 

Donc, on peut re~~lacer bl ' b2 ' ••• par l, 2, ••• 

Il f3.ut construire une. progression arithmétique al' 8.2 ' ••• 

telle que a. 1 =1= X , 11ëi, n~ /1../ :0: /1../* • 1+ n 

A) Le c~s'a = O·èst:trivial. 

:a) Soit a =1= o. 

a i +1 = al + hr , où r est 19. raison. Donc al = ? , r = ? 

tels que ~ + ir =1= a'Yn' .Vci, n) f /1../ J( /1../*. (1) 

a'Yn - al 
Dr où i =1= • Parce que' i :~~ /1../, on pose la condi ti on 1 

r 

( Y ) . 1 .-- 7L 
a n - al • r t-· • 

sont des sui tes n1.turelles, dt où a € IIJ) o. ~ = a - 1. 
aY - a + 1 1 

i =1= n a = Yn - 1 + a-::: /1../ et la relation Ainsi 

(1) est vérifiée. 
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(,.S 2. !!;ontrer que ( 9 '" OP)I JI' ... ê n 

SCUJTICIJ: 

n 
1 

.1 

i - 1 

9' ~ Q ,.- 0 Q a i - d i+l ••• 6 

Pour i = 1 on'a, iODédiater:ent le résult8.t. 

Supposons l ' égalité vraie pour i = n - 1 • .ilors 

= 
i=l 

• 
n 
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(.!) :> •• Soient les enseobles cf =1= A -.:..- J.~ C M2' où 1I1. est partout dense 

dans }Ir'"2' et inf A = ."': d:),ns I.~ • 

Alors : il existe inf A dans Vi si et seulement si ..x "'7.. M:t • 
nsœ question avec sup A. 

SCLUTICN; 

Suf'fisa.nce e 

Si inf A = .-::><. dans 1>~ et .,:y E !Il. t: .. : ~, alors evidetlo"'Œent 

inf .A = ::-..-::. d "lns Ml • 

}récessi té. 

Soi t .:.,.,.-:. f = inf Â dans 1,1. • Donc· ->'. ' ~. 111. • 

On sait que inf Â = ~~. dans ~ par hypothèse. 

I) Si ~>~ t "> .:.:X , alors inf A =,~~.' =1= ,,>. dans ];~ • Contradiction. 

2 \/. Si----.' < M t t t d d3. M_ il ......... . x. , parce que 1. es par ou ense ns. -'2' en 

résulte Qu'il existe 
1 _ 

;f <E. 111. tel que ~ < ~ (!X .• 

Si 'f E A, alors o( n'es t pas égal à inf A dans ~'2 
(contradiction) ; donc 'X'- :.::. A. 

S'il existe '!: l ,,:~ (Cr:.', J- ) tel que f f C A, alors 
\:>(. =1= inf A dans M

2 
• Contradiction. 

st il n'existe pas /)"- , <S (::.w: " ;,- ) tel que ~ ~~. A, "Llors 
~ '=1= inf A dans P1.. Contradiction. 

Donc : 

Déoonstration analogue pour SUI' A. 
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t. 5"-l,.Montrer q ..... e, quels que soient le üaturel n'"7 0 et le réel T 7 0, 

il existe une fonction f. : TR ~ fi< de période T et telle que 

1 ,t i a la période ~ • Da.ns ce .cos, si l est continue, dér::.ontrer 

que i s'annule au noins en n-l points da.ns un intervalle de 
'1 

loné;ueur T. 

SCLUTléN: 

Soient n .=-: //(/*, T::::!k * . et la fonction J: Ik. ~iT-~ , de 
+ , 

période T, qui a la représenta tian graphique suivante : 
v A T ~ 

" .-... • - 5 ::; •• ' :,. " ;; 
1 .! ' 

r; T'. :, i -:, '--rT~-'''' .. , .- ........ -...... - . . . -- " 
~ 

(1) 

où tous les n dey,Q-cercles de' (1) sont égaux entre eux. 
11.~ _ 

La fonction 1 ff i : iK -7 If<. aura la courbe suiv:lnte : 

'1'" 
,;-- ..... . ,.:t _...... f"--'" • •• /--, 

----'~-_ ...... \ -----_->.'--=---=- '> 
/) 1 f ft' ')Co 

.!
' L-, .... 1._ .... {(.-1.\.- i 

.. -. ...., ;", . ~ r, 

donc la période de celle-ci est T - . n 

Evideowsnt, il existe une infinité de telles fonctions, parce qu'on 

:peut rempla.cer les dem-cerclesde (1) :rer.d'autres courbes telles 

que la propriété de l'énoncé soit conservée. 

Nous devons montrer le deuxième point : 

Le C~3 n = l est banal. Soit n ~ 1. Soit K le nODbre des points 

pour lesquels J. s'annule dans un intervalle dë·longueur T. M3.is K 

est non nui, pclsqu'autrenent il en résulterait que 1.? 1 =. f.. ou 

1 ~ 1 = - %. sur ff.{ .. ' c' es t-à-dire qU~. i :~. ta. la. péri od~'~ T. 

Donc K ~ 1. .? (x) = 0 (==> l t Hx): O •. 
~ Il C> . 

(3) Puisque 1~I(x) s"anrrule au moinsun~-f'ois (on a. K.~ 1); il en 

résul te que I.G j s'annule danp un intervalle de longueur ..1.. ou dans 
~ n 

l'intérieur de celui-ci ou à une extrénité de celui-ci. 

l':ais, dans un 
T longueur 
n 

intervalle de 

intervalle de longueur T on a n intervalles de 

• Donc i J 1 s'annule au Boins n - l fois dans un 
. (. 

longueur T, et sachant (3) il en résulte la dernière 

question de problème. 
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~: .: ~.Soient les fonctions posi ti ves ;. l' ••• , t- sur un intervalle l , 
.. !} n 

telles qu'elles varient d~ns le C€L~ sens sur cet intervalle. 
" f A 

Alors ~ 1- • • • • 5 n varie dans ce IllelOO sens sur 1 • 

..,SCLUTIClT ; 

On considère que toutes les ~. sont croissantes. (Dénonstration 
:'! ]. 

analogue si toutes les ~. sont décroissantes.) .. 
f· ]. 

Cn utilise le raisonnenent par récurrence. 

Pour ~ = 2. Soi t JS. " X2 • 

(f·1 12) (K2) - C~l f2) {~) ~ 
')(2 - X l 

S 1 (X2) - fI (JS.) ,', 

V (X) + (; 2 2 ~ o. 

Dt où, f } est une fonction croissante sur l • 
. f 1)2 . 

On sup:p~; que.fl () ••• e J n-l est croissa:nte, alors 

t le ••• 8 f· 1'" 1 est croissante, parce qu'on peut noter 
1 a n- [) n 

·X le: ••• ~ n-l = g . q~i est positive et ~oiss:irite par l'hypothèse 

de récurrence, et y o· "y () 1> - g P qui est croiss?nte 
.~ 1 ••• lr n-1 l n - -'" n 

conforrné~ent à la dénonstration pour i • 2. 
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f.St.Soit n un naturel non nul. 

) ~,r-', '-1--' a Détermner les fonctions .r: Il < ---+<, iElpaires, déri V3.bles 

2 n fois, telles que la dérivée d'ordre 2n soit non négative. 

b) DéterT:'illler les fonctions g : IR ~ lk:, paires, dérivables 

211 - l fois, telles que la dérivée' d'ordre 211 - l soit non négative. 

SCLIJ""TICN: 

~) t' (X) = - i (-X) ; "!j X€. IR ~ Il eh résulte que 

.:: ~_1)211+l ~ (211\ -X). 

f(211)(X) = 
!! -

1\<is 2n~ (2n) (X) :,;- 0 et l (2n) (-X) ::. 0, cels inplique que * ( -(X) = 0 sur TH. • 
par l'intégration 211 fois, nous obtenons 1 

o ~ i ~ 211-10 

Puisque ~ est inpaire, il en, résulte : 

, av.:scl. ~, 

X211- 1 . X211- 2 X - -2n-l • a
2n

_ l + 80
211

_
2 

+ ••• + al + 80 0 "" a2n-l z-- - a 2n_ 2 

. , 

2n-2 ()i+l -Ï '1 . 
,·X. -~"" •• +, -1 aï.'\. + ••• + al- X . - 80 0 • On o~tl.ent a 2n_ 2 = a 2n- 4 = 

(l ( ) 211-1 211-3 Donc 2( X = a 211_ l X + a2n-3 X + ••• + al X • 

. b) g (X) = g (-X), J{. .X.:=' ii<. Il en résulte que g(211-l) (X) 

= (_1)211-1 g(2n-l)(_X) • 

. é:-"n-l) (X) ':(/0 et'g(211-l)C_X) ~ 0, cela implique Que g(~-l)(X)=O 
sur '1< 0 

Par l'intégration 2ri fois, on a 

) 
2n-2 .' . 211~3 ,) 

g (X = b 211_2X +0211_3 ~ + ••• + blX ;;. b o ' avec bif ,h,O ~ i ~ 211-2. 

Parce que g est paire, il èn résulte que : 

2n-2 ~-3 . 2n-2 ~3 
b

211
<_2 X + b

211
-

3 
X-- + ••• + blX + b o 5: b2n_2 X - b 2n_3 + ••• 

•• • +(_l)i b i t- +.0.+ (-l)bl X + b o Nous obtenons b2n-3 = b 211- 5 
= ••• 

c •• = bl = C. 

( ) 2n-2 -.2n-4 ~ Donc g X = b
2n

_2 X + b
2n

- 4 z--- + ••• + b 2 + b o • 
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A E7 U f t· , -,'\ -.:>.ï,~ ad t tr è 'tr·· t ~. ne onc lon!: 1<, . / Ir". Be un cen e ce syme le Sl e 

seulement si il existe deux constantes réelles a et b telles que 

la fonction g (X) = ,} (X + a) - b soit impaire. 

Dans ces ccnditions, le centre de symétrie a pour coordonnées (a,b). 

SCUYi'ICU: 

Nécessité. 

Soi t C (or, (.) le centre de synétrie. On pose a = 0<:. et b =;'3 
Faisons une translation des axes, en déplaçant l'origine en C (a,b). 

Les forr;;ules de chJ.n.ge;;:ent du repère Ox'! en CX'yt sont : 

( Xi = X - a ~ x = x' -+ a 

t y' = y - b ( ) é y = y' + b 

Donc y = * (x) devient yI + b = ~. (~f + a), ou 

y' = ~ (x -ft a) - b. Notons g (x t ' = f (x' + a) - b, g : ~~ ~ JK 
la fonction g admet un centre de symétrie, qui est même l t origine 

des axes G Dloù g est inpaire. 

SUÎfisance" 

g étant impaire, il en resul te Clue g adrret l'origine des axes pour 

centre de symétrie. 

• 

On fait une translation des axes, en déplaçant l'origine en C" (-a,-b). 
Ainsi les forr;rules de changeœnt du repère Ox'! en 0" Xli y" sont: 

~ x" = x + a 
j 

( y:' = y + b 

Donc Y = g (x) = J }x + ~) - b 

c'est-àr<lire y" = l (x") 0 

lx = xl! - a 

y = y" - b 

devient yU - b == } (x" - a -!t.a) - b, 

'j 

·Comme g adœt le centre de symétrie 0.(0,0) dans le repère OXY, cela 

implique donc que! admet le centre de symétrie 0 Ca, b) dans l~' repè

re 0" X" yt' 0 
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t-..5~.Dan3 un sJstè~ dl~es orthogonaux, une fonction J iK -) T/{adrœt 

un axe de symét~ie si et seuler~nt si il existe une constance 

réelle a telle que la fonction g (x) = P (x + a), est paire. 
1 

Dans ces conditions, l'axe de synétrie à pour équation x = a. 

SCLUTIOT; 

Nécessité. 

Soi t x = .~. l'axe de symétrie de la, fonction S . On pose a = 0<. • 

Faiscns 1L."le t?a~slation .c1es axes, en déplaçant l'origine en 0' (a~o). 

Les équations de cnange~Bntdu repère (OXY) en!O' X' y,) sont: 

) x' = x - e t x =.x ' + a 
( =-= " 

) yI = Y "y = yI 
.) r. ---. 

:Denc y = ~ (x) devient yt = J: (x' + a) = g (x'), g : 11'\ -") il( • 

~. a,dr:let :pour a"ze de synftrie la ctroi te x a. Il en résulte que g 

c· . 
adc.cet yC:':t:' axe de symétrie la droite x t " = 0 (dans 0'. Xl yi), cies.-

S-uf'fisanc8< 

CODn18 g est paj.I'e, on a Clue g q,dmet l taxe OY pour axe de symétrie. 

S:1. fa,=--~ une -'wrél.nslation des axes alli;lsi, en déplaÇant l'origine en 

011 (-(.',.,0)0 I.e passa..;e du repère (on) en (0" X" Y") est donné par.: 

y 
:=) 

) x = x!' - a 
) y = y" 

n~-1.C y - 0 (x) _. V (\:: 'C' !c •. ) c~G-dent y"- fi (XII). 
~- - b \ - - 3 

g admet :POüT ~xe de symétrie la droite x = 0, 

d: où il ei': rG2ul te Qua f adIilet :pour axe de symétrie la droite x" = a. 
() 
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~ • ) ']. On considère les fonctions continuos il, B, C : l ~ iR , où l -
est un intervalle fermé do iR., avec 11. (x) ~ C (x) 4 B (x) V. xE" l. 

~w.tru :~~El, Xl Lx2 , et 1.. (xl) = J{xl ), B (=<:2) = !<x2), où 

1 est une fonction continue sur [xl' x 2 J . l!ontrer qu' il existe 

x3 € [Xl' x 21 tel 'lue C (x3) = i (x3) 

SOUJTlCN' Pre1NC IJ<.9.r l'absurde : 

'On suppose quo la. conclusion n'est pas jus . • lors : 

1j. X ~ l xl' ~2 J : an a C (x) =1= i (x) , cr C (x) - J (x) + c. 

C et f étant cont:nues sur (xl' x 2 J ,i·. en résuÏtc que C - J 
cs t continUe sur l Xl ~ x 2 ] • Denc : 

C (x) - S (x) '/ 0, cu bien ~ x ~ [xl ' X2 l 
r . 

C (x) - J (x) <: c. 
On traite la prcr:ri.ère si tua tion (l' autro sora anal<>t:,'""Ue). 

Puisque Â (x) ç C (x) ~ B (x) sur l, On a : 

il (x) - ~ (x) ~c {x)-I (x) ~ B (x) . J (x) sur [~, x2]· 

Cu C (x2 ) - J (x2~ {.. B (x2) - (x2 ) = O. Contradiction. 

D'où, la conclusion qu'il existe ~(Gl ' x2 J tel que 

C (x ) .., ,P (X-) est juste. 
3 é j 



~ 79 -

~.6·0. Trouver les réels a, b, c, tels que 

SOLUTICN: 

en peut écrire 

1 0 (2a + b - 3C) X3 + (-a + 5b - c) X2 - b 
lr.l 

X ~-.o(5a - b + 4c) x4 + 2X
2 + (-a + :5) X + C 

= 1. 

Si 5a - b + 4c ~ C alors la l~Lùte de (1) est égale à C ~ 1. 

Donc 5a - 0 + 4e = Oc Il en résulte que 2a + b - 3e = C, 

parce Q.ue SillO!1, la li Di te de (1) serü t égale à + c,/.. ~ 1. 

° (-a + 5b - c) X
2 

- b Donc lu ... -.--------~-----
X ~-.,.?J?- + (-3. + 5) X +c 

l, dioù - a + 5h~ = 1. 
2 

Ainsi les réels ._~, b~ c vé:cifient le système : 

~ 5a-
0

_ b + Le 

) 2a-+ b ~ 3e 

o 
o 

{ -- a + 5b """:" G .. :;= 2 .• 

Cn réscut et on trouve les v~leurs 

, b 46 
= 109 c -= 

1. 
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6.61.Soient les nombres naturels a. , b. compris entre ° et 9, avec 
J. J 

al =1= 9 =1= bm et ~ + l = xl ' 9 - ai = Yi ' 

i = 2, n ,et 9 - bj = Zj , j = l,m • calculer : 

- n 

p~i::. tO,xl -( L C'9:.;~_9Yi 
i-2 i 

SCLUTICN; 
n 

On nose -.~ = /' 
.I:' 0'-.. O'~·_::9Yi = 0, Cy2 ••• Yn ' et 

i=2 1 

-P- ID 

=" ~ LL = 0,0 ••• 0 Zl ••• Z ••• Zl ••• Z • 
: Iil ID 

~_.-- ----1 .... p 
o,O •••••• OZ. 

• 1 J 

Si on prend 

Montrons qus 

---v -' 

K=C j= l n-l+j+K'm 

t = b + l m , l'on a : 

l 

'y~p ---) C,al .. ·a (bl •• .bm) p---,,;x. n 

p-l 

" .... = .: 0 • 

P 

(1) 

Soit ?:>0.3 Po = P (E )t:.//(/, Po étant le plus petit nombre naturel 

19,' _.lOn 
qui a la propriété : Po> - m 

tel que 11 P ?; Po , PË //(/ , t ~ - '}-0 l 

= f , et donc il en résulte (1). 
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C.t2.Cn considère les fonctionsI1',,f'2 : Ti<. ---7 FR tel~es Que lin i.f (x J; ::: 
,)(. ~.-x: J '" 

= ~. et lin .l ri:) = a. J'~on:trer Clue 

.' lim (~ l (x). r t. (x)fl~~~O et calculer cette limite, où 
" -~,~ . ~ /2 ..: .iI 

représente la partie entière de·;x 0 

SCLUTIor: 

(1) Donc lim t l (x) ::: + -,0 ou - <x 
)( . ..::.~ .. 

. ., 
Cn' note J' (x) =§ l (x) • f y l (x) J ; 

.,_(,2 . j 

Discussion. A.) Si a = 0, alor.~_2;~,. 'f~ 2(X) = + ,.:t'.-: ou - ::~. (Je)' $ 

et de Dâne 'ùm.-i\-':'.'--'l' --'; = +:-x:: ou - ,:~o~ 1, o~iim"1? ,(x)'.;. +,?~ 
~ ~>~. ,-* 2(X) J "1- ~&C~ . 

ou - ~ (d'après (1) et A.) ) Du on ne' pùLt ('lUI eJ.>(I~re.., 
B) a~. l et a .=1= 0 ") L ! ) =1= O. D' 011, aussi, x~~ ~(x) = +.-y: 

'-'. _0' 

oU-':.1"-(d'après (1) et B), c'est---à~ire d'après'Cl) et le signe'de 

- l' 
1- i). 
l a J 

C)a>l )[; ] =0. On a ~ 2 (x) -----4) a ) 1. Alors 

il existe 0< > ° 
un voisinage de a 

.... 

te l que a = l -1'- 0( • Soit V ::: (a - .... :, a + .J4. 
e,.., 

l ~ V S -J- 't . <:t., • 01 u une SUl e x ---:) . .:x:; , 
. 9. n 

alors r 2 (xn ) --) a (ccnforne à la définition de la lim te). 

~: 2 (xn ) est une suite réelle qui tend vers a~ 

) 

Il en résulte ~u'en dehors de y~ on trouve tout au plus un nombre 
,1 

li mi té de terr:1es de la sui te ·X 2 (x
n

) < > il existe tout au :plus 

un nOI:lbre liri"'i té de termes Qui ont la propriété que J' 2(xi ) ~ 1. 

Donc, la plupart des ternes se trouvent dans V d'où il existe 0<..' 
no<: E"" //U* tel que ~ "If: i/, n;:>. k2 (x) "/ L 

- l -
Alors la sui te (1 \) ~'lt/ est la suivante 

• 1; (x) _' n E * .A;. 2 n -, 



, ... , '--1---1 ' 0, 0, C, •• 0; donc, à l'exception ! 2(xn.) 
t' __ 

•. ;-.:,:! ~ 

d'un nombre lirr~té de termes non nuls, cette suite est suite nulle. 

TI en résulte que la suite est la suivante : l' 0, 0, 0, •• 01 

donc, aussi, à l'exception d'un nom~e limité de termes non nuls, 

cette nouvelle suite c'est la suite constante nulle. 

Ainsi 
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6. A ;r.Calculer (sans utiliser l'Hospital) : 
- {'f--- v,/-__ 

h ~! ~, ( .. _> - \; -i
J 

1 ~:.:_) 
f .~ r,.,n :::-:-=-=~ =:--:--=====::::: 'lV-- '}- '1 -)( - ~ x . L .1 il . li' _ 

- <) ! -.. '! J -; {Xi - \ 1 -1· (.:;t c ) 

dans les conditions où les racines antérieures existent~ Généraliser-

SCLUTIGT; 

en multiplie ~que fraction au numérateur et au dénominateur par les 

conju::;UGS du nunéra teur et 

s. 
~ 

--"-"7) - r. 
x ---1 xo ~ 

on note 

et on a : 

du dénornina teur • 
(. ----

A = \J J
1 
L~) .. -

dans les conditions où les racines antérieures existent. 

, C 
~. f 

=\/ .e~ (X) ) . d'Jo 

s.-r. 
~ ~ 

s.r. 
~ ~ 

-

,si n !:: ID; 

,si n.> ID; 

,si n ~ m; 

Si n <: m la limite n'existe pas parce que le dénoIT~ateur est égal à 
zéro, alors que le numérateur est non nul; d'où les deux limites 
latérales sont différentes~ 

Remrque : s'il existe au moins une fonction const·:l.llte 

g 1.. ,l ::::- i 0 ~ min ~ ID, n ~ , alors la limite n'existe pas_ 

~~me chose pour la limite de l'énoncé du problème. 
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7 . ~ 4 • Comparer les ensembles : 
n 

A = ~ X 1 X = ?... ai Ki +" , avec (~, ... ,Kn)~ "ln, et 

i=l 

"l, ••• ,an ," sont des constantes entières telles que (''l' ••• '''n1=li 

l 
m 

et B- X X == '" L-
j==l 

bl, ••• ,bm, b sont aussi des constantes entières ~ • 

SCLUTICN; 

Tout d'abord on démontrera que A::: ~ • 

n 

E 7Ln 
: 1 ai I~ + a == Z 

l 
parce que le plus grand diviseur commun (al' ••• ,an) == l et 

l divise Z - a • 

On voit tout-de-sui te que B C --zL • 
Si (bl , •• ~,bm) = l alors B == --rL == A, au contraire 

Be A et B =1= A. 
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7.l.f.Soit p un nombre :premier et M un ensemble de p nombres naturels - consécutifs. Montrer que M ne peut pas être di visé en deux: soUg

ensembles dis joints ~ et ~ , avec V'1 U M
2 

= M, tel que le pro-

duit des nombres de Ml soit égal au produit des nombres de M2 . 

SCliJTICN: 

Parce que M contient p nombres naturels consécutifs, alors M cons

titue un système complet de restes modulo p. Donc: 

3no~ M : no =~p et J1n€M- ~ no ~ ,n.+..A1,p. 

On considère que no E }.~ (même démonstration dans le cas contr3.ire). 

Le produit des nombres de ~ se divise par p, mais le produit des 

nombres de V~ ne se divise pas par p, puisque p est un nombre 

:premier et qu'il n'existe aucun êl~~nt d~~~ qui soit multiple de 

p. D'où, le produit de 1-1. ne peut pas être égal au produit de ~ • 
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7.6l.Soient Mun ensemble qui contient ID nombres naturels, m), 2 , et 

111* . On Ir ~l 1 1 ,[ l ~ t la 
nE' H\ - , n <: m. pose K = -ii-ï + ,OU X J represen e 

- ... 
;.partie enti~e. d~. "'$.0 .. _ 

Montrer qu'il existe un sous-ensemble Mt de M, tel que t 

a) M' contient au moins K éléments 

b) la différence entre deux: éléments quelconques de M'est 

multiple de n. 

SCLUTICN: 

L' ensemble K a ~.:forlOO : loi = i al' ••• ,am~ , où tous les ai E~ /JJ. 

11 iÉ. ~l, ••• ,mf, ai =.Al.n + r~avec riEJ 0, l, 2, ••• , n-l ~ • 

Soit m = q.n + r , qf/J../, O~ r;$- n - 1. Parce que n <:m, il en 

résulte que q E /!../* • Construisons 1.' ensemble M' <:. M. 

Pour que 1.' condi tion b) soit réalisée il faut qu r,' contienne 

seulement les éléments de M qui divisés par n donnent le même reste. 

Les restes obtenus :par la division :par n sont : 

0, l, ••• , n - 10 On a n classes d'équivalence modulo n. 

Le problème se réduit à la démo~tration qu'il existe une classe 

qui contient au I:loins K éléments. r,~ sera justement cette classe. 

1) Cas où r = O. Donc K = [ :1 J + 1 = ( q ~ n n - 1 J + 1 = q. 

Si les m = q~n éléments de U sont distribués également dans 

les n classes, alors chaque classe contient q éléments, et le 

problème est résolu. 

Dans le cas contraire, il existe au moins une classe qui con

tient au moins q éléments et là aussi, le problème est résolu. 

2) Cas où r =1= O. Donc K = [:1 J + 1 = ( .... ,:r-l:1 + 1 = q -1+ 1. 

Les m = nq + r éléments de M sont distribués n'importe comment 

dans les n classes, il en résulte qu'il existe au moins une classe 

qui contienne au moins q + 1 éléments (sinon il en résulterait qu'on 

aurai t au naxiIlllID q. n éléments < m ), et le problèlOO est coraplèterœnt 

résolu. 
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7.!, 7. S oient les polynômes 

degré en x et y. 

SOLUTION; 

( ) n" n-1 1 Soient Pn x, y ='xo x +-"'1 x y +.,. 

(x"y) 
2 b1) 
, b1 )· 

... n-1 .0(' n 
+<:>. 1 xy +" . Y et n- n 

( ) - n f· n-1 1 Qn x, y = / i 0 x + .~. 1 x y + ••• 'l n-1 + I-'~?n yn + i.;' 1 xy - • .1 n-

0< i< n • .... , --. 

Puisque la SO!7lma des nunérateurs divisée par la SOuDe des 

dénominateurs est égale à chaque rapport, on a : 

n 
+ ~'><i 

n-1 
b

1 n n 
:~.~' 

0 al a, + +>nb1 al 
.J.. 1 ., 
n-1 

b
1 = 

~-~ 
n 

+0<' + +:"'Xnb~ n 
0 a

2 1 
a

2 2 
., • 0 a

2 

'" De marne on obtient : 
/. n ~ n-1 1 . n 

/-:' 0 al + /. 1 al b1 + c.. +;', n b1 
--------------~--~--------------- = 

/:. an + ,.., an- 1 b1 + +I..~ bn 
1 0 2 ,/'1 2 2 • • " • n 2 

donc 
Pn(al ,b1) Qn(al ,b1) 

P
n

(a
2

,b2 ) = .Qn(a2 ,b2 ) 
d70~ la conc~usion. 

• 

, 
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7.68: Soit U:1 nombre naturel p :-:-.... 2 et une suite telle que 

al = 1 , a n +1 = p." an + 1 ~ -V~ E 1/(/. _ t;lont re r qùe -"\f K C 1/(/* 1 

K s'écrit uniquement de' la façon suivante: 

K= t 1 a +, •• +tla , 
n1 nI 

avec 1 ~ t i .~ p-l pour i cr:: ~ 1.,2, •• .,1-lj et 1 ç t l ~p et ni> 

'/ •.. > nI • 

Solution : pn_ 1 

On déduit tout de suite que a = n --------- qui est une suite de 
p~l 

nombres naturels , strictement croissante 1 illimitée • Donc • 
~ n1 E /1./* te l que an ~ k ~ a = pa + 1 ~ 1 n1+l. n1 

D'où K s'écrit uniquement de la façon 

K= t 1 , a + r 1 L pa 1 avec 0 
,. r . ./ a " "1 -. n1 
.::::: - n 

1 1 P 
( a K ~ 

n1 -
Si r 1=0 il en résulte que t 1= et 1 t 1 ~ a : 9 t n1 . °1 ....; 

Si r 1 f=.. 0 , il en résulte qu f il existe n2 € //(/0 tel que 

a n2 ~ r 1 .r:.. 8 n2 +1= p.' a n2 +1 ~/~1=t2 ~~2 +. r2 

:la -', 

• • 

p. 

k 1 , 1 tl 
. - ."\ 'i 1 L = . ..;...&~ -._ a :;4"~ . n1 _._ .. r· . 

<P' 

donc 1 '=- t 1 ~ p-l 
Ainsi K s f éc ri t uniqueme nt: k=t 1 a - . . . n 1 

~.. if ... : , .. 

+t2' a . + r2 ' ,et la procédé 
n2 

continue • Après un nombre limité de pas on arrive à r=o_ On fait 

la même démonstration pour ni> "i+l' 1C:{1, ••• ,1-1} et 

iE. ~ 1,., .,1-1 i· et 1 !f t l .{. P 
'. " -.. 

et le problème est rés9lu~ 
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7.69 : 

Si a 1 JO • • ~a n ~ b sont des nombres réels pO.sitifs 1 o. '. '0 

.~- '4:, 
,- , 

b + ••• +a et o 1 b ~o ~ al n 1 ex. '> -9 1 ; • e • ,-an 1 - ) 

b 
~ + ••• + 

:~ + b 

Solution : 

0(+8
1 .-;<.. +a 

n 

avec 

, alors 

On utilise le raisonnement par récurrence pour n f-: ~(/O ~ 

Pour n=l si b ./ b al 
.; / d=;' 6 ~ al 1 on a ~. 0 ,.5 4 .. 

'x + b u .. +a 1 

qui est vrai 1 en tenant compte do Ilhy_ 

pothèse Cl On suppose l :'inégalité vraie pour toutes les valours 

inférieures'c égales à n • On l[ démontrero pOtT n+l : 

b (. ( a 1+ •• ,,+a n ) + a n +1 et 1 conformément à lC:'ypothèse de 

récu rrence on D ; 

b 
: 

'~;J.. + b 

mais a 1 + ••• +a n ~S 8 1+eoo+a n : donc si on appliqua oncorauna 

fois l!hypothèso de récurrance on obtient ~ 

. b :( al 0 + 8 2 ' '0+ ~ .. e+ an + éln+.L. 
d. +b ox+a 1 co'o +8 2 ::,;,o+él n ,'<+él n +1 
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7 .i n .Cn donne l'expression E (x,y) =_cr.2 + Bx:y + ey2 + roc + ~ + F, 
- ( \...-- ---',2, 2 2 -.L x,y F..;:. r~ , avec les reels A, :8, C, D, E et F~ et A + C 1 C. Trouver 

une condition nécessaire et suffis~nte pour que E (x,y) admette un 
... ' ex "remum. 

SCLUTIC:H: 

Puisque A2 + C2 ~ 0, il résulte ,qU'au noins A ou C est rion,nvl, 

soit A ; (les résultats seront analog:ues si C ~ 0). 
On suppoe:: que E (x,y) admet un extrémufn. 

() ( 2:3 D) 2 (]3 D )2 
E x ,y = A x + T x:y + T X + ey + ~ + F = A x + 2A" y + U -

]32 2 D2 2]3D 2 ]3 D _.!-
- - y - - - - y + Gy +"li'tr + F = A (x + - y +: ----,;"+-4A 4A 4A .LV 2A.2A' ---

+ 4AC - ]322 4AE. - 2BD ' D2) 
4A y + 4A y + (F - 4A • 

4AC - ]32 
4A ~ 0, Parce ~ue sinon C= E (x,y)-'n'aurait pas d'extrénum. 

On al • - "2 ' 
E (x,y) = A (x + ~.. y + -fr )2 + 4AC ~ J3 .fy2 + 2 ~ = ~ 

- , ]3 
y+ 

- '2-, 2 
)2 1 _ 4f;C -]3 • ( 2.AE - BD )2 + (F _ ...E.- ) = A (x + 

J 4A, 4AC -]32 4A 

2 2 . - 2 ( )2 -
) ~ -]3 ( 2AE - BD_ )4+ 1 F _ ~ _ 2J1.E - BD f~ 

+ 4A y + 41i.C - ]32 l'4A 4A C4AC-]32)_, 

(1) 
4AC _]32 t 

Evidemment E (x,y) admet un extréIlUm seulement si A et 4A on le 
2 

même signe, c'est-à-dire 11..:41t~]3 )0, d'où 4AC - ]32> 0, ce qui cons-

ti tue une condition nécessaire pour que E (x,y) admette un extrér:ru.m 

(lorsque les deux sont positifs on a un miniIJUm, sinon un llRXiJ:lUD). 

l-hi( 4AC - ]32"> 0 constitue aussi une condition suffisante, puisque 

E (x,y) s'écrit COQITe (1) et que A et 41~C - ]32 ont le même signe. 
4A 
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1.71. Soient les entiers Â = al ••• a
2n 

+ a
2n 

••• al et B = al ••• an -

- an ••• al écrits en base b E' !J(/. - .~ l ~ • loontrer que Â est 

divisible par b + l et B est divisible par b - l 

SOLUTICN; 

Calculons les critères de divisibilité par b +1 et par b - l en 

base b. 

+ ••• + (_l)K+l ~ + ••• + a2n-l - a
2n 

) = 0 (mod b + 1). 

De la même façon B ~ 

'. :i: 0 (inod b ·~··l). 

(a + à. l + n n- • •• ••• + a ) ~ 
n 
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ï.72.Soicnt a un naturel et p un entier non nul. Déterminer le nombre 

des é1ézœnts de l'ensGüble loi = ~ a, a:a , ••• ,~_~"._~_.~_ ~ qui sont 

n 

divisibles par p. DiscùSsion. 

SCLUTICN; 

Soit a en b~se 10 écrit sous la forme : 

Un élérœntdEM èst 0< = a ::. a 
'-----.,- -

n 

, avec l ~ n ~ n, n entier. 

~~ = a'lO(n-l)s + a.lO(n-2)s + ••• + a~lOl.s + a = a (1 + lOS + ••• + 

+ 10(n-l)s ) = a 10sn - l 
lOS _ l 

• Il f3.ut trouver les n pour lesquels 0( f p. 

Soit d - (a,p). IJors a = d~al et p = d-Pl et (al ' P~ 1. Donc, 

10sn _ l 
~ a - : ~ P 

l lOS _ 1. l il faut 'déterminer n tel que 

1) Si (Pl' 10) ~ l, alors aucun élément de M n'est divisible par p. 

2) Si (Pl' 10)'= l, soit d, l'ordre de la classe de restes de le 

s ' 
par rapport au module Pl (10 - 1) • On a ai11Si : 

J s ,r ( 

10 - l a, O(mod Pl (10 - 1) ), donc 10 - l ~ 0 mod (lOS - 1) ) et 

il en résulte que J = K's, avec K E' /!(/*. Alors il existe exa.ctenent 

r + 1 = f ~ 1 éléwents de M qui sont divisibles par p. 
- _ :, d J 



7 -7" D' tr .,-' 'r ~~ il/-" . 5. emon 8:::' qU9 ·f ."-(~ /,\/ " ~ existe une infinité de nODores 

"' 

nat"i..lrels dont J.2r gE' ils eA1nattent exactenent K diviseurs 

posi tifs .. 

SOLUTICN: 

Tout nom-bre naiu:::-el A s 1 écri t sous la :LorIœ 

A (bien sÛr A € ~ 0, 1 ~ ) 

TY''''-u'e'';s 1.' •• ) 1 'sC et p' :i 'p" l:-'-'- vi; . .1. ~ i'...) , .... o., ( i ,.. . 
.. J 

i t<S ~l$ ••• , 's~, .s~~ 11\/* Cc' est la form3 

pour où Pj s e:1t des non:)îes 

c2noniquG du nombre, qui .est l.:i.1ique) 0 

C~1 nota d (A) le nom~re des diviseurs positifs de A. 

s 
:J.o~s d (l' 1 . 

1 1 (->.... .!- 1). 
1. 

- 1 ) - . \·1 

..L=1. s 
Notre p:::-oblèr::e ::::0 :~·éa.·J.:' t 11 12 iémonstration que l'équation J ( 

i=l 
= IC a des solutions da.ns U/(/*t~ ; (les incou,,"TIles sont..;:;.(l'.'.'-l.~, ets.) • 

On pese :3 

. . 

,~ 1.Z /fI*' e"C"..fi l = K - l~' ,//fl* et on obtient K - l + l - -- 1/ \ - 1\ 

103 :~oBbcôes :no = llK-l ; 3,-.·"eo 'U...'1 nonore p::,:,emor quelconque, 

ont exacteT:'.en··~ K d5.vis8' ... '.::.'::: :!;)esi tifs (on a une infini té de nombres n 

:parce Cl'L1'C::l a ',.'':::0 .:'r..i'ilü·cé de nor:b::..'os :p:::,o-.:::iers P)e 

0~1 p81.'. t VO.:.:..' ql-.3 1- éqU2 tio~1 (1) a beaucoup c-:': autres solutions. Par 

c: :<'::!]!_O j si K = . ~ï -r v~''''.-,:; ~ -Goos les I( .;:: . .':·~l~~ - ~ l ~- , on a la 

solution infinio ~ 

.. l 
d'où n 

t, CY. l 

l 

l, ... 9 y =K 
t t 

l 

cù tous les p. sont des nombres 
J 

K. 
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7.ï~.Sachant que a .. , 
~ 

i~~ l, 2, ... ~, n~ ,satisfont aux conditions 

d'existence pour tous les n li.lgari thnes, résoudre l'équation : 

SOLUTICN; 

log. 
al 

( log a
2 

log a
3 

•• 0 

••• 

loga x = b 
n 

log x) = a 
n 

b 

< ==) log log log log •• • x = a- ou a
2 

a
3 

a 1 a
2 

.' = ... log .. ./ a 
3 

log . a 
4 

(=-') log a 
n-l 

an-l 
(:::00:::<; X = a 

n 

••• 

n 

b 
log x = aa.r 

a. .. 2 
n 

a • 

log 
a 

n 

n-4 a
n

_
3 

x = an-2 

• • 

• 
a 
n-2 a n-l 

ab 
• l 

qui est la solution ch8rchée. 

• 

(log log x) b ... = a,,' a
3 

a 
n 

b 
( ) a· log • •• log x =a

2
-f 

a4 an 
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7 .75:, Si a, b €: TR * 
- .+ 

et b =f= 1 et 
.c<. 

Ji ex E. Il:: a =1= b ,alors 

lOi a <f (7) ~ Et réciproquenent. 

SCIUTICN; 

Tout d'abord on voit que ce problème donne une extension à quelques 
10 

problèmes particuliers; par exemple "montrer que log2l n'est pas un 

nombre rationnel", etc ••• 

La démonstration se fera par l'absurde. 

On SUP1)Ose que 10gb a = : E ([.' , avec le p.g.c.d (m,n) = 1. 

D 

Il en résulte que b -n = a. En élevant à la puissance n cette 

égalité, il vient 
m n "'" . 

: b = a ,avec m, n <:;-. :/;... • 

où n ~ (.. g; (parce que a.> o:;t b") 0). 

Donc, si on ne peut pas écrire a comme une puiss~nce rationnelle de b, 

on ne peut pas non plus écrire an comme une puis~ance rationnelle de b. 

. n.....L m /.1' 

Ainsi, il en résulte Clue a ;= b 1[. m E «J 

Contradiction. 

Donc log a 4 .J). • 

Réciprocueœnt. Si log\> a 4 ([;... A 

, alors bien sure 

.::>0( 

a=/=b 1[.<xE(l.:. , parce que sinon il on résul tarai t <lue 
"y' 

lo~ b = 0.:. ~<?: • 
Et le problème est conplètement démontré. 
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ï.i t.. Soit s + 0 un nombre, naturel. Détsrminer les nombres naturels n qui 

vérifient la propriété que [ y~' J divise n. (on note f x 1 ,la 

partie entière de x.) 

_SOIDTlmT: 

/' //(-1'" 11'/ s /" ( )S S. 1 S-l' ~l l 
Ji. n Cl' j P E- 11\ * P ~ n < p + l = p + Cs P +. • .+cs p +1 

D'où n s'écrit: 
s 

n = p + K 3.vec 
" 

l s-l ~-l l 
o ~ K < Cs P + ••• + Cs P + l, et KI.:: 1It/. 

r c 1 
Il en résulte L \/-;; . .i = p. 

- S f"'- ~ 

Parce que t \J 11 J divise n, on obtient p 

divise K. DoI)(' K =~;p , avec ?fE/A/ et 

Donc, les nomb;re.s naturels qui ont la proprieté de l'énoncé sont : 

n = pS + c.(". p, avec.~ E 1It/ ct 0.$ V( :<. (p+l)S - (pS +1) , P .r-=' //(/* 
---_.- . -..; p .-- ~ 

ot aussi la solution triviale n = 0, puisque 0 div'ise O. 
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7. i ï .Soit p un nombre nat'XCel, p ~ 2 et la fonction: 

r + 1+ ... 
' .. p -

Kontrer que si x = alors: 

SCLUTICN: 

1 x J ,-
'- p . 

n-l n-2 = a p + a l p .+ n n-

f a o -i 

• •• + al parce que 1 p J = 0 

}-..!- 1 n-2 + a' TP 3 O' l 2 2 l = a p n-l .t;' + ••• + ~2 parce que "f. al p + a o <p 
. .,..,' n 
.. .t- -

- -. 
\ x ' - 1 = a l n \ n 
'- p -

'" ~\= 0 pour tout m naturel, ID >. n + 1. 
1 ID ;.-
:. p-

Donc IJ (x) = a (1 + ••• + pn-l) + a l (1 + ••• + pn-2) + / -p n. n-

• •• + a 
n 

••• 

= 

• 
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7.7~.Démontrer l'inégalité 

) + ( ) + -.-•• + ( 

al a
2 2 a

2 
a

3 
2 a al 2 

'- ( ) + ( ) + ( --!!.... + -) -'l' -+ --+- + ••• a
2 al a

3 
a

2 al an 

où al' cp ) 0 
( 

n~ 2. ... , an" . t\ '\ Î ( , 

SCL1JTICN: 

Il sl1.f'fi t de démontrer : 
al b 2 

b 2 où a, 
- ) ( 

(~+ -ir) ~ ( a ) , b ~ II~\ l C ( 
T+a-, 

En élevant au carré et en passant cous les termes da.ns le roonbre 

gauche et en faisant les réductions des termes seQblables il en 

résul te ClUE? 

en note 
a2 

Ona 2 l l 
""- o. 7 = u. u +--u--- -'/ 

u 2 .u 

l 2 l 2 
) a 

Ou (u + -) - (u +- -2'> 0 , u = 7 > o. u u ~ 

On note t = u + ~ ~ 2, on a t' - t 
u ~ 

2" 0 c'est-à-dire ~ 9 

(t + 1) (t - 2)':;. C, in~gali té qui est vraie pour t ). 2 

, 

Donc chaque parenthèse du membre Gauche, élevée au carré, est 

supérieure au 6gale à la p~enthèse corr8spondantc du membre droit~ 

élevée au carré. 



et seulenent si l'équation E (xl~ •• "Xn' YI' ••• , Ym ) = t admet des 

solutions entières~ où les inconnues sont ~, ••• ,xn' YI' ••• ' Ym' t. 

Cette équation est équivalente à : 

a. x. 
J. J. 

n 
(-=} L a. x. 

J. J. 

i=l 

NECESSITE. 

-

m 
~ 
L-

j=l 

m -L 
j=l 

b. y. t - bt = - a 
J J 

(1) 

b. t. - bt = - a avec t. = y.t,jE\, ••• ,m~(2) 
J J J J { J. 

Si cette équation adüet des solutions dans '7L. , alors il en résulte 

que le p.g.C.d. des nombres al, ••• ,an,bl, •••. Pm,b divise a. 

SYFFISMTCE • 
. . 

Col') le c~ b + O. Puisque le p.g.c.d. des nombres al, ••• ,a ,bl, ••• ,b ,b 
n ".. 

~ 0. divise b il en résulte que l'équation (2) admet des solutions 

dans "7L , donc il existe t~ L telque E (xl, ••• ,xn'Yl' •• 'Ym) ::: t. 

~) le C~ b = O. Notons dl = (al, ••• ,an ) et d2 = (bl, ••• ,bm). D'où 

D = (al, ••• ,an,bl, ••• ,bm,b) = (~,d2) divise a. L'équation (1) devient 

n F m 

(3)r 

, 
\ 

- d 
1 bl·y·î où b . d2 b' j a. x. \ L 

• t = -a, = avec 
J. J. 2 J J J 

i=i j=l l , 

1 -< j <m. - _. 
COWD3 (b: b' ) = l, il en résulte qu'il existe (o' 0 ) 2 m 

1 , ... , m YI"·' ,y ID tE.. 
m 

tel que L b' . y O • = 1. D'où on a : 
J J 

n i=l 

C 
i=l 

ai Xi - d2 t = - a ~ PUisque D = (dl' ~) = (al,~~.,an,d2) 

divise a, il en résulte qu'il existe t de ~ tel que E (xl'~.~'Xn' 

YI' ~ •• Wm) = t~ 



alors 
l l 

a l (-+-+··· a
2 

a
3 

100 -

••• 

III 
+ -a ) + a 2 (- + - +. 

n a3 an ••• 

n 
+ ••• • •• r: a l - ••• a. la. 1 ••• .3 ---1.- 1.+ -. 

1= l 

SOIDTICN: 

~ nembre gauche de l'égalité s' écr~ t : 

( 
al al al 

) + ( 
a

2 
a

2 
a

2 
a

2 ) + - +-+ ••• +- -if-+ ••• +-+-a2 a
3 

a a3 an a al n n 

a a a a
2 

a
3 ( n n n ) + n = ( •.• + + ••• + -+ -+ ••• +- -+-+ 

al a
2 

a al al n-l 
a al a3 

a al a 2 n n ) + ( ) +. ••• + ('-+-+ ••• + ---+--+ ••• +-
-~ a

2 a2 a 2 
a a 

a 
1 n-l 

+ l, a 
n 

n 

n n 

al ••• a ~ a n-- n 
+ ••• + +n= a 

n 

n -=,-- al··.a. l a. l ••• a - n + n = 1.- 1.+ n ~ al···a. l a. l···a • .L- 1.- 1.+ n 
'i=ï i =1 

7.~".Soient les nombres entiers a, b, ai ' b j avec i E ~ i, 2, ••• , n.? et 

j ~ 1" l, 2, " ••• , ~ • Montrer que si xi et Yi (aveciE {l, ••• ,nl 
j~ l, ••• ,mt) s~nt des nombres entiers, l'expression: 

~ ..!L 

'[ a. x. + a 
1; .• 1 1. 1. of 
",., 
~ b.y.+b 
~ J J 

,-" '" 

et 

a. des' valetn's entières si et seulenent si le plus grand commm di visetn' 

des nombres al' ••• , an ' bl ••• bm ' b divise a. 

SCLUTICN: 

L'expression E (Xl' ••• , xn? YI' ••• ,Ym) aura des valeurs entières si 
••• 
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f t 
j=l 

la fonction j : ÎÎ<. -) m 
(x - ai.:- j ) 

avec k nombre na. turel impair. 

Ibntrer que quelles que soient les valeurs al, ••• ,an la fonction nia 

pas le œIDe signe pour tout l'axe réel. 

SCLUTION: 

Soit m = min ~ a. f i 
~ 

l-

M = rœ.x ~ a. 
( 

i 
1 ~ 

On a In ='= M (ie signe = ne nous dérange pas) 

Pour x€ (- oCP, m) on a. x-a. <:. 0 , .~ i E 
~ 

) ,. ( 
~l, 2, ••• , n ~ et 

k 
1 \(x - ai;') ~ 0 parce que 1f est il"il:pa.ir et." tous les facteurs du 

, j=l 
-produit sont négatifs. 

DonC AI(x) < 0 ~ x ~. ~-:.:x;" m ) 

De IDeI!K. t(x):>c, 1f.xE{M, - ,oc) • ~ 
Ainsi les signes sont différents et ~a.l, ••• ,an en I( 

la fonction est négative et positive à la fois. 

= = = = ='~ .'::::" = = = = 

J.82.Si les nombreso(l' ••• ,Oln sont na.turels non nuls, montrer que: 

n 

1 +! L ) .. 
K=l l ~ i l < ... < iK~ n 

SCIlJTICN : 0/ l~n 
Soit le naturel a = Pl ••• Pn. , où 

< p!emiers distincts . deux à deux. 

n 
~. ••• CIII(i = Tf (Q(h +l)~ ~l K 

h =1 

Pl' ••• 'P sont des nombres ·n 

On détermine le nombre des diviseurs positifs D de ce naturel. On 

sait que D = n 

1 t 
h=l 
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Puis, on applique une autre méthcxle pour calculer 

proprement tous les diviseurs ( K' repré.sEmtera le 

facteurs preoiers différents, du diviseur d ) : 
, l 

D : on écrit 

nombre des' 

, 
:':Xl 

K = 1. On aD( l + ••• + I60l n diviseurs : Pl ' ••• ,Pl , ••• 

l n 
••• , p , ••• , P J 

n n 

K ::: 2. On a' 

. . . . . 

" 1 

• • • 
eX l 
p' l 

. . . . . 

diviseurs : 

• • • • • • • • •• • • • • • • • 411 

. . . . . . . . . . • • (Son::r;J l ~ . diViseurs) 
n- n 

$Ii. ft -1 l .L l .,·cv' 
p n- . ~ 
n-l Il .,. • • ,p 1 Il n 

n n-.~ 

. . . ~ . . . . . . . . • • • • • • • • • • • • • • # 

K =tJ ~ De mnière analogue, on a' > -
l ~··<.· /"./ 

-- l;l ••• -l.~l~ n 

diViseUrs. 

Parce que i{ prend des valeurs de l jusqu'à n, il en résulte que 
'1 .• 

D ::: l T~ -.;:=---~--
l" L 

(On'a ajouté l parce 

. que, si K = 0 on a le divis-eur l pour a )~ 

7.83.Déterminer les nombres naturels de n chiffres tels que l'expression 

m-l 
soit maximum, sachant que 

L 
h=O :x:~ +1 x~ +2· • .x~+l 
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io = 0 , il ' ••• , im-2 ' im-l = n sont fixés, et que tous les 

nombres sont écrits en bàse b. 

SClUTICN: 

en note 
X~+ l Xi. + 2 • •.• x. - =~+l,O~h ~ m-l. Dans ce cas 

fi ~+l 
10 rapport devient : 

n-il n-i1-i2 
a1eb ~ a2eb + ••• + am 

R = --------~~--------------~ • 

m 
j ç a. c. 
~. . J J 

n - / :a. On pose c j = b }i;'l h, 1 ~ j .'f m. Donc R = - .... m-.. -----== 
) f a j . m-1 

~ a. (c. - 1) T J J 
=: 1+ m , qui est m;uinum lorsque am = 0 (puisque cm= 1). 

qui 

y-- a. 
-y- J 

m-1 

ç a. ('0: - 1) 
J J 

• D'où R~ 1 + -m-~1~---------- = 
'. ) a. 

1 J 

est t:l<3.XiIllU.Ù.l lorgque a . l' = O. Donc m- _ 
m-2 _ 
;- a. (c. - c 1) --r- J J m-

Rœx = cm-1 + --:"--Ll---':2~-----
~ ~..aj .. 

et le procédé continue. 

, 

• •• 
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Ainsi }~s nombres cherchés sont . . 

base bo 

----------, , 

écrits en 
••• x. o ••• 0 

11'~ 
n-il 

7.U4. On considère toutes les classes C1 :C2 , ••• ,CK de restes 

modulo m3 premiers à m, et aiE Ci ~ 1~ i~ 1< • Dém0!1trer que 

.itfmE. 11 et 0 <::.'s.:5 K I! S ir:lpair : on a 

m 

1 

Solut ion ~ 

" 1 8. o. >!l • 
L-==_' ____ ~~ _____ 1 1 1S 

1 ',:::::::,' ... //. "i/ ~ 0- J..
1 

<'-0, ' ••• "- 1 ..... l' 
S' 

K=:f'(r'l) ~ où 4; ost l'indicateur 

===) r::p (r.1 ) =2 - -~> s= 1 

evidemment 

1~) m=o 

C1= \-lj : C2 = l +1} 

S=-l+l=o : ct 0 divise 0 ~ 

22) m=.:, 1 =- -~)1( m F'} ::t ,,_-t11's 
32) 1. 'm.'f>,:..2. Notons Sj = J,> ______ :_: __ _ 

.J.~l.1 <. .... .(i. ~K 
J 

(A) Construisons 'J{X)~l KI 
1=1 j=o 

en prenant S = 1 ~ 
, 0 

Propriété 1. Si (a:m)=l ~ alors (m-a,m)=l • 

° Propriété 2. Si r~ =?= .-!:. 1. J alors 1:1 
(m):V\(2 

( leurs démonstrations sont banales .) 

Donc 1<=2Kl = K1 E' 7!.ë et Pcnsemble ~al,,···,ak J 8k '+1, ••• ,8 21< 1 
• 1 1 . t 

_ . 
....... 
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( .} 
:: \. a 1 ' • • • ,a k 1 ! ~a k 1 : • • • J -a 1 . et 

9 K1 -
(B) : b( x) = ) 1 « x-a i )( x+a i ) ) ( m od m) .. 

1=1 

Si on compare (1\) et (0) , on observa que pour s impair, 
k-s o < s ~ k , on a (-1) .Ss'= 0 (mod m) , qui est équivalant à 

m. fss ' 
(On a utilisé la propriété 3: ·Si a €. c. ,alors -aEC. , 

10 Jo 
10~ jo • Donc l'ensemble {a 11 ••• ,a

k1
, -a

k1
, ••• ,-a l} contient 

exactement un ropresentant da chacune des 2K1 classes de restes 

prem~èr(J_~l1_~_~ 1II0dulQ.1ILL-_ ------- ------
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cr r .... 

7.86. Soit une pc rmutation su rI' ensemble 1.1 ,2, •••. ,n5 • 

Alors 1 
n 

- .. '- tf(h}-hl~ ri-1 -LFl!-.l / 
• 

n 2 n ~_ 2 -

h=1 

Solution : 
2 ••• n-1 

Pour la pennutetion n-1 ' •• ~.2 on a : 

n 

) l 't'(h}-hl· =2 f (n-1)+(n-3}+(n-5}+ ••• 1 
~------ - -

h=1 

' ...... ) = 2 f..!l..10- f. ~ 1 )- n(n-1) 
_ 2 J ,_ 2 _ 2 +l~J~ 

_.2 J 
. , 

Démontrons maintenant pa r récurrence pour n E II{/ ~ n ~ 2: 

que la somme .~. ~,,_n __ 

~ - .... /_--
(n- r..!L -1) 
" ,2 .... ~ 

prend la va leu r ma ximtÎlm 

h=1 

lorsque 4" = 'Y · 
Pour n=2 et 3 on la vérifie facilement • 

On suppose la propriété vraie pour les valeurs <:.'n+2 • Mon

trons qu'cllc est vrame pour n+2 : 

( 
1 2." .:A+~ n+2) 

"fi = n+2 -ri+1 ••• 2 1 

Soit -r t = (·2 o.~ n+1') 
qui est une permutation de n éléments 

n+1 •••• 2 

et pour lesquels S aura la marne valeur que pour la permutat-i<in-

. Il 1 n 
\LI =( • • • ) 
T n ••• 1 ' 
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. l' 1 

c'est-à-dire le 'maximum ('fJ s'e' t obtenu de \.jJ par la réduction 

de chaque élément par une unité) conform6ment à l'hypothèse de 
.- . 1 n+2 )' 

récurrence • La pa rmuta tion de 2 éléments "1.,= (n+2 1 donne 

la valeur maximum pour S ( conformément à l'hypothèse de récur, 
·rence ). rolais ~' s'obtient' justement à partir da ~ et 'tt : 

J ';i'{h) , si h f 1. 1,n+2}. ; 

. y (h) = I1t (h) 1 au co nt ta i re • . 
, 

~ • Soientc:;un nombre entier ~ 2 ct alk)E li? ' où 

1l.{1.2;. •• ,~'J ' KE{lt2, ••• ,m} • Alors: 

1=1 

1 > m (k) 2' . ...!... 
m ( 

n . .... f 

~ " )(â~k:)t t· k=l 
"1., ) P / { -- ~ 

k=l i=l 
( 

n , 
/ 

". \ 

• 

Solution Tout d'abord on démontre que : 

(1),1"/....... (1) (2) 2',1 . ( a + a. )' -p 
'. i 1 ) 

-1-'-' =~1~ , 

n 

On peut élever à la puissance p cette inégelité car tous les 

deux membros sont pOSitifs • On a : 

~ L i:.v ~A~· + 4:V:~i4 + C c~ <X p-k f· où 

~ , 
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suitant conformément à 

D) Soit p= 2k+l. 

l' inégéli té Cauchy-Duniakousk1-SB~ Se 

n 

1 
k+l . k k :~t~ 

• k __ If Cp ~ > 
b) ~ > .. ~ . Ile n résul te • C .':::;;.( , .. ~ 

p. i "f-
k-t 1 

> c~ ~ . " '2" ft )(+~. 
n 

,l( + '"' 
"':). 2 ( 0< J3)' + t:. 
, U ~ 

). 2 Lal1) ai2 ). ~'!aintenant de (1) , par raisonnement par 
. 1=1 

l·absurde il en résultera le problème • 

Le cas :m=2 a été vérifié • 

Supposons la propriété vraie pour les valeurs < m • Montrons 
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( conto rinément fj: l ~ hypothèse de récu rrence ) 

.(:. ') m (f-(atl<l)2)' t · 
~ \ i=l 

7.80. Qémontrer l!inégQlité : _ 
- -ni ;> 2 n-l, f n::-!. l l ," -Œ..:.:-t', . J~ l .• 2 .. 

.. - ... .-
Solution : 

a) n::: 21< 

-=, ni = ( 2~4.5 •• H2k). fl-3.5oe •• (2k-l}1 = 
- - - ~-

= 2 k
• f~1_.2.3e •• k)] • .(1.3~5H-c-(2k-1)] ~.z:K![/.~.5 ... (1,k-1\1) 

>2k. k ! . 2k-l" (k-l)! = 22k-1 • (k-l) J. k! /-

b) n=_2k+l 

n!= _2e4~'6 •• ,~2k • 

= 2 k. k! • 1 .3 ~ 5 eH. ( 2 _ k ~ 1) > 2 k. k 1 

= 2 k • k1. 2k. k! = 22kK!k! 

_ De ces deux situations il s!ensuit que : 

2.4 ••• 2k ::: 
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~ 

" / 

m 

--

Solutio~1 ~ 
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-1)" 
" , 

(1) "I! li _ "> 
·n-1 
~ T n t.. l ~"~""~ ( voir le problème antérieur) 

(2) 

(3 ) 

On peut 
L ~ 

facilement 

r r n-a ' 

1 
\-;p- \ 

1 

t 
1.-

'" 
\ 

2 

- .. 
\ n·a ' ·,1 ~'~o':-l 
~ LI ; .. -" 
---~_ .. _.- ... 

2 

-\ 

;1~ .. (3 1 
-2P";-1 

! . 

t , 

[ n-a-.2 P .. 

1 2.P +-1. 

-' 

avec 0 <:. '- a E III . 
.. 

(Pour cela on pCS3 

EnsQite en utilisa 

1 +1''. 
n::; 2 p -{- • 1< +~ i avec 1< E or r et 0 ~-,.:" <. 2 p -) 

1<'1 "s~'1.·"(3r ",e pour démonti -3r l'inégalité ue 

l:énoncé • On considère catte inégalité comme une p~oposition ma

thé~atique qui dt~Qnd de m : donc P (m) • On applique la récurren-

ce sur m • 

Pour m::o on ojt~ .. Grll: 1: i:iégalité(.::')c;ui est vraie. On suppose 

que p (~) est vraie On V~ démontrer que P (m+l) est vraie. 

Tou t d; a bord ; C ..: (1) : ( 2 ) 

i4) , ~ 1 /' ')m-:::" l _. 
\ S 1. 0.:::.., l <.... L.... (] ~ ;) ;- s \ 

\ 

et(3) il résulta que: 
.. - \-1")-\-'1 

1 ... , 1 -"" n-,\ \ t...... '..2'Y\ ·~f:-:-._ 
2:.1+- i • / 2 

. J • 

Pour ch8que h naturel l 0 ::::: h < 2 ; on reporte (4") dans 

Pern) : ct puis on effectue tous les calculs • 
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On trouve justement la proposition P ( m+l ). 

Remargua : Pour généraliser cette inégalité on remplace 2 

pa~" un_ n.a~ure1~~e1c~nque p , 2 ,~ P < n , et on suit une 
méthodo ~nalog~ de résolution • On va trouver un résultat 
d'écriture plus compliqué, et l'inégalité sera moins fine. 

7.90: Soient 1 -
a ''J-- E: !_~t 1 1 J 1 P.' ,) 0 a.. V((' 1 ~ i <" n - . ~~ "'" ...... 

Démontrer que 

n m 
f· , 

~ a"-J " + 
~~1 ;:."= " 'J-

J n f (~ fL;i- ~ P"i\~ #'t fi 
1 L a../. - 1 ëli-i !~, m + (lK-rn)) 
. . - ~J _!.4Ii .,1) 
.(.-=. 1 i. -1 v ..: .... , .... ..., 

(! .- j-- - " • 

où K est un nombre naturel ~m. 

Solution : 
ri '1'1 

On note ~-TT );- - ~~:-~ 
~;;"1 ;i=1 .J-

Si on fait toutes les multiplications , on voit qua Pl est 
une somma algébrique qui contient mn termes et chacun d'eux 
a le "signe + • 

n K ?, m P n f.. f. 
On note F;.: IT (>. tt_;:~' - ? CL ~ff ) = fl (a~" + ' .. -t a. ,4.1< -

.... -1 . . _ A ÇJ.. 1 ! '\..-=.. -<''1 UIC 
-~- , dl-=-1<-+7 . " , 

...... Pi, '( +-7 ... ~m ) f f:;~ - P1 . P f ) - ".. . - . ...,. -..,. + ..L a. ~ ct.- "1.1(+-'1 .... '1,,-, ,,;( • • • '-""' - ct.. T - - -a. ' .... 
,1<-+7 .-(..m '11 '" '1/< 41<+1 •.• ~n-

1 F. fi" l , 

~ .. l d. h, + 1 a"l<: d.-- n,I<." p,.) 't ... - - - a .,." 
,.] '7 J(. ", 1 If. +'1 - ... /')'')7 • 
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Aussi , lorsqu'on fait toutes les multiplications on o~

tient une somme algé'Jrique qui contient mn termes. les uns ont 

le signe + , les autres -. Les termes de P2 sont égaux deux à 

deux aux termes de Pl en valeur absolue. Notons p=p! + P2 • 

En P se ré.duirons tous les termes négatifs de P2 ' puis

qu~ils ont un co~respondant positif chacuri. (Les termes nuls 

qui ont le §igne - da P2 saront " réduits h avec les termes nuls 

qui ont le signe + de Pl et qui ont ~a m@me valeur absolue. 

Donc, sans nuirc'à la généralité, on considère les ter

mes nuls de Pl et P2 comme positifs ou négétifs , en fonction 

du signe + ou - qui se trouve en faco dleu~ .) 

Ainsi, P sera égal à deux fois la somme do tous les ter

mes positif~.~~.P2 • Unp~erme positif de P2 est de la forme sui-
vante: - l>î:.l-i mJ.m - \- ""1 " é a i j S S.·a . J' "- 1 0.,,1 • Il en ~ suIte que Pest 

1.~ 1 l.m m ,- - - . 

inférie'ur'ou égal à deux fois' fe n'ombre de termes positifs de 

P2 ( l'égalité sera vraie lorsque tous a .. = 1 ) • 
. l.J 

Soit la suite bi = K" bn+1 = ( 2 K-m)' bn + ( m-K ) mn • 

Par raisonnement par récurrence on montre que bn ealcule jus

tement le nombre de termes positifs de P2 • 

Parcequ'on s'intéresse seule~ent au signe des termes , conve

nons de désigner par + un terme positif 1 et par - un terme né

ga tif. 

Le cas n=l implique P 2 
(i) 

=( + ••• + 
\,..."..~~ .. --' 

J( 

- ... -
'------.~ 

m-I< 

), donc le 

nombre des.termes positifs est 1< et'h
1 

=,K. On sJJPpose la pro

priété vraie pour n 1 on va la démontrer pour n+l 's Pour n 1 on 

a : P2 (n)= (+ •• _ + - ••• - ), où bn représente le nom-
..... -.".-...-.-...J ~ 

b· m -b 
n n 

bre des termes positifs de P2 (n) (n+1) • Pour n+1. Oll a P2 '=(:f" ••• + ,,', ~b ., n -... - ) . n------ ( + ••• + 
~ 

- ...... ) . 
~ 

m-I< m - b n K 
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n.e nompre des tannes positifs, dans ce cas, sera: 

n 
+ ( m-K ) (m - b ) = n ( K-m+K ) b + ( m-K ) b mn = (2K-m)L.: 

n " 

. n 
+ ( m-K ) m = b • fvjais b est une suite linéaire récurr~nte n+l n 
et homogène • 

o ' 0 ù il ré sul ta qua b n = _ : . -l ( m n 
n ... ' . Tl n 

+ ( 2K-m) ), donc P:5m +(2K-fJ) ~ 

'. ~ 

7.91 • Soit un polynône P (x) de degré r<n-l qui pour les no~bres 

distibcts Xi ' ••• ,x prend les valeurs Yi ' ••• 'Yn • Pour 

1 ~ i ~ n on considère les équations 

n-1 n-2 
x-S. 1 x + S1,,2 X 

.. 1. , 

n-3 n-1 
+ •••. t. (-1) S. 1 = 0 

1.,n-

qui admettent les racines Xl' ••• , x - 1 ' x·+ 1 ' ••• ,x • Alors 1.- 1. n 

n n 

" / S. h 1.,1 1 l 1 -----=- 0 ., .avec 0 ~ h ~ n-r-2 , 
Xi - x j i=l j=l 

j"i 

où par convention on a noté 

Solution : 

S. = 1 • 
1.,0 .. 

Le polynône qui, pour les nombres distincts x1 , ••• ,xn prend 
les va leurs , re spectivement 1 Y-1' 

~ .•• + Y n ( x-x1 )(x-x2 )···(x-xn_ i ) 
x 

. - . 
( xn-xi1(xn-X2)·· ~~Xn-xn_i) 

, ... , 

, 

Y., est : 
r 

(x-Xl) (x-x3 ) ••• ( ~-?<n) _ 

(x2-X1)(x2-x3)···(x2~Xn~ 

et c'est celui de plus petit ~egré ayant cette propriété ( d'après 
Lag range ). 
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Degré P (x) = r<n-l • Cela implique que les coe!ficients de 

n-1 n-2 r+l k x , X , ••• ,x sont nuls • l'Jais les coefficients de x , avec 

r+1~ k~n-1 1 sont exactement les expressions : 

(-1 ) n-K-1 n 

~Yi 
,... ". 

.::.: ... :- ,. 
1.,1"\_1<_"1 

n 
t 1 
j=l \ 
j#i 

1 ... ' 

Lorsque r+1 ~ K <: n-1 1 on a 0 < n-K-1 < n- r-2 et on note h=n-K-1. - ~ --
Si,h est la somme de tous les produits de h facteurs ( h * a ) 

chaclJh, qui se forman't avec lès nombres Xl , ••• ,xi 1.>tI,.·· ,x 
- .:Lt" n 

( c'est-à-dire la ~omme h-ième de relations de Viète, .appliquées 
i 

à Ité~uatibn de l'énoncé ). 

n 
7.92. Soit le polyn6na è coefficients entiers P (x)="' i 

/ aix • 

~jlont re r que pou r P', q-E'# ,si 

Jp (..L) 1:; 
q 

Solution : 

p f7-)= 

1 ) -- • 
7 f .. m 1 

parce que . • 

! , 
/9'1. i 
~ t 

mE/lt'4.7·, m .~ n • 

a pn n-l + + + a l P q • • • n n-

1 , 

1-- i qm r 
. 1 n-1 

+ a 1 P q + 

• 
valeur absolue est ~ 1 • M • 

..:....._-
i=o 

alors 

1. • ._ •• ~ 

1 n-l + a qn, 1 a 1 P q o .~ 

t ~I 
-, \ . '. 

et sa 
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7.93 • Montrer que 

2 Si S' S' k 

C C t ••• C ~ = C 
n: n· n~ ni + ••• +n 

=k 
1 '- ... P 21 1 + • • • + s -. 

p 

Solution ; 

On a 

\ (1+ ~)r:'1(-1""~) n' ni i ••..• (1 + x ) p = ( 1 + x 

Le coeffiCient da xk dans le membre d~oit est C k 
n. + ••• + H ' • .... , p 

Le coefficient de xk dln$ le membre gauche est 

> '-1 S.;. sp 
C G ~ • • • c • Il. ni np 

1 

Sl + • • • + sp = k 

Des deux oheervation! iJ. résulte l'égalité • 

7.94 • Soj,.e'nt k 1 m , n {. / /TI· 
2kn + (2k-l)n p 

, j=~,m • 

Si a
j 

8
j 

+ .~, + a
j 

T 1 = 0 pour j = 1, m, 

calculer : 

••• 1 a ) = ( 8
1 

••• a . p.n + 
m '. J 

1 + 

> "-
- ... 1 . pn ... 

rai ••• 8 i \ + 
/ l' 1 

h ~) • '~ • • • a. ... , 
L< h < m-l ( il' • .' ,'-h ) ~ " t',h a. 

l.k+l 1. 
.... '" m 

~l 
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en sachant c;ue h h . 
t.t) = ~ ( il 
U m l 

? , ... ")r'12 l 
1 1.1_ t't 1 , ••• lm ) 

Solution ; 

On note a~ = Yj , 

pliant chaque égalité 
··· ... t~ .., r T • 
v'~ .... '" - 2k 
o = ( Yj - 1 ) ( y . 

J 

j = l,m • Puisque Yj =1= 1 , en multi

de l'énoncé , respectivement , par y. 
2k-1 2K+l- J 

+ ••• + Yj + 1 ) = Yj - 1 + y 
j 

RiT -. . 

Donc , quel que soit j E l,m = cos.~ __ + 
lt:: 1f." 

- 1 on 

.' 
pi; 

} 

.... .~. --- _ .......... , 
2k+;' " . + 'LSln 

P j = 1 , 2 , •• .,2 k. 

On va démontrer pa·r récurrence en fonction de m -;:'11.(/- , que: 

E 

Pour m = 1 on a 

a ) = m 
( a pn t ......;.;,.1 __ 

1. . ~pn 
) .:.. ( apn + --.;,;;.1 __ 

m a pn 
1 

a pn + 
1 

1 

a pn 
-1 

m 

• Supposons la pro 

priété vraie pour m , il fa ut démontrrrrr , pour m+l , que 

) . 

= E ( ) (pn +_ .. } ) al' ••• ,am • am+1 • 

Donc E ( al ., ... , 

(Pl ' ••• , P ) ~ m 

a ) = 2 m cos 
m 

i , 1,2, ••• , 
\. 

2 k+l 

. ''YI 2 k ;. 
J' • 

p ••• cos 

a pn 
m+l 

p tJ 
m p , 

2k+l 
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7.95 • Dans un rl8n on considère l~ensemble des points dont 

les coordonnées sont des entiers • Soient les naturels n,m,p 

avec p ~ 4 • t,1ontrer qu'il existe un polygone de p c8tés qui 

ait n ~oints sur sa frontière et m points à l'intérieur. 

Généraliser '-dans l'espace • 

Solution ~ 

La démo:,'.tration se fait par ,construction, • , ' . . . . .... .. . . -On trace le segment ,[AB]" qui .. . ... .. • • . . . . .. , .. . . . , . . . .. • <II • • .. 4 • .. . contient exactement n points ". Sur la 

ligne située au-dessus de AG 'j on t ra - 'Â' ~,~~Â""'': - : - --.!. ~, - :...: ---. b'· .. 
exac-· . ,,~ ~. .. ce le segment fCDl qui contient L ... . . .. . . . . . . 

tement m points e 
,4 f:-

, . . . . . . . . . 
On peut" dessiner les se~irnents CM') 

, .. ~ ...... : ...... 

\ et [8B 'J ( voir la f igu ra ci-cont re ) 

tels qu! ils ne passent pa r aucun point , et tels que A' , B' se 

trouvent entre la ligne de CD et la ligne située au-dessus de 

celle-ci i et le seglïiant (coj: ( c'est-à-dire les m points) 

se. trouv.e délis llintérieür du q"9drilatère PJ\'O'B. 

p ~ 4 ==~Î p ~ 3 ~. 1 :e Pa rceque le~ polygone a p c6tés , on 
; . 

unit les points A: et 8 t oar une ligne polygonale qui contient 

p-3 côtés et qui es~ située entre la ligne de CD et la ligne 

supé rieure à celle-ci ; -sans toucher aucun point • 

Généralisation G 

Dans Ine'space e_c:'..:.'_d'j.en'/R;3-, on considère l'ensemble"des 

points dont les coordon~ée~ Gont entières • Si n,mlp sont na

turels r p ~ 5 ,'al'ors il existe un polyèdreae p faces qui 

contient n points s~r ~~ ~~c~tière et w points à l'intérieur. 

L.a démonstration se fait aussi par construpt,ion ,: on consi

dère les segme'nts rA8i' et \.Co} " avec leurs propriétés anté

rieures 1 mais :~P!\~\:' et0831 sont remplacés par des plans qui 

gardent les marnes propriétés • Puis on construit deuE plans qui 

~a8-:-5ent ; - :" ! "': .,,:.':.:-' 3 pa r~ i~s: plans antérieurs ,"en' gar-
dant bie~ sOr les conditions demandées. 
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A la fin j la ligne polygonal~ A'B' sera remplacée: par une 

chatne de p-4 plans qui se construisent de façon analogue • 

7.96 • Déterminer l:ansemble A défini par: 

a) 102 E A : 

b) six E: A : alors 1 X 2 E: A i 

c) les éléments de A slobtiennent seulement par lluti

lisation des règles a) et b) un nombre limité de fois • 

Solution : 

~ontrons que A = M où M = 

Tout d1abord , montrons que A ~ M • 

On utilise le raisor:mement par ~currence pour nE IIC/· "pour 
'. '. "c-" , . .' e ' 

montrer que ,1 ••• 1.0,2 ••• 2 ,-. A e Pour n=l on a 102EA d apres --- .. --~ n n 

la règle a). Dn suppose la propriété .vraie pour n 1 alors 

,-1 ••• ~ 
-.-..~ 

n 
o ... ~~;~ A et il en ·résulte qu'aussi 

n 

1,1 ••• 1 0 2 .,. 2 2E:A d:après la règle b ) 
...... _ . ..--- .--....,....--. ...... 

n n 

Monf'~on$ que ACM. 

Soit xE.A • Si on applique seulement la règle a~ il en résul
te que x= 102 ~ t'l • On ne peut appliquer la ièglea) qu=une 

fois • Maintenént la règle b) ne peut s'appliquer que si la rè

. è1e'a) a été appliquée e Si on applique b) une seule fois 6 on 
obt~ent x = 11022 • Par récurrence on démontre que si on appli~ 

que la règle b) n fats: alois 
---------_ .. 

x = 1 ••• 1 0 
'-. --.".----" 

n+l 

2 ••• 2 ~ A • f'vlais 1 ••• 1 
'---~ ""'--- ... -"-

n+l n+l 

Donc AC M, d'où A = t/j. 

o 2 .' •• 2 E N. 
'---.-~' 

n+l 
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7.97 • On construit lrense~ble B tel que: 

a) les éléments 0,9 et 1 appartiennent à 8 , 

b) si x,y\~B , alors i x-yI et xy~_:J ; 

c) tout élément de B s'obtient par l'utilisation des règles> 

a) et b) un nombre limité de fois • 

Trouver B • 

Solut ibn : 

Démontrons que 8 = M , où 

M = to, xl •• - x p ,1 0 ~ xi !!f. 9 , i é \ 1, ••• , p) ,p E 1(/* , 

) " 
p < +--..ç i 1 - ) ~. 1 ) Ji • 

) \.:.> , 

Il . 

.~ fI ---Tout d'abord montrons que (~o; o il; 0 1 2; • • .0 ,9 ; 
. . 

0,9 et 0,9 E- 8 ~, '0,9-0,9 i = DES .; 
-/ , 

.. 
0,9 et 1 ça -', 1 -'0,9- lI, = 0,1 E- 8-........ -, , 
0,9 et 01 c 9 -'- t fO ,9-0 ,1~ ~. 0,8 E Bi , "-- -/ 

0,8 et 0,1 E' 8=:.) ~ 0,8-0,l~ = 0,76'8; 

0,3 et 0,1 E S ~ î, 0.,3-0,11. = 0,2 E: 8 ; 

Si y'::::: {·0,l,2, ••• ,9")alors 0, ~.:-:9 y = ~Il. : .. :.. •• ·O,l:,,·o;yEO , 
i i fois 

puisque s'obtient par l'utilisation des règles a) et b) •. · 

Soit xE M : si x=l on a lEB par la règle a) J si x -=/=1 on a 

e ~ x < 1 ; si x=o on a 0 E B • Il reste dons le cas x=o,x1 ••• xp 

avec o.~ x . ./ 9, i·-=;j 1, ••• ,p--l, P6!.J./* , p<:+'.)C·et x-±-o : sans 
--.; l.~ '--l ~ 

nuire la généralité on suppose 1 x-o. pt-
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= 0,w1 - 0,oY2 -' ••• -o,~~ Yp-1-

p-2 

-o,\~ •• ~ zp , avec w1 =x1 +1, y j =9 :-x j , - 2 ~!~p-1 ,et :Zp=~O-.xp. -p-l 

Dien sOr 1 ~ w1 ~ 9 puisque ° ~ xl !!: 8 i on a ° ~ y j ~ 9 ,2 ~ j ~ p-l 

puisque 0$ )(j~.9, 2 ~ j ~ p-1 ; 1~' zp ~ 9 puisque 1 ~xp ~ 9. 

On a : oîw1 - (o,oY2 + 0,00Y3 + ••• + o,~_:::~ Yp-l 
p-2, 

+0,0 ••• 0 
'----.-

- ' = 0,w1 -0,oY2 ••• Yp_1zp • Effectuons la soustraction: 
r-'" 

0'W1 O ••• CjQ -

= 

_ .. 

Q,W1 et 0,oY2 E:: 0 -) l, 0,w1 - 0,oY2'- E: 0 

z )= p 

----mais la dernière valeur absolue est égale à 0,w1-0,oY2-o,ooY3 • 

Par récurrenèe il en résulte que x~ 0 , puisqœ : 

.... '-0,.0 ••• 0.Y -1 -0, o ••• ° Z iii '------ P ~ ___ ~. P 

p-2 p-l 

= .. ·li ••• l,· 0,w1 - O---.,oY2L -0,00Y3 " " f 
i 1 - ••• - 0,0 ••• 0 y 1)'-0,0 ••• oz ------- '---r-- P- . _--.r- p. 

p - ·1 P -. 4. l~ Il 

qui s'obtient'par l'utilisation des règles à) et b) un nombre li

mité de fois • 
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p) si ,xl ;; 9 ! .... , on a 0,9 ••• 9 = 
---. .. ~ 

Ll-o ,0 ••• 0 1 L E [3 ; tf n E 11(1* • '. . ,---;--,.--"' ' , 

n n-1 ' 

X'=0,9X2 ... Xp- ïOI~-0Iot2.~.tpl',Où t j = 9· .... xj,~2~jf..P· i' 

r:' 
o ~ t . <: 9 puisque 0 <: x. < 9 pour 2 .~' j ~ p • 

, J-- - J--- -

Pour montrer que t = t t~' ~ 0,0 2.'. .:.- U , , , p ~ 
, L~, j -< p ,il 

sOffit:~~t~oir.q~e le pre~ie~ çh~fft~ ~écimal ~e t est,zéro,donc 
différent de 9 , donc on utilise le cas C>(' ) • 

. 
tE o=::::) xE 0 • 

0,9 et l€:NC[\o,l];{ ,0;o,l;0,2;.~.JO,9.;lj~CM • Les opérations 

èe la règle b) effectuées un nOwbre limité de fois sur les éléments 

0,9 et 1 vont donner auss~ des. éléments de M, parce que:si 

"X n-t'.€. M il en r~sul te que ~·Ij. E t'1 et 'Id:~/.:f 1 E, M puisque 

o ~ i I,'~ -/i .. \ ~ 1 et 0 ~ ~(3L -<: ,~, ' et :X,/~.J ayant un nombre lir.1i té 
de décimales 1 alors aussi ~f etl rX- /? ,'auront un nombre limi-

1 1 
té de décirales • 

7.98. Soit llensemble ,1 ( a 
=.< , 

'" b 
, (b,m)= 1 ) 

'7 qui slapr:>e~le llanneau des m-entiers 1 m C /, 1 fixé. 

On dit que x~y( rIi99 m:) dans l ~,?lv~c x.,y. d.e l ,~i et seule .... 

ment slil existe z ~ l tel que x-y= m.z. 

On considére llélement r de l ; trouver se classe d'équivalen

ce modulo m dans l • 

Solution. 1) Le cas rc.::77 • a) 

on note r la, classe cherchée.(~ 

mi, r -l, 0, l' ~ 
;- t . .J 

l'ensemble m? 
, - , et 
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1 k 1 1 k2 ' h , p é: Z 1 0 ~ h , P < 1/ m, " ( m , p ) = 1 e t 

\ . 
h-- .l.Â) 1'. 

I-'--U'~m ( . . ) 
A 

Montrons qUB r = M. ... 
Tout d'a'Jord montrons que r-::,M. 

Soit x E:. ~. (,lors il existe k1 ,k2 , h, pE ~ avec les propriétés 

écrites ci-dessus • 

12) xE:. l , c'est-à-dire x est un m- entier, parceque de (m,p)=1 

et k2 E: 7L i.l résulte que ( mk2 + p ,m ) = 1. 

22) x= r '( ~~d m ) dans l , puisqu'il existe ~ 

~2 = mk2 + p ( donc 

tel que : 

~~ 

/2 
'1- ,;;;;;.' .,., \.4 ... 

(..l.1 ~. ,. IL pa rce que h- rp = <.J 'fil ) et 

est un rn-entier parce que ( ~"'2,m)=1); 

Y' 
- 1 ni ___ ..:.:m_k.:1~+_h_-...:.m_k .... 2:;..r;,..-__ rpi.-__ = x- r • Dor; c 
J 2 .;.mk2+~~ 

X l~ r • 

Mont rons que reM. 
Soit x~.; • Donc x =+ et b.j:- 0 " (b,m)= 1, ainsi que x =.t 

. . 

=: ~( mod m) dans l .nais b peut s'écrire b=mk2 + p , 0 ~, p < \ 'm." 
(p,m)=1 et de m§me a=mk1 +h·, 0 ~ h <\. m. !, avec k1 ' k2 ' h,'p 

dans; l . 

x ~ r ( mod m ) dans l ., ie,plique que ml· x-r dans l , donc im

plique qU'il existe Y; .::-.... -~~. E l tel que m Y = x-r', et ( ~ 2,m )=1. 
_.J~ 

Considérons ~- irréductible • Il en résulte • 
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'f 1 ;";'(1<1-k2: r) +h-pr 

m(mk2 + p ) 

À.. 

• ?arce que (})1' &2)= 1 et 

( 1; 2' m) 1 il vient . m 1 m (k 1 - k2 r ) + h-pr d'où 
~i . 

= . , m.l,n-rp, 

c'e st à dire x E "'1. 
Rema rque 1 • Pour m=o on a 1=1., ~t pour m=+ 1 on a I.=e • 

b) m=o • Chaque classe d'équivalence contient seulement un élément 

donc ~ = -{r;-. 
~ \. -

c) IR = + 1 • Il existe une seule classe d'équivalence ;. donc 

·t-\ r = l =( ~ .• 
:-«.. 

Propriété 1 • 

Soient m~":: 7, l l'anneau des m-entiers et ri 
r 2 

,-- 1. 
'-:::. 

Alors _
-. f a ~_. 71_ tel que ri ,ç ----~- a ( mod m ) dans l • 

r2 

Démonstration • ri 
r 2 

é_ l -.::;;. 

Soit l' équa tion diophantienne : xr2+ ym = ri (les inconnues 

étant x et y ) qui ad~et des solutions entières ,. puisque 

(r2,m)= 1 et ljF l • Soient x=xoE Z et t=yo f.-- g' une so-
.... 

lution pa rticultère • On prond a=x et o ~rl= Yo· On a :.2: 
'r2 -

-
mt :-. (mod m ) puisque 

') .. 
i 

.'(10. ri _ .) parce qU'il existe 
. --xv 
\ r2 n 

V-
Yo :(, :, 1 

= = 
Ô-2 

I~ 2 

Yo - ri 
(Ç-. l tel que m. --r;-= rz- - Xo • Donc 

Xo • r 2 + Yo m= ri 
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Rema rque 2 • Il existe une inf ini té d' entie rs,~ E l tels que 

ri 
~O(' ( mod m ) dans l 1 avec m :::- 0 • , 

Ces nombres sont 1 par exemple 1 des solutions particulières 

de l'équation diophantienne anté-rieure • 

Donc 1 pour r ~ 1-71, :1 a E ?l, tel que r.: a r ( mod m ) dans' 
A 

l et r = §rqui se détermine comme dans le cas 1 a). 

b) Le sous-cas m=o n'existe pas pa rce qu'il résulte ra i t I=l 
et donc r~ ZL· 

c) m=+ 1 On a 1'= l C-
• =tC> • - '--. 

7.99. On considère l'équation: a 1x1 ml + ••• + am 

ai' mi' E /J( /. 1 pou riE i' 1 1 • • • ,n} : e t b ~ : l . 

mn x =,b, avec 

Nont re r que -

l'équation a un nombre limité de solutions naturelles. 

Solution : 

a) b.> o. On note tous 
mi 

xi = Yi • L'équation initiale de-

+ ••• + 

en voit q,u.e : 

a Y = b n n (1) 

:0- b "i 

o ~ Yn -~J-; - a _ , n ! 
.--

b ) 

( m~me explication ). 

~l en résulte. que : 0 ~ le nomore des solutions nature~les 

n 
de l'équation (1) ~ l J 

"-

i=: '1 

f- b l 
( 1+(8."' ) = M = nombre fini. ,,- ].. . 
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. . -
m •.. ::.- ~ 

xi = \ / Yi 8 i f~ \ - 1 P •• 1 n j . (2 ) 

hinsi 1 si le nombre des solutions de l'équation (1) est li

mité ., alors aussi ,~de (2) il va résulter qu'il existe un nombrE: 

ÎIIim i té de va leur s pour chaque Xi • 

P ) b=o • ·~lors 8 la seule solution ~aturelle est la solution 
t rivia le • 

~) b< 0 • L:équation ntadm~t aucune sQlu~ion nature..11e • 

7 .1 00 0 Soi en t a i J b > 0 ;J 0 U r 
. ,. ( 
J. 'c. -; 

" 2' \. r l' -1. 1 1 .-: •• : n, • - t, 0 rs , 
j 

l:équation ; a l
X + ••• + a~ = bX • n ~ 2 , admet au plus une 

solution dans l:ensemble des nomores réeJs • 

Solution " 1 e .. \ 

L'équation peut n;avoir aucune solution ~ ou bien elle paut. 

avoir au moins une solution c 

Si l'équation admet au moins 
x 

l'une de ceJ.les-ci • Donc a 1
0 

+ 

une solution 1 

Xo Xo 
•• + a = b 

n 

Soit .?: = a ll a ) , 

• •• + 

Si '7 ...... b - " -,.:;; -, 
Z < bo Ainsi que 

• • • , 
n.Î 

x 
0 -:- + al e • • 

x 
b 

0_, 
-/ 

x v - -

-31 +.o~+6~< 

~ 

t X 
zt 0 ..:::::: a a n n - ( 

x Xo 
~l + ~ •• +a 0 

x > b 0 

n 

.0' où 

)= 

-t x 
o 0 

an n Z-t ;; 
Xo 

+ ••• +a 
n 

-t x 
)=Z· b 0 

CI 
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-t -t . x x x->ri-
Puisque Z. < b -=-) 7-, > b .• /-\.inS1 8 1 + ••• + an > b ,',y·x < Xo ' 

d'où,:; xo~st:-la :sGule solotion dé l'équation • 

2) x~< 0". Cna : 

x~ . , Xo 
a 1 ,+ ~ • .:fan ,· 

/ 1 \. -xo ' 1.._1, )" -x ,o. 
+ ••• +).-. ".= r 

\a l ' b n ' 
;, . 

avec':"x ......... '6 , donc'on a réduit ce ,cas au D,remier cas. 
0/' ' 

3) Le cas xà ;: 0 n:est pas.possible iPuisqu'il en résulterait;' 

000 
al + ••• + an = b : ou n=l J r.1ais par hypothèse n,~ 2 • Contra~, , 

diction • 
, . 

7.-101. MO'nt re r qu 'une cong rucnce modulo m'sm ± 0 qui' contient 
l, , 

des inconnues , admet un nombre limité de sol~tirins diétinctes 

(_nonco~srues deux è deux )0 

Soluti,an ; 

Chaque inconnue ne peut prendre que les val~u~~ : 0,1,2, ••• 

•• ;ifm(-l l,:est-à-dire au ma~i.;lum "lml:; val'eurs (~n èyst'è~e 

complet de rest~s'mddùlo 1. m. 1) • si l'équati'~~con'grUèri~'e 

contient n inconnues ! alors le nombre maximum da solutions 

• 1 ,n 
se ra ,. m, <::>-". 

'. 

'Observatfon: Lorsque m .;. 0 t la congruence devient ~une' égalité 

( une équation) qtiJi peut avoir une infinité de solutions, ,par 

exemple o'x = 0 ( mod 0 ) • 

7.102 • Résoudre la congruence linéaire 2x-1 = 1-6y (mod 4 ). 

Solution ~ 

La congruence s'écrit : 2 x+6y-2 _ o{mod 4) .D'où 2x+6y-2-=4K ' ' 

avec K.f ?l . Ou x+3y~2K-l = o. 

(Rema rque : on ne' pe ut' 'pas di~isG r la cong ruence p.~!" 2 au .déb~t 

( on obtiendrait x+3y:;::o '(mod2). ) ,parce qu'cm perd des sotùt'iè>n~:~ 
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: JLe modu.le,. de la congrLl'llce rGs"':e L'l;. • On a ; 

x=-3y+2k+1 • Donc .x :".-3y+~k+'1. (mod 4) ,ou x'=- y+2k+1 (mod4). 

On prend (Ylk)~ ~ ,oI1~2 ,3J 2 D donc toutes les po.ssibilités • 
t-1a4..s il suffit-de canner à 1< les valeurs 0 et 1 1 ~uisque :. 

p'our k=3,'- :; 2k,: 2-,1 (' 'mod ;1,) èt 'pour k=2--> 2k~ 2~6 (mod 4). 

Si on donne succe :;;'ivement les valeurs (0,0),(1,0),(2.0). 
(3,0),(0;1)/(1~1)~(2=1)~(3,1) au couple ( y,k ) on obtient pour 
x,' respectivrrment lo's valeur·s 1,2,3,0,3,0,1,2. Mais k ne nous 
intercsse pas. Donc: 

J Xi; 1 (mod '4) ~ ~'2), • f3 j . t~\ . ~,13 : J ° ~ Ji j .f. ~ \ 
( y= 0 ( m 0 d 4)' (\ 1,1 1 :;2. i; 1 ~ J t'. '\ 0 ) , '( 1 J 1 Y 2 J • \ 3 1 • 

On sa~t que. le nQmbr~ des solutions de cette congruence est ... 
égal è (2,G)~4 =8 ~ 

n 
que l~équation \. 

/ 
ai xi = b admet une infinité de solutions 

: i=l 
dans l'enscm0le des nombres naturels si etseule.ment si(a11 •.•• ,·~n) 

d ·· L. ! . 1 .' ( • ') rJ '1 "~ l ~Vlse ~ et s :l.._. eXlste 1. .. J' C ; ••• ,11 , te s que .- . 0 T 0 .' i.' ) 
" a. < O. 

Jo 

(On note (a 1 8 • • • ~an) le plus 9 ra nd commun diviseur de al ,a2 1 • •• ,:1.) . 
. '. 

Solution : 

Si on met les'coefficients del:'qua~iori au mêm~ dénominateur 
on peut éliminer les dénominateurs et donc on peut dire que tous' 
les a. et b.sont.enticrs • J. " > 

Nécessité <> 

n 
Puisque, l ft équa t ion a,. de s solut ion s dans '#C/" .7 . . n ' . 

d 7T 1,1 (,In .. C. . /1_. n '. ra aussi ans __ parce ,que H'. ,. 

alors elle en au-
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Il en résulte que ( a11 ••• ,an ) divise b , d'après un théorème 

connu. 

On suppose' par l'a!Jsurde que tous les termes de l'équation ont 

le même signe, par exemple positif ( dans le cas contraire on 

multipliê',j:'-équation par -1 ): 

-si b < 0 alo~s lré~uation n'a aucune solution naturelle ; con

tradiction • 

-si b~ 0 1 chaque inconnue x. ne peut prendre des va leurs qu' "/ r b J. 
ent re 0 et 1 a-:-l ( des vale urs naturelles ) 1 donc un nombre 

_ J. . 

fini de solutions ~. contradiction aussi • D'où la supposition 

est fausse 1 donc il nlest pas vrai que les termes de l'équa

tion ont le m~me signe • 

Suffisance • 

Comme { al' ••• ' an} divisebil en résulte que l'équation a des 

solutions dans 71 n •. Par hypothèse, l'équation a [termes posi

tifs non nuls' ,-1 ~ e <'_n , et k=n-:(' 'termes négatifs non nuls • 

On a 1 ~ k ~n-l ~ n • Alors on écrit: .-
. ? ... t n 

'. ~ 
/ ah' xh - / a j x j = b ,où 0 < a j ~-a j , 
--h-=-i-- j=t+i 

-
j f f t. + 1, • • • , n 1 • 

l < 

(On a supposé lés· (Jpremiers"termes positifs et les k suivants 

négatifs. Dans les autres cas réordonne les termes et (implic,i

tement, ) Or) 1: ~ r:-enumé r~t~ . ~) 
Soit a <: M=) a 1 , ••• ,a\ le plus petit commun multiple de ... n...: 

• On note c. = IM/a.1 
J. J.-

, i~ il, ... ,n} ~ 
Soit encore 0< P =ff. ,kl le plus. petit commun multiple de -e 

et k • On note f 1 = Pk:' et- k1 = P}k • 

Si JXh=rl .ch·t 
0 1 ,/ H< " on pose + x h 

, '_. l.. -,. 
" , 

0 {!< +1 / (x j =k1 .c j .t + Xj 1 j <.: n, ., ..... ~ -
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, l' 

\ r_xo 1 
...... max _.! h ' 
-'l h,jl1~. \ ,L "1 ch J' , -

, 
- "-

j -x~ 
1;+ 1 J 1 1 

! kjc. 
1 - J 
"" ,- 1 0' 0 où .~_. représente la ;J8 rtie Gntièr~ de x, et ( xl ,. ~. ,xn ) est 

une solution particulière de lléquation ( on \'a montré au dé-
~. l . , 

but de cette démonstration quli!' existe des solutions entières), 

alors on obtient une infinité de solutions naturcllès pour no-

tre équation. 

7.104 • Soit l'équa~ion linéaire aux coefficients entiers 

n .. , 
1.. aix i = b. 

i=l 

a) Slil existe ( i ,j ) (:. f o 0 _. l =+ -- l(moda. ) JO 

ëlors l'équation admet des solutions dans llénsemble des nombres 

entie rs • 

b) Dans ce cas 1 la résoudre • 

Solution 

a) a. + 1 ( mod 8. ) / >3 h c r. l.o - - Jo .....- 0-" a . - h a. = + 1 • ~ .l. 0 Jo 0 

Soit d '- .. ' ( ) Il résul te 
J \ .. 

ho donc a. - a. • en que d'la. - 8. , 
Jo l. Jo l.o 0 

d, ,.!. 1 t d' 0 ù d "". 1 • 

Comme (a ~ a. ) ·--/1 1 on a ( al~.'. ,an) r", i , mais lib .Donc 
io Jo 

l'équation admet des solutions entières. 

b) n -, 
.. / ___ aixi = 

i=l 
i . ..1. -.-

a~x . .J· (h 1) l. l. ~ 8. + Xi + a. X
j o Jo 0 Jo 0 

= 
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= .......... ( h ) 2 / a. x. + a . x. + x. + X
io 

= a.X. + 
~ ~ Jo Jo 0 ~ - ~ ~ 

0 
i :::r:- i i ~, 

io - 1 0 i-" 

'j '=1: 
1 

jo i t jo 
',. 

+- a, t + x,. = : b, où t = x +h x. • Il en résulte . • , J' - '~ jo 0 ,~ 
0 0' 

, 
'0 

( 
( ! 

Xi = + '" . 
t-b ) a . x. + a. 

0 / ~ ~ Jo 
i + i. 
j 'ï . '~ 

r=F J.o 

= t-h xi = + ( h ." +(h a. ~) t~hob). 0 \. o /, ai x. + 
,0 ~ , 0, Jo -

i .J- io +.' 
i t jo 

7.~05 • On donne le système: 

f) (x1:··qXn , LX i l o ••• , [xn-l, i'~lJ ';""L'<nr ) = bjr:4),J=r,n-, 
o~ ~. ,sont des fonc~ions linéai~es qui ont leurs 'coefficien~s 
dans'G} ; et t){] , ~)( J représentent respectivement la ~a r-

tie entière et là pa'rti-e" fract"ionnaire dex • 

Trouver une méthode de résolution pour ce système. 

Solut ion : " 

(1) En éc ri:vant X'-. = 
~ 

- (') r -: 71 /L } LXi l + 1. xi J "avec LXi;!::, _,0 '~ .. {i < 1, 

i= l,n , on obtiènt 

système équivalant : 

( après éliminDtioÎ1 des dénominateurs) le 

t2 } 9· l~ f X 1 -\ ,.". 1 (xn' -\ : ~ x1 '{ 
J ' - ,,-' ~ -- t....J 

où les 9j ,sont maintenant, des 

coefficients dans "l · 
On 'ré-soudra' ce 3V'3thème 

sont les inconnues • Puisque : 

, ••• 1 ~"-xn}) = c j E ~, 
fonctions linéai-r:-€s qui 

, . ~ 1: '0 

j=l,n, 

ont le'urs 

en considérant que S Xl -t , •• ~, ~ X
nJ

) 
<.. -~ (.. 
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n n 

> C-,( i:, fx. -1 + "'- tXj 
.... 

i l,n, • { = ci , = 
Pij 

( 
" ;... J._ / 

~=1 j=l 

et ~arce c;ue .~ .. 
1J [x.l 

J -
, ci t 71 , 

n 
'- (' l' 
/FiJ' .. x' r ~l ~___ 1 J .. 

1, . .1.. ~_ 
, -V J. 1;:: l,n, 

"-
j=l 

.) 

i ,j 1 = l,n , il en résulte: 

On applique la méthode de la substitution .On calcule tXjl1 

d'une équation, 1 (. j~(n , et l'on remplace dans les autres 
équations .RameQons à un système' linéaire de n-l équations à 

n-l inconnues • 

P~o~édons de mftme avec ce nouveau système .(Si l'on obtient 

en route une équation impossible alori le système (2) n'admet 

pas de solutions • Stop .) A la fin on obtient : 

cf t Xjn} = h( [xl j , .. ,., C ~n J ) + ~ .f. 7L • 
Donc cf. ~ X

J
' 1 .~ ~ . Il en résulte : 

<... n_: 

(}_ i""' ~ X
j 

-0, ou .) x. 1.. __ P 
(, n <.. J n j - E 

1 P G /1(/., ma is tel que 

./ P /" 1; (.::, k ~ 71) • o ~ __ - ___ -
--......:: ~5 

Ces deux cas 'on peut les écrire comme un seul cas: 
/ P . 'x (= P ,pc::.//(/ et o(...--=- <'1. 

, j ~ ~ - d .... n..r c 

So~t Sjn le nombre de solutions pour fXjn~ .• j'vlaintenant on 

eera la route inverse jusqu'à la détermination de tous les 

~Xj}' j= l,n. On remplace la (les) valeur(s) de t~"jn1 dans 

le système antérieur de 2 équations à 2 inconnues • On obtient 
(. . 

les valeu rs de_\x. !.. 
(. J n-l j 

Soit S. le nombre se celles-ci. 
Jn-l 
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La route inve rse con"tinue jusc:u ' Il ce qu' on déte rminet X j 1] , 

qui a Sjl solutions: (t j l , ••• , jn ].= t1 ,2, ••• ,nJ): 

On remarque que {Xii E.C, i=l,n. Si le système a des solutions 

il en résulte que celles-ci ~ont dans ~. 
n 

Jusqu'à présent on a obtenu J 1 Si solutiGilts • 

i=l 

(3) En reportant toutes les valeurs deixl] , ••• ,{xnf dans (2) 

on obtiendra un système linéaire de n équations à n inconnues : 

(X~J , ••• , ~(Xn1 qui se ra ré solu en nombres entie.rs • On résou

dra normalement dans ~ n 1 et si la ~solution appartient à 

~ n alors cette solution est juste ( on effectue ensuite la re

lation (1) pour .obte~ir xl'.'.' xn ) : sinon, elle ne convient 

pas • 

On va exécuter le paragraphe (3) pour tout·es ·les valeurs de 

(X11 , ... , LXn} • 
Ainsi , le syst~me est biRn 

de ce lui-ci est '""':/ 0 et (, , 1 
// ~ 

i=l 

résolu • Le nombre de solutions 

Si • 

7.106. Résoudre dans 1/(/ l;'équation : 3x-7y+2 Z=-i8. 

Solution : 

La solution générale dans àZ est: la suivante : 
," t . t 

= 2k1 + 7k2 - 9 , avec k1 ,k2 E Z · 
Z; 0 il en résulte que kl~ 0 , et aussi que 
~ ~ 

- 9 2k l . 
kiJ-L ~ 7 1 J+ 1 , c'est-à-dire o~ a 

D'où , la solution générale dans #(/sera : 
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7.107. Rés, udre dans #(1 l'équation: 

2 x+; i 5y +' 9 z = 44.' • 

Solution : 

On a ° < y -::: - = 2 • [ 44] , 
- " 1.5' 

A) Y = ° ====) 2 x + 9 z = 44 t441 
4-=~") ° ,-=. z s:. 9] = 

-...;;;: , 

a) Z 

b) Z 

= 0 == =-==;> x = 22 , 

= 1 = f~ X =~ ~#v 
.,,' .' 2 1 

c) Z = 2 -~ x' = 13 .. ' 

d) Z =3 .. Yx~ IN 
e) Z·= 4' "-=-=/ x=4 

Dl Y. = .• 1 ====.> 2x + 9 z' = 29'==:j)~ oC z ~ 3 
.....,. -.... 

~,) .?~ = 1 =) x = 10-

b)Z=3 )x91] 

C ) Z ~ ( 2 ) :-.' ) ..... I.<LI. , "- tO , ,~===-, :x '(t "." 
C) y = 2 -~ 2x'+ 9z = 14 =1==/ oL..,z !C...l -, -..; 

( 

( 

( 

a) z = ° =~ 
b) z = 1 :::-:::r:=~' 

x = 7 ' , 
x e,: IN 

.Toutes les s~lu~ions sont : 

22,0,0, ) • ( 10 , 1,1 ) • ( 7,2,0 , , 

13,0,2 ) . ( 1, 1, 3 ). • , 1 ,. 
4, O~ 4 ) 

; 

Donc il y a un nombre limité de 

) 

solutions 

7.108 • Résoudre dans. 'l l'equation : 

,17 xl + 20 x2 ~, ~8 x3 = - 34 • 
: "'0 ~. 

Solution : 

On écrit l'jquation ainsi : 

.' 20 x2 - 18 ~3.+ 17 ( xl + 2 ) ~ 0 

On note xl + 2 = t E g' • Il vient : 
" 

. : 

, , 

. , 

. " 
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20 x2 - 18 x3 + 17 t = 0 

C'est-à-dire: 20 x2 - 17 ( x3 - t ) -x3 = 0 

On note x3 - t = h E ~ • D'où : 

20 x2 - 17 h - x3 = 0 

Donc x3 = 20 x2 - 17 h. 

{
", xl + 2 = t \ 

h 
====) xl = t - 2 

x3 ~ t = = ( x3 - h ) - 2 = 

= -h -2 + 20x2 - ~7 h ~ 20 x2 - 18 h - 2 • 

La solution générale est : 

7.109 • Résoudre dans l'ensemble des nombres entiers l'équation: 

15 x - 17 Y + 9 Z = ~ 
où oZ. est un paramètre entier • 

Solution : 

L'équation s'écrit : 
15 x + 9 ( Z-2y ) + y =0( 

ou encore : 

(1) 15 x + 9 t + Y 
, 

=f'i.._ , où t = Z - 2 Y (2) 

Y = - 15 x -9t + J.. • (3) Il suit de (1) que 4 

11 ~uitde (2) que i Z = t+2y • 

Il résulte de (3) que Z = -30x - 17 t + 2~. 

La solution générale entière est : 

5 .. z~ :.. _~i350k'1 - 9 k2 + ~ 
'. 2 

, avec ( k1 ' k2 ) € l ' 
l k1 - 17 k2 + 2.1;. 

( on a noté x = k1 et t = k2 ) 
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7.110 • Répoudre dans l llêquation ~ 3 x + 70 Y - 35 Z + 6"= 

= 75 0 

Solution : 

L'équation peut s'écrire : 

3 ( x+23y - 12Z + 2 w - 25 ) + ( y+z ) = 1 
'- • ft do ..,.,.......:.....~ -' ~ 

t 1 t 2 

Avec ces notations: on a : 3 'fi + t 2 = 1 , équation qui jad
met la solution générale 1 

," t 1 = k 

lt2 = -3k + 1 , avec K t; ~ • 

Donc y + Z = t 2 = -3 k+l , d'où y = -Z ~3k + 1 , avec Z C~. (1) 

De_manière analogue x + 23 Y - 12 z + 2 w -,25 = t 1 = k , ou , 
x-23 z - 69 k + 23- 12 z + 2 w - 25 = K ( on a utilisé (1) ). 

~insi. x = 35 z - 2 w + 70 k + 2 • 

La solution générale de l'équation dans 

(x = 35 z - 2 w + 70 k + 2 

)y= ~Z -3k+ 

\. avec 7., w , k ~ "l. • 

77 4 - , sera :' 

70111. Résoudre l'équation x.y + 5· z-2 = 0 dans l'ensemblé des 

nombres entiers. 

Solution : 

Vx E 7f ,on peùt,écrire t X = 5 k1 + r 1 ' avec ((1 f 7l et 

r 1 E t. 0,1" 2 ~ 3 ,,4]. ( 1 ) 

-\fy E 71 , o{) pout ,> aussi écrire y = 5 K2 ., r 2 6 avec ~ E. Z 
ç '"') 

et r2 f- ",0,1*2,,3 3 4:.J • {2) 

En reportant (1) ~et'(2) dans ,l'équation initiale, ()n a 

5 (5 K:: !'2 f K1 r2 + ~ ri + Z ) + r 1 r2 - 2 = 0 • 
/ /. 
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Il en résulte que S divise ( r 1 r2 - 2 ). Donc. (r1 .r2 )E 

E t(1,2),(2,1),(3,4),{4,3)} • (3) 

D'où, la solution générale sera :. 

r., x = S K1 + r 1 

\' y .~~ K2 +.~ 
. Z =- SK1 ~ -'K1 r 2 - . 2-r r2' 

K2 r 1 -t' 1 

S 

avec (K1 ', K2 ) ~: 7f 2'( des paramètres arbitraires), 

et ( r 1 , r2)E t( 1,2) 1 (3,4) , (4,3)] • 

L'inconnue Z a été obtenue à partir de l'équation initiale puis

que on a su les valeurs de x et de y • 

7.112 • ,On donne l'équation x
2

.+ 3K1 + 2 = ( 3 K2 + 1 )y. Mon-

trer que l'équation n'admet pas de solution naturelle, quels 

que soient ( K1 ' K2 ) E. 71 2
• Géné relise r • 

Solution . . 
On a 1 3 \(1 + 2 :: 2 ( mod 3 ) et 3 ~ + 1 5: 1 ( mod 3 ) . 

donc ( 3 K2 + 1 )y 1 ( mod 3 ) ou .. X2 
= 1-2 2 (mod 3 ) J - , • -2 1 ~ 2 ( mod 3 ) . a) si x =.~ + 1 ) x -

b) si =r~ 2 2 1 -f;!: 2 ( mod· .. 3' ) . x + =i:;; .~.., x = 
c) six =J13 --=-=) 

2 
0 !9'= 2 ( mod 3 -)J x -

D'où ,*!-x E /1(/ 
- \ ;2. 

mod 3) Ainsi l·équation n'admet ,/x .. ~'2( • 
pas -de solution na tu re Ile , 
Généralisation : 

: •• : ""t ~ 

L'équation x
2 ~ 3y + 2 = ( 3Z+1)w n-admet pas de solutidn en

tière • 

- La démonstration est :1:am6me • Tout d'abord on montre que si 

K2 ::/= 0 alors y ~ 0 , parcc' 'que si y <.0 il en résultera~t qu*un 

nombre entier, ( le membre gauche de l'équation) est égal à un 

nombre non entier ( la membre droit ) • 

..... . 
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7.113 • R6scJdrc l'6quation xy+ 4t - 7w + 14 CI 0 dans l'c~sem-
bld dOlS nombroS'rihticrs ;- '\';' 

Solution : , " " 

,. 

On écrit : xy + 4t 8w + :12 '+ w +2 CI 0 

On note t-2w + 3 = v , qui sc ra une nouvelle inconnue' '. 

L!équation devient xy + 4v + W + 2 CI 0 , ou 

WC! -xV - 4v - 2 • Et t= v+2w .. 3 CI v·+,~ (-xy - 4v-2 )-3 CI 

CI -2 xy - 7v-7 • Si on change les notations ( par souci d'cs
, ,thét.iq~e m~thém?l:tiquc ) on a la solution générale c'ntièro 1 

.1 avo·ç 

. . 
7.114 • Nontrar que l'équation: 

,,2 2 
2x + 5 xy - 12 Y - 2 x + 3y - 1 CI 0 

n'a pas de solution dan!? ,1'ensolT.')le des nombres onticrs ;. , "'. . 

Solution. :', ' 
·4"'· ... ·· . . , 
L'équation s~écrit : 

2 2 
2 x + 8, xy- 3 xy - 12 Y - 2x + 3 y= 1 

oa encore x(2x-3y} + 4y (~-X - 3y ) - 1 • (2x - 3y ) = 1 • 
Donc ~ ( 2 x - 3 Y.> ( x + 4 Y - 1 ) CI 1 

Comme x, Y f 7! il en résulte qu'on ~ les possibilités suivan-

tes • • 

al soit \': x - 3 Y ) = 1 (l) 

+ 4 Y - 1 = 1 (2) 

(2)= J x = -4y + 2 1 ct en reportant oans (1). il vient • 
.,.;11 - 3 ==-=) 3 f ~. Y CI Y Q-

~ 

11 
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b) soit (" 2x - 3y = -1 (3) 

~ x + 4y - 1 = -1 (4) 
....... 

(4)- )x = -4y ! ct en reportant dans (3) il vient: -8y - 3y = 
= -1 

- __ ~"> y =..2-.... ~ 7! 
. 11 1 

Donc ltéquation n'a pas de solution dans ~ • 

7.115 • Démontrer que l'équation r 

2 2 
5 x + SO y - 26 xy + 8 x - 46y + 15 • 0 

n'admet pas de solution dans l'ensemble des nombres naturels. 

Solution l : 

L'équation s·écrit : 
2 " 2 2 2 

(4x + 49 Y + 9 - 28 xy + 12x - 42 Y ) + (X + Y + 4 + 2xy-

-4 x -4y ) + 2 = 0 

ou ( 2x - 7y + 3 )2 + { x+y _ 2 )2 + 2 = 0 

Nais cette équation n'admet 
2 

que ( 2x - 7y + 3) + ( x+y -

pas mon plus de solution dans 

Solution II ~ 

L'équation Si écrit . . 
5 

2 + 2 (-13y + 4) (50 
2 

x x + y 

~ = 0-'-2 169 
2 

16 -- ac = y + 

=- L (9y 7 )2 + 10 -, 
.J <..' 0" 

pas de 
2 )2 + 

solution dans IR. , parce-

2 :> 0 .Donc clle"n'admet 

/1(/ • 

- 46 Y + 15 ) = 0 

104y - 250 Y 2 + 230 y - 75 = 

Il en résulte que lléquation n'admet pas do solution dans~ 

Donc elle n ;admet pas non plus de solution dans 1/(/ • 
• 
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7.116 c Résuudre dans lCensGQ~ld des nombres entiers l'équation: 
3 

x -3y=2o 

Solution 

3 L'équation écrit ~ x - 2 = 3y. 
Donc x3 ~. 2 est divisible pa-r 3 ; c'ost-Èl-diro x3 =~ + 2 • 

Soit x = 3 k + r : i ::: 0;1~2J k E 7!. 
3 __ M -'- 'M 3 1:=> x -U'3 7-v~3 + 2 x = 

x = 3 
A 3 \..t V 

k+.'-= . ~> x =J"13+1 *~"'3 + 2 • 

x = 3 k+2==,:) x~=\.~+8 =Jt3 +2 

Donc x = 3 k+2 J k ~_ li : d: où :.5 
3 .- 7. 

X -- L '" (_3 k -1-2 ).;) - 2 _ 9 k3 2 Y - - .. - + !8 k + 12 k + 2. 
3 3 

L~ solution de l'équation ost : 
" 
} x= 

i y= 
\. 

3k+2 

9k3 
+ 18 k2 + 12k + 2 , 

k [i'o 

7"é117 

n ~1 : n'admet aucune solution entière. 

Solution ~ 

On peut écr~_re :: x
4 

- 7 ( Y1 •• eYn - 2 z - 1 ) = 3 ~ ou onc.ore 
4 

x - 3 = - 22 .,. 1 ) • 

D3 0ù 7 divi.so 4-
3 c • est· ÈI ... d i re 

4 =J17 + 3 x ., r X • 

Soit v =.}1q :-,f {o,,!. 1" :,.2, +3 ~ Alors 4 
=j{7 + 4, 

... , + î : avec - -( • X r , 
4 • ; 

1
4 

= 
4 3 4 -; 4 .if' r" ~ J ,", ( t-Iais voit 3 ( mod 7), mais ...• ; 2 J ,J ... on quo r 4 ,. L 

donc x~J'1~ .:- ..:;; Il en r0sulte qua l'équation n'admet aucune , 

solution entièr-e ~ 
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-- \- './ " 
. , 

7.118 • Résoudre dans l'ensemble des nombres entiers l'équation: 
," 

4 
, 

5 x - 6 Y = 20. 

Solution : 

5 x4 _ 6y = 20 (-~.:) 6y = 5 ( ~4_i,) 

Donc . y,est, d,iyi,siblo pa r 5 • 
~ . ~<' t ',_ 

Sp i ~". Y = 5 z :' Z E Z 
.' 

L'é~tiation dtviant : 

5 x4 _ 30 z = 20 (=- -) x
4 

- 6 z = 4 .(.--===-' 

Donc 4 x :: 4 ( mod 6 ) 
f' 

Il en résulte : 
. ", '" ~ . . . 

x = 6 k+2 ou x = 6 k+4 " k E. "l" 
~ \\. ; i '.": \.: '- , \ > ... 

Les ~s0f:t.t.tiorls entières de l"équat~6h sont : 
\\ 

, .'i;. 

4 •. ~ 
z= x~ E Z • 

6.k+2. '. " 
== '5 {5' 'k +21'4::"-4'0<': (

X = 6 k+4 

, , ' y = 5 (6 1<+4)4_4 , 

6 

tkE~ 6 

, ,'. .... 

7.119 0 Résoudre dans l'ensemble des nombres entiers l'équation: 

4 xy = 7 z + 5·~uièb.Uc':'z (7L on 9,4 xy €. 7L • 
" ,('+,-.....!... +-L~' ":;l-

Donc x y = p(... é 71 ou' x Y~ t- 2 ,- 4, J : ma is"" -

d·où xY =_.2:- ou xy ='c(i É. 'g' • Une solution est x = 
2 

4XY";5 

7 ; ~ 

\1 ,,1" 
z=-l puisque l eéquation x T :',:,- admet la solution en nombre 

t· ,~ 2 
\ " \\ 

entiers x = -2 ct y= -10 

, 



~s~:xy=. ,( E ?l. 1 l.':équation _nitiale devient 4~ -7z-Sao qui 

admet la solution générale entière • 

\ ,-:>( = 7k +3 
.-\ 

~ Z = 4k+1 , avec k 6.. pa ramètre ). 

Donc xY-7k-3=0 1 avec x,y,zde ~ .11 en résulte. 
x y:. 3 \1 (. i 

K= D Nais x =",M-7 + r 1 avec rE ... 0,1,2, ••• ,6, • 
7 t., 

On 

et 

x= 

x= 

= 

écrit x= 'Ys+r ~ 

. -.. - . _'o. 

seulement si r= 
75+3 _u:::::u: __ ~ y=6t 

75+5 4C ) y=6t 

s ç. 71 -- , ct alors 

3 c r.1 ..=; 

+ 1" t ~//(/ • 
+ 5 3 t E 1/(/ • 

( 75 + r ) y- 3 

7 

Donc les solutions entières de Inéquation sont : 

-2 ( x= 7s+3 1 sE g' ~ x = 75 + 5 , 9 f:-l , F = -1 1 ~ y= 6t+1 : t E 1/(/ ; y = 6t + 5 , t <f. /(/ 
l l z-

4. (7 s+3)6t+l_5 4( 79+5 )6 t+S 
lz = -1 z = 

7 '. 7 

7.120 • Rés~udra dans ll'équat ton: xy + 5 z - 2 = 0 

Solution : 

6el~~quation on tire: xy- 2 =J{~ 
x a la forma : 5 k1 + ri ~ k1 E "l. ct 

Il faut avoir : xy ~ 2 ( mod 5 ) ~ ou 

I\insi qua r -'- 0 r 1 ~l,rl=F= 1 r- I 

. - ~ . 
2\.){, +1 Pour r 1 = 2 on a s 2 ( mod 5 ) ct 

Pour 3 3 J.i~ +3 2 ( mod 5 ) ri - on a = • 
Donc ( x = 5 k1 + 2 :: 

k ,-
li:::: Z 

1 
y = 4 k2 + 1 : K2 ~ //(/ 

2 (5 k 1 + 2 ) 4k2 + 1 -'. = ~ 

~ = " '-. 5 

4 

( 1 ) 

-
, 

5 

2 ("'00 51 
. ;. 
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" a t f x =" ~ k 1 ,+ 3 7- 1(1 t' Ci " 
y = 4 k2 + 3 . J k ~ /1(/ ( 2 ) ... -- .• 2 --

2 ( 5 k1 3 , 4 k2+·3~. - + J z: -
5 

On observe que z ~ l en ( f )et en ( 2 ) alÙssi • Il en 

sésulto que 

2 4k2 + 1 2 ( - mod 5 ) et 3 4k2+ 3 -_. 2 ( mod 5 ) . 
La solution ' , l gene ra G entière s'obtient on réunissant (1) 

et (2) • 

7.121 .. Résoudre dans 1/(/ l~éc:uation xl = yZ • 

Sol'ut ion :-

(x == 0 =>·t y= 1 et z E 11(/ 
\. ly ~ 1/(/0 ct z=o 
. (S) 
Z x = 1. =-=> f y=l 0 t z E //c/ 

1 t y ; 1'(/' ct z= 

~ ~. a ~=> y=xr ct z=l 

Démontrons la dernière af:firmation , pareo que les deux pro-
. .". -

mières_sontbanales c On suppose ( par l'absurde) que z= K ~ 2. 

On a x l=yK • On axcl!:}t le cas x=2' qui implique y=2 e·t z=l • 

Donc x ~ 3 • D~où x1 contient au moins deux diviseurs premiers 
\( 

(2 ct 3 ) G Donc y 
( 2 ct 3 ), d C 6Ù-y 

admet aussi au moins deux diviseurs premiers 

ad!11e,!! au moins deux divi'seurs premiers (2et3) n 

Soient x 1 ! • 0 ~ rX tous le s . nombre s premic rs inf érieu rs"ou égaux 
- p - ::;X : 

à x ( on a montré que p ~ 2 t o x! = xl'~ ••• ~;.j.l , ~'i'E 1/(/-, 

l<i'/p - :::::-
••• 'c.( : z 0 

) P 

_. yZ.D~où il faut quo 
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On considère xp , le plus grand nombre premier inférieur ou 

égal à x • Conformément à un théorème de Tchébycheff , entre 
x et x il existe au -
2 

x • Alors .~' = p 

moins un nombre premœ.àr • Donc x < x/ 
- P::;:-

.' _ 2 

l x -i IX 1 
-, + ~ i" +... = 1 .1 l on résul to 

. X , . x , .,- p - '- p -

que z = 1 • Ainsi ( s ) représente toutes los solutions do 
l'équation. 

7.122 • Détorminer la forme générale de la solution dans l'en
semble de nombres entiers de l'équation : 

f 

n 
'"( 
.. I ___ x i 

i = 1 

m 

" r j 
L x j 

j = 1 

m ~ n , r j <::. P j , jEt 1, • • • ,m l ,où toue les Pi sont dos 

npmbrcs pairs , ct tous los rs sont impairs • 

Solution : 

n 
"m rj l' 
_/ __ x j ~ 

.m 
~ 1 rj, 
~I se_us- 1 x j j = 

On a 

1> 
i=l j=l 1 j=l 

, 
ct '1', > n 

i=l 

m 
= " / 

j=1 

m 

~ >--
j=l 



D'où 

'\ 
1 

m 

j=l 

n 

" 1 
i=l' 

Pi 
f ><i t . 2 = 

1 

... 145 ... 

m r j 

l x. . il on résulte • 
1 

,. • J 

j'=l 

n 
= 0 

j=m+l 
r. ~ 

\ x j i J > ~ 0 0 t 'x j l P j /" 0 , ~ V 'j E: { ': 1 , ••• , n ~ 
/" ',. ; - " 

Puisque 

( ) . 1 Pj l r j 
on a X j =,o'pour jf:~,m+l, ••• ,nJ ,0t,_lx j 1 ... ,Xj t = 0 

., ( J 
pourj E 11~ ••• ,m:· • DOQC x.~ ~ .~ o,l, ... l) pour jE 1. 1, ••• ,m 1 . 

'" J. J l.." .• .i 

La forme générale de la 90~ution on nombres entiers de lié ... 

J 

quationast : 

Xl 

m 

'" / 
1 

= t 1 , ... , x = m 

i:.. j =!= 0 ~ ct 

" 
'- m ' = ••• ex =0 , n avec' f j =0 ou 1 

.... ~ 

'
x ::: •• ,.,..-x =0 , avec .~._ëo...4.t) ·,l.ot m+t' .. - n - • 

m 
<:;::". 

\_1_- ! j o • 

1 
1 

Le nombre des solutions est 2 ( C 
m 

o m+l-
= 2 (2m ... C ) = 2 ... 2 • 

m 

+ 
2 

C 
m 

J 

m 
+ ••• +C m '> = 

7.123 • Déterminer l'équation linéaire qui admet la solution 

dans l'ensemble des nombres entiers suivante : 

\ x l = 3 Ki ... 7K 2 .+ 5 

Î ~2= K1 + 2 K2 

\ 3= 4K1+ 13K2 
... 71 , 

où K l ct K 2 sont dcs paramètres dans Z • 
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Solution . L'équation a trois inconnues . 
xl' x2 ét x3 • • • 

Sa forme générale est . a~ xl + a' x2 + El' x3 = b 1 ~ • 1 2 3 
1 , ... , 

avec ai b·~W i= 1,2,3 • Oa • a2 a' b ' 1 , • 3 l.- + xl ~ + -x3 '= • 
a' a' 

, 
1 1 al 

En notant di ffé remment los coefficients a-t-on • , • 

• 

On peut écrire pDur K1 et K2 quelconques dans 7f: 

3K1 - 7K2 + 5 + à 2K1 + 2"a " 
2 K2 + 403Kl + 13a3Kz - 71 a3 = b. 

Pour K1 = K2 = 0 =-) 5-71 a 3 = b (1)1 
f 

Pour K1 = 0 3 K2 =1 =-==> -7+2a 2 +1303 = 0 (2) 
, , 

Pour K = 1, ~=o = .c/' 3+a2 +4a3 = 0 (3) j 1 .j 

( On a 
-:-utilisé (1) pour obtenir (2) ct (3). ) 

(4) 

Mais (4) est un système de t'rois équations à trois inctinnues 

que l'on va résoudre normaloment • 

De (3) il vient a 2=-403 - 3 • D'après (2) • il en 
13 

ré su l te ITE in-

tenant -7+13 a 3 - 8 a 3 - 6= 0 

O (1) 1 b= 25 - 923 e i vient 
5 

Donc, l'équation est: 

---------

• Ou a 3 '=~----, donc a 2 '= --67 • 
5 -s--

898 

5 
• 
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7.125 • On consiÈlère, un na tu re l n ~,3 et a E ,iR. '. Résou

r x + a -, + [x-a 1>., f xi. Discussion. 
dre l'inégalité 

Solutio'n : 

\, n \ n, ,7 ..... 
_ M, ~" 

Soi t x = n9 + r , 0 ~ r~ n ! r€ ÎI< 
,1') S~ a ,= nqe! qaEg' , alors l'inégalité du problème d'Nicnt : 

2 f ~" J~t?cf(l) , ca qui cst équivalent à (2-n) q ~ '0 • 
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Donc xE t-1 1 ..: { yI;' y= nq + r : 0 ~ r < n , r <.:: JR ,q ~ 0, q E g-} 

II) Si a t;bnqa ' qa €, 7 8 a 10 rs as' éc ri t :; 

+ r Q a 

On peut suppose r 0 <" a.( n t Ruisr;uG , avec (2) , l'inégali

té du problème devient équivalente 0 

l' "a + fx + n ra 1 -' '! a + [ x~ ra 1>-- 1. x) 

On a '. [x ~ a~J +tx~a ]~ [x) .(3,J 

qui est équivalant à (2-n)q + E (r)~l r ~ (4) 

où E( r) = fr+a -, .t~ j""r-a 1. J -1: si' r -< -min ~. a ,n-a , 
1. n _ !--n--J=, 0: si min.{ a J ri-aJ ~r<max {a,n-a! 

\. +1 ~ si r 2-- max {a, n-a 1 
- --

1) Q~r.( min \a, f1-S~ 0 Alors ~ (4) < -) (2-n)q -1 ~ rrl. 

Ou q~ -1 cs.() (q= :'lj=)~.~,!ua)(n-3 ~ (rl ) - -
==='r:) X t t12 = ~ y~y = -n+r ,0 ~ r < __ min f -0 ,n-o t ct r r l < n-3 'J-

...... t, J '"' .., '-

.P) (q = -2 ).:. .. ~(4)< 0;;:.)(2n-5 ~ C rJ ) 
...--.~ x ~ M<; = J Y'~Y = .. 2n+r" 0 _ - r ~..:. min j a ,n-e '\ ct ! ... -rJ~ < __ 2n-5;{ • 

'-' , . - ,~ 

j)( q ~ -3 )~> (4) est vrai c 

~) x f M4 = ~ Viry = o,n+r : 0 ~ r <- min { a :n-o)" q ~ -3,q E 
, , J 

2) m~n ta, n-ai {r< max{ a"n-a} • t,lors (4) .~~)I( {2 ... n)q~_ 
.- ('1 

c.()(q=.-l ) ~l x~M5 ={ yfy = -n+r : min f a~n-AJ { r< 

<ttlCU' ;a, n-a f t f r~ .t( n-2"}. ' 
:.. ", ,-". " .,~ 

-
.J) C-q f-Z) =-C9x~t·16 = \ y~-o/ = qn -:- r, min .{a,n-a}~r< 

<n.,x·~ ,n-a 1 ' q ~ -2 ~ q E ?lf · 
3) max~. a, n-a}.~ r' < n =~ (4) -<---;> ( ( 2-n)q+1 ~- [ r J ) 
=J:C9~ x~M7 =jtY~Y = qn + r, max {sJn-a} ~ r<n ,q ~-1 1 qE-l] 
ct on a discuté tous les cas • 
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7.127 • 

Trouver une méthode de résolution en nombres noturels 

pour l'équation: 

m 

" ·n 
1 

1=1 
Xi + a = b • -TT 

avoc e , b , cE/It/ , p E IA.I· • 

Solution : 

j=l 
Y. , 
J 

L'équation aUn9 une infinité de solutions naturelles lorsque 

b'.c .. o. 
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.\f h ~ ~.1, ••• ,n-1J. on prend Yh ~ '(1 que~conque • Construisons 

Yn tel quo C." Yl ••• Yn = KP avoc 1< 6 /J{I. ~ (1) 

Soit y n' le plus petit nO~Îbre naturel qui a le propriété (1 \. 
Xih 

(Il existe un tel yI TT n parce~que 1 si on écrit chaque Yh ~ . i Pi 1 

. 
. avec ~ihE.J'(1 ct Pi étant le i~me 7Pmbre premier ( positif) 

h~ {l, •• .,n-l} ! on prend Y~ = ! i l Pi~ in ,avecJ3in t; 1(1 et 
- n-l los Jin sont choisis tels que 'f.: + .. 
. i ..I.>_. __ .?<ih + vBim =~11p ,où 

... 
u 

l' on"""écri t c = 1. .l. 

.-l. 
.l. h=l· 

avec t.~ /1(;, et~. (pour chaque i) 
'- l. 0 l.n 

est le plus patit nombre naturel qui vérifie ~otte propri~té.) 

Const r:'uisotls y n ~ y ~ 0 t P : svec t ê /(/ 0 
i tétant un po ramè-

tre • L'équation devient 
in· 
~ x. + a = b,l<1o-t , où les incon-L- l. ' 

1=3,. 

nuos sont Xl' •• ~I xn et t • On a oncore : 

m 

... L ........ __ . Xi + a = ç,.( t ! on a nuté b~K = \X.IE lAI • 
i=l 

m 
A) Si b~c = 0 : alors Itéquatior. ~ 

~ xi + ~ = 0 tlaadmet pas 

i=l 

do solution en nombres naturels 0 

0) Si btc =1= 0 , alors ~ =F 0 " L~équat10n admet une in'finité de 

solutions naturelles ~ . ..:v- SE{1, ••• tm-1}. Xs =t:.(·w + r , où 
~ s s 

o :~ rs ~. *<. -1 : rs rE /1(1 1 ct ws est un pDramètre naturel. ct 

;; où 0 ~ r ~ :.':.>o'~ -1 mais r' est choisi tel que 
. r:1 . rA· i: . 

m 

> r 1 + a = ~-..' ( on. a noté Il LM;;' un multiple de . ..l() et aussi 
i=l ~ 

rm~ 'CI: wm = pDramètro naturel • 
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7.128 • On conne l=équation P 'Xl' ••• ,Xn)=o, avec P(x1 , ••• ,xn ) 

un polyn8me du deuxième degré en x1 ,.,.,xn à coefficionts réels. 

t·lont re r que 8..,. 
"i 

un carré porfait 

Gst un carré parfait si et seulement si Llx est 
j 

o (pa r b, ..., on a noté la déto rminan t do 1 t équD
"'h 

tion initiale de deuxième degré rapportée à II inconnue Xh '. ) 

Solution : 

Nécessité. 

( La démonst ra t :l.on réc~.pr(lque sera ana loç}ue .) 
2 

L' éq uo t ion s' é cri t • A.' y .... O.; x.; + C = 0 , 
o • ,v 'i _... Xi (1) 

00 A est One constante ~t Di une fonction linèaire de premier 

:: x. '1" •• e,X • (t, est une constante, 
:1."-- n 

parce que sinon il en résulterait que P a un degré strictement 

supérieur à 2 ~) 

i' étant un cDrré p(;lrfDit cela implique que L\ = '-' x. : 
Xi J. 

~ . 
KJX130 •• 'X~_1:Xi+1,mc.~X~) :: DV C K. fonction .inéaire du pra-

l. 

o , ou 

A , .. 2A~. X:} + O~ - K.:, 
?h o (2) 

2 A 

, Puisque 2A-x
i 

+ 8. '+ 1<. 30n t .. , - ~ 

des fonctions du premier degré- on 

X X O'n peu'" c""'cllle'~" en fonr.tion de x1 '····x. l' 1 ' • • .; n 1. '- •• • ,. l "j' - . J _ ' x . +1' ••• ,lit J ' .., 

(2) 1 ~ (., v ) ,J" ". d~'I"~-"'!" xi~'l \ '''''1.' •• '<lA" l' xJ·+l '· •• ,xn " \;' ..L.,j 1 1 1. • ~. h.---"-'" :: ____ '_'-____ .... ,ib..· _________ --.~ 

\ 2 A 

(Xl" • • • EX. 1:: _ J~ 

v v 
"j+l , .. ., ~. t"'n 

) . 
) -------

2 A 
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pa r nota tion 
O ( -, ,..,! ,. X "j ~~::!1 \"li~o.:, j-l 

- gi xl J • • • : X j -1 .~ x j + 1 2 ~ • "z xn ) ) = o : où 91# 92 sont aussi des 

fonctions linéaires en x1Jo,.;Xj_l1 

est un carré pat~fait 0 

7.129 .. Soient aQ(n) x
n 

.:- .... + 8([(1) x+a (T(o)= 0 toutes les 

équations obtenues par ;:>cl"7!lutations c:!.rc'lla:i.res des coefficients, 

., 0 . ..",-< i __ n, n pa i r • 
..... -

a) tlontîer que ces équations admettent une racine commune réclle 

b) Soit x la racine commune réelle t S la somme de toutes les o 

racines des éyuotions ~ P le produit de toutes les racines des 

équations • AILrs ~ 

i""o 

SoJ.ution : 

o . n-J. ). 

a) On a bien ~Or arr. ( ) )~n +.oo~·ar- (l)X + a~ ( )= o,o~K~na(l) 
'J 1: i1 0 J K 0 • K 0 

Soit donc X
o 

la ~aginc commune réelle • On fait la somme de tou-

tes les rélot'io:1S (:1.:: ct ~_:. vient ~ Sl(Y.~ + x~-l + ••• +x~ + 1)=0. 

mais il n'cxis-

te pa s d' X è il;) 
OC ' .... 

+ ••• + 
1 

x + 1= 0, avec 
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-1 + a r- ( tS: =-0 , o~ K L: n 
'" K 0 '1 - - • Donc toutes los équations admet-

tent la racina commune réollo x = 1 • -
al a 0 a a2 _ 

0 (- n -1)+ ••• +(-b) S-x (- - 1 ) (- -1) - -1) = - + + 0 a n a n-l a n-2 

a an a n-l al 
p= 0 1 • • • • • = • an a a n-2 a n-l 0 n-2 

P 
. a al 

~ a .... 
Donc S-x + (n+l) = _( 0 + + n-1 ) • 0 a . a 

Xo n-l n a i=o n-i-2 

§olution : 

Evidemment x ") -1 , puisque los bases des puissances doivent 

• ,. 1 II ' . -1. utre non negat1ves , et quo pour X=- operot10n 0 n a pas 

de sens • 

Si on a ~ o., divisons l'équation 

,x+l x ,x+2 ~x= 
pa r cc lui-ci .11 en 

résulte que ~ ~~ + (x+3, 1. 

Soiont 91 (x) = 
, x+1i x 
t'"""X+3" ) e t 

qui ont la même domaine de définition 1-1# + !;.Y: r 
- l • 

r·10ntrons que 91 ct 92 sont strictement décroissante .... , d'où 

il résulte que~ est aussi strictement décroissante. 

On amstrmit les représentations 9raphiques de 91 ct 92 • 

Pour 91 :; 
i 

)( ~~~ 91 (x) = x:;~ l( -2 
1 1- x+:3 = ~-2 = 1 <~ 

#~ L} 

a 0 
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. X = 0 =1;:;*.=1 ·g;l (0 )_.= 1 ; 
. , " .. 

1 La droite d'éo.uDtion Y =? 
~ 

est une asymptote horizontale 

quand x tend ve rs + :.)<~ .. 

La dr"'oite d i éqyationx=-l est une asymptote verticale quand x 
. - ..... ;'.. .: :,; , 

tend ve rs + -J"", 
Le graphique de 91 se trouve sur la figure (1) • 

. . 

Pour g2 : ,x = 0 "-. '\. .~/ 92 (0)=1 J 
. .. 

. lim 92 (x)- ~:·11m ..... l-.(~+ 
)(. -) OQ . - ,-x -, .-,r.. \ ' 

• \..00 

1 x+3 --c. -1 
-x' +3 J' =r-l'.· -x"":"+.,.3 .... · ..... X : ... --.... ' 

~~ - i' '1-" • :::. ~ -... /-
1 O'où la droite d'équation y = q 

.... t 

J @ '"-.,,, f# 

• e.. 
est une asymptote horizontD-

. , 

le quand x tend ve rs + à<' • 
". ." l ," .. " 

Le graphique de 92 se trouve sur la figure (2). 

Oc (1) et (2) on tire que gl' et 'g2"sont str'ictemcl"It,décrois·san ..... · 

tes 

que 

~u r ~, ':'1 

~f{2~ =1 
" + c.~ f ' donc on D la même propriété' pour t- Pa rCG 

il en ré suIte que x=2 est ID seule qolution ré.elle 
c; '. 

de l'équation" • 

• .. 
-1 ~ 'J'" 
~ --._--- ~--

- - T '--~ ~ - - ._. 

j 

t-

~~tt 

l 

-.~ . .; 

.~ 

-

o 

1,\ 
f 
1 

2 

_. 
Il 

e. 

l-
I , 

(' l) 

,. 
_ .;a.:. 

)( 
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2 
7~131.Sachant qua b - 4 oc est un carré parfait, trouvar un 
~ ; . ~ .'. 

procédé de résolution dans l'cnsarilbladas nombras onti.ers de: 
2 -- 2 

l'équat.1,pn ,: ax fit: bxy + cy + dx + fy + ::;= 0 6 avec a,b 3 c,d, 

f,o* ontiers. 

Solution J Essayons d!écrire l'équation sous la forme 

a-x2 + bxy '+ 't,y2 + dx + fy + 0 = (t';'<·l x + Y1Y + '( 1- )(~2X +Y2Y + 

v-- r, ,.. (, . /J\ "'] 
, +.(!t 2) + C 6 0 U CI<.!.: J i ~ ~ i ,0 E v~: ' i E: "\ 1, 2 ~ • On a 

~1 ?'- 2 x
2

" + ~ 1 J32 xy + ~1 "'-. 2 x + Jl ,x 2 xy + J3~2y2+:J3_1 _t. 2Y + 

+!1 ~ 2 x :+ -:tjJ2Y ~t 132 + cf = ax
2 

+ bxy + cy2 + dx ffy + o. 

PS,T 1-dant'if1cation 11 an résulta : 

\ 'fl~2 +0( 
1 't 2 = d 

t 

( 1) -,{:li Jl2 ,-=' c 

\_~ 1!2 +L~1'o(2 = b 

ct (2) 
; 

)' 2 + ~ 'i, f \ B1 1 = ~ 

t v~_ (, f 
, 1>1 t 2+ (j = e-

~ 

qui es~ un t 'st ème du deuxième \'3gré 3 da G équDtions à 7 in-

~ «1' ~-2 .:J1 3 P2 II t 21 
r De (1) tire connues 8 6 () " on 

0{2= 
2 

que cz + 

1.. 

~, f32 = -E...... ct {::Xl <'l c Jo a • B ~-bIl en résulta 
~1 v Yi ~~1 ,}1· 

;>( , ..J 
6 ' -1 2 

Z-' = b t où Z = E ((). . Dt où cz - bz + a = 0 J 

Yi 
maie il faut que L\z soit un carré parfait" c'est-à-dire que 

2 2 t:-7} b - 4 BC = K , K '-. 1 .... : ce qui ost satisfait par bypothèse • 
oZ';' ~ K 

Donc z= == t e Alors 2c b+ K 
ot f32= 

b + K v 2~· 
- 1 

= 9<1 • 
2 c 
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On remplace en (2) ct on obtie nt . 
:; ~ 

t" 1 0 

a . Y; 2c 
.0< )--2 b + K t 1 f ; -+~ = d . + = 

e;,f. 1 2 • ,. 
b+K 1 2 • 1 01.. 

1 1 

d"o'Ù t ~1 :X
l ~ des rn t ionne ls, (3 ) on t rOllve et 2 comme 

0<1 

puisqu'on a un système linéaire de 2 équDtions à deux inconnues 
'''1: : 

(w ::: '1 ... t-) 0 () ~ 2 ,,0 3 1 il résulte qu'on pout ox~ 
,>( 

1 

prime r "l: 1 et '~2 en de 0(1 '6 Do l'équation ~1 t 2 +J=se, 
on fait sort~r'J en fonction de C!i.. 1 o. On donne une valeur con-

venablc' è'~ 1 et on dé tOr-mine a tnsi touto s 10 s inconnues· ~. On. a: 
. -.l;."-

(cx'lx + Jl y + ~ 1) 
( 

...... ï • On mot les coef-

ficients au même dénominatou:r et on élimine celui-ci • Puis on 
. • J- (' , • , 

t"70uve (~1:~ ~ j31.Y + 1> ~ )(0<.2x + J32Y + 'l2 ) = - ~.! 1 avec 0(.1 1 

8 1 8 t 1 t ~2 J \32 ;; 1.\? :J (r a do ~ • t;laintenant .~ln décompose v \J-

J'en focte~~s entierr:Gc on;csJayc toutes les possibilités ~ ce 

qui donne un système d~équations diophanttennes : 
. . , 

~ i x + !i.v + ~ i:: di avec dl (~2 - - 1 ut i tE.. \ 1:2 }. 

7.132 0 On considèro l :oquéJtion n 
8 xi = 

i o avec tous les 

coefficients réels., En =#: 0; ct le naturel n .~ 2 e 

Mont re r que si ( n-l) a~_l - 2· n .. a n a n_2 < 0 alors 1: équation 
.--

n'a pas toutes ses racines dans 11...· 
'~' .. • 

Solut'ion : 

( ) 2+ (.. v, 2 . (V' ".,2 
S= Xl ~ xa "'''1 ~ "3 J +"........ '"'1 "0""11 i 0{-
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= (n-i) 

+ 

"a 2 1 l 2 
a na n_21 n- (-2n) ( n-l) 2 = a - n ./ n-l o. 

an 2 '". 
a n 

> 

(On a noté. .x i ! x2 J ~ • • l xn les racines da l'équation .) 

Il en résulte qua l:équotion donnée n'a pas toutes ses racines 

dans 1'..( ! puisque sinon il en résulterait que S ~, 0 • 

Remargue : pour n=2 on obtient le résultat très connu que si le 

déterminant d'une équation de deuxième degré , .~, < 0 , alol""S 

l'équation a des racines complexes. 

7 .13~_;~ -~. Résoudra', 10 système suivànt : 

" / 
i=l 

i=F j 

Solution 

x - cL... i - j 1 
1 ~. j .6- nIa va c n ~. 2 

On écrit éxplicitement le système : 

= 

<~. + x3 + ••• +x~ 1 + x = ?_ ,.- n 
~-------~-----------------------------

= n • 
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On fait la $.Justraction entre L première équo'~~on et chaque 

autre équation • On a : 
-.' . -

-x + -x
k 

= ()( 1 .. ;.;xv. , 2·~ 1< :S n. 1 .\ . 

On reporte x
K 

= x~ + ~ 1 - eX. k C 2~. K of· n. dans la première' . 

équation et on obtient :{n-l)x1 + (n-l)O(l= 0( 1+ <X' 2+~··+~ n. 

D'où xl ~ ~~1 [-{n-2)C><1 + '><. 2+···+ Y n] · 
On détermine da façon analogue IGS inconnues x2 , ••• ,xn • Là 

solut ion du sys tème e st ~ xi = !..- f>t·" 1 + • • .+ ,~. i-l ... ( n-2 )::::.(1 .+. '>(; ... ~ 
n-1,-

+ ••• +ew.. "1 
nJ 

7.134. Résoudre dal'l·s l'ensem·ble des nombres entio·rs 1-0 systè-

me : J -17x + 52 Y 
l 35x - 27y + 26 z 

= 130 

= 84 • 

Solution: Résolvons en nombres entiers la première équation 

du système • qui est une éqvatiJn diophontiennJ , sa solution 

géné ra le se ra ; 

[
X = 52 t - 26 

(1) -
(y = 17 t ~ 6 ~ avec t ?71 

'-- - 0 

En rem~laçant les valaurs da x at y dans la deuxième équa-

tion : on a : 

(2) 1361 t + 26 z = 832 c avec Ct ; Z )E: Z 2 
• 

On résout catte équation en nombres nntiers ; sa solution gé-

nérale sera : ~ t= 26 K, 

\. z::-1361 K + 32 ! avac K E 71 • -
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Celle-ci est reportée dons (1): 

( x = 52 •• 26K - 26 
.' t y = 17.4 26K - 6 , a\;oc K (f l 

Donc , la sollJtion générale du systèmo initial est : 

fX = 1352 K-26 

442 K- 6 \. Y = 

~ z =-1361K + 32 , avoc 1< E 7 • 

ObserVation: La méthode qu'on a utilisée os·t la slÏlbstitution 

nonnala , qui s'utilise aussi pour résoudre en hombres réels. 

7.135 • Soit un systèmo linéaire homogène aVant pour matricca'~

sociée A;;" )( (m ln; @) , qui admet le rang r (A) <. n • (Le;' rang 

d'une matrice c'est l'ordre du déterminant non nul le plus grand 

e; {rait de cette matrice .) f'lontrer que 10 système adme't des so. 

lutions entières non triviales • 

n 
Solution·: On considère le système initial" 

lx· 
j=::.l 

1 ~ i 5. m, aVQ_c tous les ai' E: rf).. On met les coefficients au 
... J " 

marne dénominateur et on élimine celui-ci i On obtient un systè~ 

me qui a tous les coeffictënts entiers. On noter (A) =-'r < n 
" 

( conformément ,à l' hypoth~so ') ~ Si on éli~ino les équo tions sc": 
':' ~ . . . . . '., 

conda+rcs alors il reste r équations principales • Résolvons nor-

malement dans ~ n, en appliquant la méthoea de Cramer. Sans 

nuire à le généralité ~m suppose quo x1 , ••• ,x r sont les variables 

prf.ncipalp s • 
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Ainsi xr+l~ ••• ,xn soront les VDriables secondaires .Commo 

r <n • il existe au moins une variable secondaire 6 Les solu-

tions réelles du système sont : 

n 
\ 
/ 

bht xt ' 1 ~. h ~ r , ElVOC tous los bht dt b 

t=r+l 

entiors , où~, est 10 déterminent qui contiont les colonnes 

l, •••• r ot les lignes 1, ••• ,r. 

Si on . poso 

( pa ra m è t re s ) d' 0 ù 
n 

t= t+1 

= .lJ.. K r+ . i -< t x t t ' "'-. 
,. 

11 en résulto une solution entièrq p - indéterminée pour notra, 

systèmo • Si on donne dos valours non nulles aux paramètres 

Kr+l' ••• , Kn on obticnt uno so~ution ontièro non triviale por

tiçulièro • 

7.136. Déto rmino rIes mot ricos A ct 0 d 'ordre n te Iles que • • 

( 1 
2 n-l ). A ( 1 l+x l+x~ 1 n-l ) ot x x • • • x = • • • +x 

( 1 l+x l+x 2 n-l 6 ( 1 
2 n-l ) • • • l+x .) • = :·x X ••• X . .. 

quoI quo soit x réal • 

a) Calculer Am ct Dm , pour m.t. //(/*. 

b) Montror que Ak De = 00 A k ct ( AD ) p IM" . -::~ J kiK,e, p E #.(/*. 

c) Montrer que si s s s k. 1:'i 

.L Ki = ).f!i : olors 1 
, A 1. 0 

i=1 i=l i=l 

= 

= l où l 10 matrico unitaire d J ordre Ki' foi "S ~(/*. n , n ost n:ot 
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Solution : Soit 10 mE:ltrice A = :.la11 •• .a1j •• .a1n \ 

i 021 ••• E:l 2J· • • .E:l 2n \ 1 1 , ' .. : 4\ or. ; 

l f 

~. . . ! 
\ a~1 • • .o~j • • .onn ) 

2 n-1 n-1 2 n-1 Notons v ~ (1 x x ••• x .. ••• x ) et U=(1 1 +x 1+x ••• 1+x ). 

En multipliant v par la première colonne de A nous obtenons : 
n-1 a 11 +.a21 x .+ ••• +onl x = 1 , • On foit x=o, ct il en 

résulte a 11 = 1 , donc 8 21 x + . n-1 
• •• + 'an1 x = 0, • , 

c'est -à- dire que cc lui-ci est le polyn6me nul po rcequ' il a plus 

de n~1 racines) ; d'où E:l 21= ••• = a n1 = o. 

On pultiplie v pO r la colonne j de 1\ (2 ~ j ~ n) ct on obtient: 

a 1j + a2j x +,. • • • 
j-2 j-1 

+ a j _1 ,jx + ajjx + ••• + n-1 JO-1 
anjX~·1+x ~ 

t/x € IR • 

Pour x=o on trouve 01j= 1 • Donc a2jx+ ••• +aj_1~jxj-1+ (a jj-1)Xj - 1.t 

+ ••• +a ~xn-1= 0, 1tx E il?, ,Cc polyn6mc , aussi , est nul , ainsi nJ . 

Soit 0 

ct 8 jj-1= 0 ,ou a jj=1 , avec 

1 . 1 ••• 1 \ 

1 0 ••• 0 \ 

.en multiplie u par la première co-
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Pour x=o , celo implique b11 + b21 + ••• + bn1 = 1 • L'on a eus-

si b21x+ ••• + bn1 X
n- 1 =- 0, tfx Ë il: · D'où b21= ••• = bn1 =0. 

En multiplient u por 10 colonne j de 0 , nous obtenons : 

. j b n-1_ j-1, * ,,'IL) b1j + b2j +.··+ bri~ + b2j x + ••• +bjjx + ••• + njx - x ,Vx~n~ , 

2~:j~n '. Si x=o " on trouve b1j + b2j + ••• +'·bn·j =0 • Donc 
j-l n-1 0 

b2j x+ ••• + bjjx + ••• +bnjx = 

La marne ch6se : b2j = ••• = b ' = b 
j-1,j j+t,j 

=~ ••• = bnj=o ct b -1'=:-S. j j ~,. 

B = 
./ 1-1 ••• -1 r, " 

1 

\

' o~ 1. 0:,'9. . l... 
. '. . '6 

, 0' , .' 

\0 ..• 0 1 

\ 
) 

e) On'montrc pa~ récurr~nce que 

Le ces m=l est évident • 

On suppose la pro?riété vraie 

AM+1= AI1\ ,A =(1 m+1 •••• m+l\
,0 1 o ••• 0 

,) - '. 1 

1: . : ! 
; , 0 1 
! " 

\ : • A'" 1 
'0 • ••• -.•• t U 1.' 

; ( ~m ••• 1:":- • In \. 
A

m= ( , . \ 
'_. 1 ~,~ .o • .:.~ 1 

t • # "t.·" ! 
, \- (, ,<JI 

-..0 ••• 0' 1 / 
pour m, on le mont re pour 

De façon analogue on démontre que Dm = 
b) On voit que AO= 01\ = l n • 

m+l: 
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AK 0" = A •• .A 9 ••• 0 = A_ •• A DA 0 ••• 8= ••• = OAK rf', .. 1= ••• = 02AKO~~~ 
'--.;,.---- ,~_.'~ "--.,..--. 

K J!: K-l :t.-l 

= ••• = 8~E'AI<. AG = DA =====> (AB)P= (O/\)P. 

c) AKt O·'fl. AKt: O:';: •• .AKSctlS= AK.t AK? 11'1 0'- .~.AKs rf!s= AtOt = 

(AD) t = I~ = 

7.137 • Soit 

.1) Calculer 

2) Discuter 

n 

> 
lim K = 1 

rl-">~ 

l , où on a n 

la matrice A 

la mat rica An, 

la limite . -• 

det ( AK) 

= ra 
·b 

:J avec 

où n ~- #(/*. 

dot :( 
n 

AK) " t.. 
K=l 

Solution • • 

a lb E"R • 

I) On démontrera 

ni:'/~n fJ \ 
pa r ra isonnomant pa r récurrence quo 

A ~ fi • 
rel', avec 
\J n Q4nJ 

\n+l J 

r n '; 
_.-::.( = \: _-Z-_ C2i _ an- 2i b2i 

n / n 
i=o 

J 
t 2 J 

et n = ~---) C~i-l a n- 2i + 1- a 2i-l 

i = 1 

où (xJ représenta la partic entièrb de x~ 

(2) 

(1) 

Le cas n=l c'est évident • Supposons la propeiété vraic' pour n , 

on démontrc qu·clle est vraic aussi pour n+1. 
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f Oo< + b9 n ., n 

{ b r~ + ~[3 
b<x +013 \ 

n In 1 
• t 

\ h"} n OQ(n+~Pn j= 
-/ 

i=o i=1 r n J -'"'2 
+ , , 

/ t 

21 
C + C2i- 1 ") n n 

+ > e~i-1on+1-2ib2i; (3) 

i=1 

si 

~---
1= n+1 

2 
n+1 

2 

i J Si n=2K , 010 rs n;1 4- Z ' donc 10 de uxième somme de (3) 

est égole à zéro, ett=Tr= r~i il en résulte l'expression 
.• - t... _ 

de ~:n+1 de (1) • 

ii) Si n= 21<+1 , olors ~ 1': Z et la deuxième somme de (3) est 

é l à en 0 bR +1 bn+1 d" , l ] • . d - ~ d qo C 0 = ,ou resu te __ exprcssl.on e ~ C - n n+l 

(1) par«e quo la première somme de (3) auro des termes do 1=0 

jusqu'à 1 = [+ J · 
Aussi ~l.l faut-- montrer qua J3 1 = b c.( 

'" n+ n 
+ 013 = .," n 

f n+1 l _ 2 ~ . 

.. + > 
~"'I"i-='7'l-

n-2i+2 b2i-l a + 

C2i- 1 on-2i+2 621-1 = 
n 
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ç n+l f 
'- 2 ..... , 

( 
2i-2 C2i- 1 

) 
R+1-2i+l ,,2i-l+ "- (C~i_2 :il 1 Cn + a l • n 

i=1 
.. . n+2 . 
~:: 2 

n-2i+2 b2i- 1) ; (4) si n+2- (;-7 "a 
2 .-

n+2 J. ~ i) Si n=2K + 1 , alors -V- ~!! et donc la deuxième somme de (4) 

est nulle • Aussi r n+1 1 = r n+2 1 ' d'où résulte 1 'expression de 
:..2....; - 2..; 

"n+l de (2) ., 

ii) Si n=2K ,alors ~ég' 1 d'où 10 deuxième somme de (4) 

est égolo à c2I+] + ~_2 an~2[7-l-:2.i-1 b 2[~:]+2-1 = bn+1 • 
n 

Ains1 que dons (4), s1 on fait l'addition entre les deux sommes t 

il en résulte que pour la première èomme 1 prendre des voleurs 

de 1 jusqu'{ n+2 =t4 i ' d où résulte l'c-~pression de Bn+l 
2 '- ~ ,J 

de (2). 

2) dot (AK)=x~ -y~==-=> )n det ( AI<)~ 4:1 (.,(~_ ~ )~ 
K=l 

n - n n 
.- ç( <..( 1<-YK) (\:~ K+ rK) " K K '\ (a2_b2 )Ko - = 1 (a-b) (a +b ) = 1 

(cl) si a 2 b2 :1= l, 

n 

1 ',Î YK 
1 

~ 

1 
.n 

alo-rs "- ( a2~ b2 )K: 
l 

1 

n , J) .. L ........ 1-...;:1 K :;tP)dct 
n 

() 
n 

-:::"~--O<K 
"",,1_"2'-- .J 

1 

. 1 

1 

b2)(a2~~b2)n_l 
(a 

2 -
2 2 

a -b ~ 1 
1 



n 2- n r 
{.~,;.;, ~ ,2 _1 ' \ = ( '- ~I< ) - \,'L~YK) -~, '/ / 

1 t 
n 1 n . , \ ! ,~/"'" ' + 

1.' J3!<i '1 'v~(3 ) . \. "'; 1< 

1 o J.. 

.. ('r-)_n~l_( a + b ) « 

c2) Si a~b::?l 

'\ 

.. ) 0 

J ,. 1 

.1 
!1 

n 
" . 

\... 

1 = 

! n 
) of Î~ 
1 1 

/ \ 
1 

DiscussiO!1 r-

Les CDS ~ 

n n 
\ i \ .. ~ 1< ,.Pl< /\ / 

1 1 

n 
/-.:1 a )\ /""-
\ ' , 0' 1/0 1=, / 

(" .. "') l " .' 

' 1 

) 

A) Les conditions Ci ~ C2 e~ C3 salt ~compliJs D 

n 

~aJl('. 

G) Il oxiste au moi"s ur ~~r~ d~ relIes-ci ~ui n~ast pas 

1 

On a les sous~cas ~ 

, ~ 12j 
A eI e '0-~ D .. 
AoII .. ta2~. ,2i o t' 

A ~III •. ~a2_ b21 

< j 

.......... :l 
/' 

,. 
::. .L 

AcIo Admet las sit~Dîions ; 

AIl ',' 1 i ......... J. '. ~ 0 C • 0 - 0 !" e t .~ a .. , 0 

2 
J ~, 

~ l. ==> L=-
( a ... !J~l )(0 +.b.,l ) 

2 2 
a - b .~ 1 
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A.I.,2 Q 1 a-b}l.( 1 et j D-:-t; ; > 1 ~:' L=o 

A"I.3o la-b·l"l et jc+b~=l<. - )!:ô-b,1<.1 ot a+b=-l, pareo 

qu'on a C3. Il e~ !'C3sulto quo 10 limite n"cxiste pas..-. 

A l 4 "1 b"'", 6 • .. / a- i t/ .... ot 18+bl, :C.. 1 =--=> L=o 

ct lo+b 1/ > 1 ( ce cas neost p6spossiblo- , 

puisqû" J)' eh.'résul te !-o i t L, .. ' 2_. 'D2 t d ~ -' 1 7 1 t qui ost on contra ic-

tion avec A.I,) 

A.I .6 c =1 ( GO môme cc cos n'cst pas pos-

sible )0 

A.I.7. la-bL= 1 et !o+bÎ<t (----; a-b=-l ot~ O+b,I<'l, 

parco qu:on a C2 D Il en résulte que la limite n'existe pas. 

1= 1 
, ,/ .... 

ot '.D+b 1:1, 
1 . ' \ 

r 
10 -:-:- ï>- 1 J 

ces deux CDS n~existent pas'on 

roison de A.I. 

A.llo admet los situations 

"lim 
,", -) (>/S' 

A .11 .2 0 

l " (J,'c.; . 

-------------~~------
'" 1 .,.!..!l--'1I ..... ...--

, (a+b)n 

1 1 

13~'D f> 1 

r (o=b) ! 

et 1 D-i-b 

-- . ,/ -~ 

t< 

L; ~-b-1)(a+b-l) • 
2 2 

a - b - 1 

~~ __ -= (a-b--1)(o+b-l) 

2 2· 
a - b - 1 

, ,,;;: .... >L ..l.. = 0 

# 

} 

A"IIo3-o ' , j> 1 ot } "';- 1 .... '.=1 (---=> l '::l-bl;/ 1 ct o+b=-l î,E)-D ,~ ..J -_.~-- -. 
1 C3 T 1 ' ~ t ~, - - f· parce qu on 0 ~ __ :~ ~2=~~ a q~~ ~o ~~~~!e n cxsstc pas ~ 

, 

A.II.4c 1 a-b.Î.::1 ct Jo+b. Î>:!. z~> o-b=-l ot 'Io+b/I> 1 , par

cc qU;'on aC2 ~Il on résulte c!Ja 10 lir:lita n10xistc pas. 
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A.II.S. }Ll-:-'.Jl=l at la+b' =1 ') 

A .11 .6. y"o-bt1=1 ct '0+8,} L.. 1 t 
1\ .11.7. L -a-bl '- 1 et.1n+b.1 =1 ( 

A • l l .8. t,.. 0 - b. 1 < 1 ct. 1 0 + b ') ( 1 J 
cas quatre cas nlaxistant pas en 

rD 1son da f\.I. 

, 

"" t\.II.9. to-b/l/.1 at ~'a+b. f >1 =Q;;;;=-) L=o. 

: L = ( a-b-l){~+b-~ 
A.III. Il en résulta -- ~ lim 

n ~ oe" 2 2 
o - b - 1 

o~_b2 1 
t'1ois a-b =#=0 et c+b = = - - , donc 

o-b o+b 

L= n" n" 1 'n 
(-1) +l-(o-b) -(- 0-61 

n 
(-1) -1 

·e-b J: ~ -l~ll dnroison de C2 ct puisque si o-b=-l il en 
•• ..J_ 

sulterait -1= a 2_ b2=(a-b)(a+b)=-(a+b), ClOS' à dire a+b=l 

tr.odiction avoc C3. 

A.III. admct leg situations: 

AIII.l. 1 a-b. -, < 1 

A.III.2. V"a-b '1>1 

-

=-lt·I- a~b 1" > 1 

4L--L·/~1 ,- a-b 

L=6 

L=o 

ré-

, con-

'" .111.3. : n-b.l=l (::::==::-=> a-b=l ou bien a-b=':'l , qui nia st pas 

possible • 

0) Il existe au moins une condition d'antra Cl, C2,ou C3 qui 

nlcst pas accomplie • 
~ 2 2 

- si la condition Cl n'ost pas accomplie, alors a -b =1 • 

n = c) ~\ ....... _ 

1 
K 

det ( A ) = n • 

1 
- si la condition C2 n'est pas accomplia , alors a-b=l • 

n 
'MW =~ \ 

1 
1 
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-si la condition C3 n:est pas Dctomplie , alors a+b=l • 

1 

Analysons toutes las possibilit~s do co cas • 

0.1. a-b = 1 ct a+b ~ 1 j Il a" résulte a
2

_ b2~ 1, o=b+l et 

(o2_b2 ) f(02_ b2 )"_ 11 1 o+b-l 
L = lim 2 - r-2 .. ..; • -::-. _____ ~~n --=-

t..~~~ 0 - b - 1 " _ (o+b) i {o+b)n-1 1 
2 2· :- .-

(a - b )(o+b-l)1 (2b + 1 )n_l 
2 2 lim -. ----...... - = o. 

(o+b)(o -b -l) ïl'1'N> n . (2b ~. 1 )"_1 
= 

0.11. o-b=l ct a+b=1 _-:::.) 02 _ b2 = 1 _.Z:ia::> a=let b=o--) L= 

fJb)'~ n ='0 

I~ -" '" n: n . 

a-b-l J" = 
(a-b) f(a-b) n_1f 

- -

22· 
o .IV., o-b =#: 1 ct o+b =fo. 1==> a" .. b = 1 on ro 1son do 0). 

:-.., L li o,="b-l - a+b-l " =-==::la... = m .". .n= 
n-)~.;- (a-b) ~a-brn-l'l . (a+b): (O+b)n_g 

n 
2- . 2 n'- . n - " n 1:1 

a -.b ) -(o-b.) -(8-1:D) +1 

n n 
= (o-b-l)(o+b-l) lim -------- = 2(l-0)11m··· ...... ""'!1-----

n->o: 2~(o_b)n_(a+b)n n~~· 2_(a_b)!:!(0+b)n 

D.IV.l <: a-b ;<1 et lo+b:t'> 1 • En appliquant la théorème de 

Stolz .. Césoro 1 on obtient : 
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n 
L= 2(1-0) lim 

(a+b)~ r 2 . n 
_.I.~ç_b,ti~ = 0 

11 n -?:X1 

(.(o+bi j(o+b) ... 
o .IV .2. , o-b ,( 1 ct 'Ja+bt.'= 1 ' , :, .. =-:t=:} J "o-b. f( 1 ct o+b= -1. 

1 2 2"'1 ' Cc cos n'existe pas parce qu'il en résulterait f 0 - b 1(1. 

d~nc a
2

_ b
2 ~ 1 • Contradiction avec C.IV. 

o .IV3 • t o-b 1 < 3: 

o • IV .4 ) a'~b/, =1 

o .IV.5 .'J o-b 1=1 et 

D.IV.6 ta-b .,> ~ 
D.IV.7.,·Ja-b 1> 1 

ces cinq ca~ n'existent pas 

en raison de D). 

O.IV.S • .'ta-b, ')1 ct "'D+b l~.l·:a.y..-:::>-_:L=o· 

O.IV.9.,1a-b.j=1 ct ~/a+bJ. =1 (-_- ) a-~=-l ct a+b=-l ===)a--1 ct 

b=o :w=-> la-limite n1existepos. 

Et voilà, ,ous.los cas sont étudiés. 

L::o discu;i,sion dG limte est très longue , mois elle néce·ssite 

un bon arrangement des cas ( qui dépendent des pDt:"amètrcs réels 

a ct b ) .. 

7.138 • Soient 0o~ al".~~_."an des nombres réels. an> o,'n E/(/. 
'n 

~ considère le polyn8~e P{x) = anx + ••• + a 1 x +ao tel que: 

s'il existe 8 i <0; l~i~n-l .. ,alors la premier coaff~cment non 

luI 8 i +K ;: 1~K~n-1 . an'térfcur à ai ' vérifie =1 Va1,/~8i+K. 

détermine r le minimum da l'expression : 

E (xl'." ,x ) = ~ ( P( ) + P 
m L--.\ Xj 

J=l . 

m 

( !~) J 
.,J / 
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o~ ser6alise ce minimum • 

Solution : 
. 1 ........ ~ 1 """-

51 'x> 0 et i ~. j ! alors x~+ -~XJ+"'---h 2 , les deux égalités 
./ ~'l' J~ 

ayent lieu lorsque x=l • 
m 

j=l 

Soit F (X j
)= 

•. 1 
P(x. )+P(-) 

J Xj 

x : x~ 

celui-ci est réolisécseulemont pour Xj = 1. 

1 
a 1(x

j 
~)+2 a • 

X j 
0 

S'il existe ai<.o, l~i~tI-l', alors de l'hypothèsq du problème 

: et pour les outres coefficients 
ont i re . 1 ait. ~ a i + 1< 8 ~ ~ k~. n - i t 

i+l( . 

on a 8 i +1 = ••• = 8 i +I<_1 :il 0 • Donc 8 i +l« Xj +. 
1 

1+K 
)+ 

i 1 8 i (X
j
+ -,.) 

X~ 

la. t . ~ ) . ( i+j x. + 
J 

x. 
J 

1 
i+K 

Xl 

j 
. -
i 1 - x
j

_ -), 
~ ~ x
j 

___ ( 18i.~)" 2+ 0 =2(a i + 8 i +K) l'égalité ayant lieu seu-
/ .... 8 i +K -

r 

lement pour X.= 1 
J 

, et de marne il en r6sulte que .min ~!Xj) = 
X j ~ ,/'(+ 

qui se réalise seulement pour x.=l. 
..•. J 

On trouve que, • min E(X1 , e •• ,X )=2m (a o+o l + ••• +8 0 ), et celui-

Xj 
E If< : m 

j ç~' l, ••• ;m } 

ci se réalise seulement pour (x11 •••• x ) = (1, ••• ,1) 
. . m_...,..-

m 
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1.139 • Montrer que 

a) La somme des puiss~nces d'ordre 2p+1 de 2K+1 nombres naturels 

consécutifs est divisible par 2K+1 • 

b) La somme des puissances d'ordre 2p+1 dé 2K· nombres naturels 

consécutifs est divisible 2K si et seulement si p ? 1 et K est 

divisible par 2 • 

Solution • 

a) So~t 51 la somme des puissances d'ordre2p+1 de 2K+1 naturels 

consécutifs • Les 2K+l nombres naturels consécutifs constituent 

un système complet 

+22p+1+ ••• + K2 p+1+ 

de restes modulo 2K+1 • D'où S~: 02p+1+12p+l+ 
. .... 

(K+1)2p+1+ ••• +(2K_1)2p+l+{2K)2p+l(mod 2K+1). 

2K-i: -(i+~)~mod 2K~1),pour o~i~K-l • 

=-=-=> (2K_i)2p+l:=t _ (i+l)2p+l (mQd 2K+1), o~i'(,K-l. - " 
Donc (2K)2p~~~_12p+l (mod.2K+l ) 

(2K.l)2p+l~_22p+l (mod 2K+l ) 

........ ~ .... ~ ..•................ 
(K+l)2p+l:·_K2p+l(mod 2K+l) 

=--=) Si = 0+12p+l+22p+l+ ••• +K2p+l_K2p+l_ ••• _22p+l_12p+l: 0(r'"7cd2.<i.~~ 

Donc Si: 2K+l • 

b):>o me me soi tS2 la somme des puissances d' ordre 2p+l de 2K na

turels consécutifs • Les 2K nombres naturels consécutifs cons

tituent un système complet de restes modulo 2K • D'où S2= 

= o2p+l+ 12p+1+22p+1+ ••• +(K_1)2p+l+K2p+1~(K+l)2p+l+ ••• +(2K_2)2p+1+ 

+(2K_1)2p+l(mod 2K). 

Nais 2K-i== -i( mod 2K) ,pour l~i ~1<-1. 
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=w:.:) (2K-i 1 2p+1~ -i 2p+1 ( mod 21<): 

Donc (2K_1)2p+1~ -1 2p+l(mod 2K) 

(2K_2)2p+~~ _22p+l(mod 2K ) 

• • • • • • • • • • • • • • • • , • • • • e • • • • _ • • • • • • • • 

(K+l)2p+1==:_(K_l)2p+1 (mod 2K ) 
-

~/ ~2';; 0+1 2p+l+ 22p+1+ ••• +(K_l)2p+l+K 2p+1_{K_l)2p+l_ ••• _ 

_ 22p+l_ 12p+1 _ K2p+l (mod 2K ). Donc (S2: 2K ) <:===>. (K2 P":', 2.1q<:-> 

(===.;) (I<~P ~ 2 ) (=au=---> ( p ~ 1 ct K: 2 ). 
~ . 

7.140. fvlontrot' que si a et m sont des entiers, DI ::1=0, alors 
-

(a~mf_ a ) nm!~l) f est divisible par m • 

Solution : 

1) m ost promier e 

1· 

a=.~: a) a=j{ .. Alors a} m. ,_ 
m et on en tiro la cohclusion •. 

b) a =Ft-{. On a : d'après le théorème do Fermat, at ml a=u) ~ m Pm. 

II) m n'est pas promior 1 m ::1=0. 

a) J, m t~ 4 ~ Alo rs 
''11:- - - 1""{_1 3 

E=(a 1 -a)(; rn 1_1) 1:: 2a(0' III' -l)s 2a (a -l)(rnod 4). 

Si a =j1~ • il en résulte E~ 0 (mod 4) 

Si a=(..~ +1 1 il en résulte a. 3 _1 ~!~ 1 ?I OÙ E:o (mod 4). 

b) {m. =1= 4. Donc~3a,b:E l-to~-11+1J=: lm·'=1af.Jb1. 

Si ta' ~ b; l puisque' a j < t mi -1 6 ~ b)<! ,n 1-1 1 il est clair 

quo l al ct ! bj sc trouvent parmi los fcctcurs do Ct m ~-1) I, donc 

{! m {-1)!~0 (mod m), d'o~ 10 conclusion. 

Si , 8 ~ ~b t, puisquo \ 11 {=#= 4 ct t a{ <.l m ;-1 1 t b! <:' m f-l , on e 

2 lb l< lIT' }-1; ainsi ta {ot 2J b 1 sc trouvent parmi los facteurs 
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de Cl m 1-1) l , ct 0 n c () m }-1) 1!5 0 ( m 0 dm) 1 clone E :: 0 ( m 0 dm) • 

, ~ '" 

Romarguc : En lIon a démontré Ifasscrtion suivante : 

si:m E 71- ~ 0,+ 2 t, alors (lm 1-1)! ;: ° (mod m). 
- 1..,. - -J-

el. 
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